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Графики типовых ФК случайных процессов с медленно убывающими (1) и быстро убывающими (2) связями имеют вид:
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§5 Стационарные случайные процессы с нормальным (гауссовским) и равномерным распределением.

Стационарные случайные процессы с нормальным (гауссовским) законом распределения наиболее часто встречаются в практике. Как правило, с помощью этого закона описываются шумы и помехи в каналах связи, воздействующие на передаваемые полезные сигналы.

Главная особенность, выделяющая нормальный закон среди других законов, состоит в том, что он является предельным законом, к которому приближается бесконечная сумма большого числа независимых (или слабо зависимых) случайных величин, подчиненных каким угодно законам распределения. При этом ни одна из случайных величин со своими собственными вероятностными характеристиками не должна быть превалирующей (доминирующей) над другими.

Нормальный закон распределения характеризуется плотностью вероятности:
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Кривая распределения имеет вид:
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Гауссовское распределение характеризуется двумя параметрами m и σ2.и параметры имеют смысл соответственно математического ожидания и дисперсии. На самом деле, для любого стационарного случайного процесса S(t) имеем:
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Интеграл Эйлера-Пуассона: 
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следовательно 
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M-называют центром рассеивания.

[image: image1492.png]£©

soree
cKa«Kaa — )
&) . %
A / \/t /\1
/
0 /
A





Вычислим дисперсию величины 
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[image: image1493.png]


Следовательно, параметр 
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-дисперсия, а
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-среднее квадратическое отклонение. Параметр 
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 характеризует форму кривой распределения. Т.к. из условия нормировки площади фигур одинаковы, то с увеличением 
[image: image16.wmf]t

 кривая становится более плоской.

Во многих практических задачах переходится определять вероятность попадания случайных величин на участок [x1,x2[ (см. рис.). Для вычисления этой вероятности необходимо определить площадь заштрихованной фигуры, либо воспользоваться общей формулой (что в общем одно и то же). Вычислим вероятности:
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где F(x)-функция распределения случайной величины 
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В формуле 
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 сделаем замену переменной 
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 и приведем к виду:
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Интеграл (функция Крампа) не берется, то есть не выражается через элементарные функции. Здесь следует учитывать, что верхний предел интегрирования является переменной величиной и зависит от 
[image: image23.wmf]m

 и 
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, поэтому функцию 
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 следует заменить на так называемую нормальную функцию распределения 
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 составлены таблицы.

Окончательно вероятность попадания случайной величины на участок 
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Пример: Для «среза» стационарного случайного процесса в точке 
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. Определить вероятность попадания случайной величины 
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Решение:
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Другой, часто встречающийся стационарный случайный процесс – процесс с равномерным распределением. В качестве примера можно привести шумы квантования в аналогово – цифровых преобразователях.

Так как случайный процесс 
[image: image39.wmf])

(

t

x

 является стационарным, то для любой выбранной точки 
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, плотность вероятности остается одинаковой, и закон распределения вероятностей 
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Из условия нормировки легко найти величину 
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Нетрудно показать, что математическое ожидание стационарного случайного процесса с равномерным распределением:
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дисперсия:
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Получим автокорреляционную функцию для случайного синхронного последовательного цифрового телеграфного сигнала, поступающего с выхода кодера, реализации которого имеют случайный равномерно распределенный сдвиг 
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 относительно некоторого момента времени (начала наблюдения), принимающий в дискретные моменты времени кратные 
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 (время передачи одного значащего разряда) значения 
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 с вероятностью 0,5 независимо от того, какое значение он имел на предыдущем участке.

Выберем в качестве момента наблюдения начало координат, осциллограмма последовательного случайного цифрового сигнала будет иметь вид:

[image: image1495.png]


Интервал времени 
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 от ближайшей точки, в которой может произойти изменение знака. Процесс 
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, распределен по условию задачи равномерно в промежутке 
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Найдем вначале среднее значение случайного процесса. Так как «1» и «0» передаются с одинаковой вероятностью, то
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Для того чтобы определить функцию автокорреляции случайного процесса, будем «сдвигать» 
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Переменная 
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 - зависит от того на какую величину мы сдвинем 
[image: image64.wmf])

(

t

x

, то есть определяется заштрихованным прямоугольником. Будем считать, что после сдвига 
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 на величину τ знак не изменился (=a, как показано на рис), далее с учетом того что 
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 перепишем выражение 
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График автокорреляционной функции 
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Дисперсия случайного процесса:
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Далее найдем спектральную площадь мощности этого телеграфного сигнала. Положим 
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 и в соответствии с теоремой Винера – Хинчина имеем 
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Выпишем каждый интеграл по отдельности:
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Окончательно имеем:
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Учитывая, что циклическая частота 
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С учетом первого замечательного предела 
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График спектральной плотности мощности синхронного телеграфного сигнала имеет вид:

[image: image1498.png]2190





§6 Марковские и пуассоновские случайные процессы.

В радиотехнике и автоматике большую роль играют случайные процессы, получившие название процессов Маркова или процессов без последействия. Этот класс случайных процессов впервые систематически изучался русским математиком А.А. Марковым.

Марковским называется случайный процесс, если для каждого момента времени вероятность любого состояния системы в будущий момент времени зависит только от состояния системы в настоящий момент и не зависит от того, каким образом система пришла в это состояние.

Рассмотрим некоторый случайный процесс 
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Возьмем 
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 «сечений» рассматриваемого случайного процесса в моменты времени 
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 - которые будем называть состояниями случайного процесса 
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Раньше, при изучении стационарных случайных процессов, мы считали, что величины 
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 независимы. Будем считать, что эти случайные величины зависимы друг от друга. Предположим, что для каждого 
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2-е состояние: 
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В математическом смысле простой Марковский процесс характеризуется тем, что вероятность нахождения 
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Для 
[image: image113.wmf]n

 - мерной плотности вероятности простого Марковского процесса при 
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Рассмотрим работу базовой станции системы подвижной радиосвязи с 
[image: image117.wmf]n

 - каналами связи. На данную базовую станцию со стороны подвижных абонентов поступают заявки на телефонное обслуживание (соединение). Поток заявок в интервале времени 
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 можно рассматривать как простейший случайный процесс со средней плотностью 
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- время обслуживания.
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Отметим, что в каждый момент времени 
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 поступает только одна заявка (поступление 
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 заявок «одновременно» можно рассматривать как последовательное поступление 
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 заявок с интервалом времени между вызовами 
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Если в базовой станции есть свободные каналы радиосвязи, то вызывающему абоненту предоставляется канал, в противном случае отказывается в предоставлении, и абонент покидает систему обслуживания. В рамках теории массового обслуживания такая система называется «системой с отказами».

После окончания разговора абонент освобождает канал связи. Интенсивность освобождения определяется параметром 
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 - плотностью потока освобождения канала в единицу времени.

Рассмотрим случайный процесс, связанный с занятием и освобождением каналов базовой станции. В работе базовой станции можно выделить 
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 состояний:
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 - заняты 
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 каналов связи.

Поставим в соответствие каждому состоянию работы базовой станции вероятности: 
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Наша задача заключается в следующем: определить вероятность состояний 
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. Вначале покажем, что этот процесс Марковский. Расположим состояния системы в порядке возрастания номера:
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Так как в каждый момент времени поступает или освобождается только одна заявка (момент поступления заявки и освобождения канала одновременно не происходят), то переход возможен только на «смежные» состояния. Например , допустим, что в момент 
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 система находится в состоянии 
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 зависит только от состояния 
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 и совершенно не зависит от того как система пришла в состояние 
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. Следовательно, данный случайный процесс – Марковский. Так как число состояний процесса дискретно и счётно, то рассматриваемый Марковский процесс еще называется дискретной Марковской последовательностью.

Кроме вероятности состояния необходимо определить переходные вероятности, отражающие эволюцию Марковской последовательности. Эволюция показана стрелками – «перескоками» из одного состояния в другое или в само себя. Возьмем любое 
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Переход II: из 
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Переход III: из 
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Так как переходные вероятности не одинаковые (не равны друг другу), то такая Марковская последовательность называется неоднородной.

Найдем вероятность 
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Переход в 
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Для крайних состояний 
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 трансформируем формулу следующим образом: для определения вероятности состояния 
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Для определения вероятности 
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Таким образом, получена система стохастических дифференциальных уравнений (уравнений Эрланга):
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При начальных условиях 
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Примечание: если не вводить на 
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 ограничения, то система уравнений (2) описывает процесс гибели и рождения, например, популяции бактерий.

Решая систему уравнений (2) мы получим вероятности 
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, характеризующие среднюю загрузку системы и ее изменение с течением времени. Заметим, что величины плотностей поступления потока заявок 
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Марковские процессы описывают стохастическую (вероятностную) динамику системы, то есть после включения системы в работу в ней возникает «переходный» нестационарный процесс. Однако во многих задачах нас интересуют установившийся стационарный режим работы, когда вероятностные характеристики не будут зависеть от времени.

Математики доказали, что для системы с отказами, описываемых системой уравнений (2) существует предельный стационарный режим (то есть система дифференциальных уравнений (2) устойчива), при котором при 
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В этом случае мы получаем систему уравнений:
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Из первого уравнения: 
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Из второго уравнения:
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Для любого 
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Подставляя (**) в (*) окончательно получим формулу Эрланга, которая дает предельный закон распределения числа занятых каналов, в зависимости от характеристик потока заявок и производительности системы массового обслуживания. В нашем случае описывает функционирование базовой станции с 
[image: image215.wmf]n

 каналами подвижной радиосвязи.

К важному частному случаю Марковских случайных процессов относится пуассоновский процесс (или процесс чистого рождения). Для системы уравнений (2) положим 
[image: image216.wmf]0
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. Нет обслуживания, в результате может образоваться очередь для системы массового обслуживания с очередью. Полагая, что количество каналов базовой станции бесконечно, систему стохастических дифференциальных уравнений (2) можно переписать в виде:
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Решением (3) является формула Пуассона: 
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Определяющая вероятность появления 
[image: image219.wmf]k

 вызовов в течение времени 
[image: image220.wmf]t

.

Покажем, что формула (4) является решением (3). Подставим (4) в (3):
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, что и требовалось доказать.

Пуассоновское распределение зависит от дискретной величины 
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Отметим, что при 
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 называется вероятностью отсутствия вызовов. Для случайных точечных процессов с пуассоновским распределением величин 
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, представляющая собой интервал между вызовами, описывается экспоненциальным распределением:
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Представленные выше формулы используются при определении плотности вероятности интервала между двумя отказами (неисправностями) в работе аппаратуры. При этом параметр 
[image: image232.wmf]l

 называется интенсивностью отказов.

§7 Детерминированные безинерционные функциональные преобразования стационарных случайных процессов.
Электрические сигналы (радиосигналы), проходя через любое радиотехническое устройство, подвергается различным преобразованиям. Рассмотрим некоторую систему на вход которой поступает сигнал, который можно представить в виде стационарного случайного процесса 
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Докажем, что вход и выход рассматриваемой системы связываются при помощи некоторой функциональной зависимости 
[image: image235.wmf]T

, которую называют оператором. Тогда преобразование случайного процесса 
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 в общем виде запишется, как:
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Эта запись означает, что каждой реализации 
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 по определенному правилу, определяемому оператором 
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, ставится в соответствие некоторая реализация 
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. Оператор 
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 может быть детерминированным, если каждой конкретной реализации 
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 выходного процесса. В противном случае 
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 можно считать случайным оператором (если 
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 не зависит от времени). Преобразование 
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 называется линейным, если для него справедлив принцип суперпозиции:
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Линейное преобразование сигнала осуществляется в линейных звеньях, к которым можно отнести усилители, фильтры, длинные линии и т. д. Если принцип суперпозиции для некоторых 
[image: image251.wmf]T

 несправедлив, то такое преобразование считается нелинейным. К числу нелинейных преобразований можно отнести детектирование, модуляцию, умножение, ограничение сигналов и т. д. Среди нелинейных преобразований можно выделить безинерционные (функциональные) и инерционные. Простейшие безинерционные преобразования (линейные и нелинейные) можно считать такие, при которых 
[image: image252.wmf]T

 не является дифференциальным уравнением (или системой дифференциальных уравнений). Обратное относится к инерционным преобразованиям. Отметим, что при анализе радиотехнических систем удобно рассматривать отдельно линейные и нелинейные подсистемы системы.
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Дальнейшей важной задачей, имеющей наибольшее практическое значение, будет вероятностных и числовых характеристик случайного процесса 
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, являющегося результатом преобразования стационарного случайного процесса 
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Формулировка задачи: пусть имеется непрерывный стационарный процесс 
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 связана с нею функциональной зависимостью:
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Где 
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 - однозначная дифференцируемая функция одного аргумента и не зависит от 
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. Требуется найти плотность распределения 
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, а также математическое ожидание и дисперсию случайного процесса 
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Поскольку функция 
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 не зависит от времени, то будет выполняться равенство:
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где 
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 - некоторый временной сдвиг. Следовательно, случайный процесс 
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 в качестве случайных величин 
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,инвариантным к времени и связанным зависимостью:
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Способ решения поставленной задачи зависит от поведения функции 
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, а именно от того однозначная она или неоднозначная.

Рассмотрим первый случай, когда 
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 - однозначная дифференциальная функция. Раз 
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 является однозначно дифференцируемой функцией, следовательно, существует однозначная обратная функция 
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Так случайные величины 
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 и 
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 связаны однозначной детерминированной зависимостью, то из того факта, что полученное значение случайной величины 
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Отсюда следует, что вероятности этих двух событий равны, то есть
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Так как 
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, поэтому в выше приведенных формулах стоят модули.

Более сложным случаем является, когда 
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В данном случае выполнение неравенства 
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 обеспечивается двумя несовместными событиями, то есть случайная величина 
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 в первый, либо во второй отрезок: 
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Если имеется большее, чем два, число ветвей обратной функции, то сумма берется по всем ветвям. Если требуется вычислить числовые характеристики преобразованной случайной величины 
[image: image316.wmf]h

, то их можно найти без предварительного вычисления плотности вероятности 
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Пример 1: Рассмотрим линейное преобразование 
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 EMBED Equation.3  [image: image322.wmf]a
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 - постоянные величины. Функция преобразования 
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Докажем, что случайная величина 
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 подчиняется нормальному закону распределения:
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Это есть не что иное, как нормальный закон распределения, то есть 
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 - гауссовская случайная величина с математическим ожиданием:
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Нетрудно убедиться, что этот результат распространяется и на случай, если 
[image: image339.wmf]x

 имеет равномерную плотность вероятности и отлична ст. в нуле.

Пример 2: Квадратичное преобразование на примере двустороннего безынерционного квадратичного детектора.


[image: image340.wmf]2

x

h

a

=

, 
[image: image341.wmf]0

>

a

, 
[image: image342.wmf]a

x

y

x

T

x

T

2

2

1

)

(

)

(

=

=

=

.

Случайная величина 
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Следовательно, для
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Если плотность вероятности 
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Если 
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 имеет нормальную плотность вероятности:


[image: image360.wmf])

2

(

1

2

)

2

(

)

(

x

a

y

x

e

ay

y

p

s

h

p

s

-

-

=

.

Примечание: Если 
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 имеет равномерную плотность вероятности: 
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Рассмотрим преобразование заданной плотности вероятности в равномерную, представляющее большой практический интерес. Пусть случайная величина 
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 с интегральной функцией распределения 
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Другими словами оператор преобразования 
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Убедимся, что случайная величина 
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 является равномерно распределенной на интервале 
[image: image376.wmf]]

,

[

b

a

.

Во-первых, докажем, что 
[image: image377.wmf]h

 попадает в интервал 
[image: image378.wmf]]

,

[

b

a

. Из свойств интегральной функции распределения 
[image: image379.wmf]0

)

(

=

-¥

F

 и 
[image: image380.wmf]1

)

(

=

+¥

F

 следует, что случайная величина 
[image: image381.wmf]]

,

[

b

a

Î

h

.

Плотность вероятности распределения случайной величины 
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Подставим (***) в (**):
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что и требовалось доказать.

Следовательно, всякая непрерывная плотность вероятности может быть преобразована в прямоугольную.

Для того, чтобы решить обратную задачу, то есть получить случайные числа с заданным законом распределения 
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Например, если под 
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 понимать интегральную функцию распределения гауссовской случайной величины, то преобразование (****) будет давать из равномерной плотности вероятности нормальную.

Таким образом, алгоритм получения случайной величины с заданной плотностью вероятности состоит из двух шагов:

1. Преобразовать исходную плотность вероятности в равномерную при помощи формулы (*).

2. При помощи формулы (****) преобразовать равномерную плотность вероятности в требуемую.

Этот результат распространяется на совместные плотности вероятности (ИФР) нескольких случайных величин.

§ 8 Закон распределения суммы двух стационарных случайных процессов. Композиция законов распределения.
Рассмотрим сумму двух стационарных случайных процессов 
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Так как процессы 
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Задача формулируется следующим образом: Имеется система двух случайных величин 
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где 
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Так как случайной величине 
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Построим на плоскости 
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Заставим параметр 
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Продифференцируем выражение (3) по переменной 
[image: image439.wmf]z

, входящей в верхний предел внутреннего интеграла.

Примечание: правило дифференцирования по верхнему пределу интервала записывается следующим образом. Пусть задана функция:
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В результате получим формулу для плотности распределения суммы двух случайных величин:
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Из соображения симметричности задачи относительно 
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 можно написать другой вариант формулы (4):
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Допустим, что случайные величины 
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 и 
[image: image447.wmf]h

 являются независимыми, тогда говорят о композиции законов распределения.

Выведем формулу для композиции двух независимых случайных величин. Так как величины 
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[image: image454.wmf]h

.

Тогда формулы (4) и (5) примут вид:
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Для обозначения композиции законов распределения часто применяют символьную запись: 
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Пример: Составить композицию нормального закона
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Применим формулу композиции законов распределения:
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Подынтегральная функция в выражении представляет нормальный закон распределения с центром рассеивания (математическим ожиданием) 
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Графики законов 
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Пример 2: Рассмотрим независимые случайные величины 
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 и 
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, подчиненные нормальным законам:
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Требуется определить композицию этих законов, то есть закон распределения случайной величины 
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Если раскрыть скобки в показателе степени подынтегральной функции, получим:
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Из интегрального исчисления известно, что:


[image: image483.wmf],

2

2

2

A

B

AC

C

Bx

Ax

e

A

dx

e

-

-

+¥

¥

-

+

±

-

=

ò

p

 после преобразования получим:


[image: image484.wmf].

2

1

1

)

(

)

(

2

)]

(

[

2

2

2

2

2

y

x

y

x

m

m

z

y

x

e

z

p

s

s

e

p

s

s

+

+

-

-

+

=


Из формулы видно, что при композиции нормальных законов получается нормальный закон распределения, причем математические ожидания и дисперсии суммируются.

§ 9 Стационарные случайные процессы в линейных динамических системах.
Линейной динамической системой называется такая система, вход и выход которой связанны дифференциальным уравнением (либо системой линейных дифференциальных уравнений).

Рассмотрим линейную динамическую систему, в которой под 
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Для того чтобы описать поведение этой системы, нужно решить дифференциальное уравнение (1) относительно переменной 
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, где знак (') – обозначает производную.

В дальнейшем будем рассматривать линейные стационарные системы, в которых параметры системы 
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Другим способом описания линейных систем являются передаточные функции. Применим к правой и левой частям уравнения (1) теорему об изображении производной при нулевых начальных условиях (то есть 
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Передаточную функцию 
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 - комплексную частотную передаточную функцию линейной динамической системы. Комплексную частотную передаточную функцию можно записать в показательном виде:
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 - модуль частотной передаточной функции (амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) системы) – показывает изменение коэффициента передачи системы в зависимости от частоты 
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Другими характеристиками линейных динамических систем являются их временные характеристики. Временная характеристика – реакция системы на стандартное входное воздействие.

Наиболее распространенными стандартными воздействиями являются:

1. Единичное, ступенчатое воздействие (единичная функция):
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Единичное импульсное воздействие (дельта – функция 
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При этом 
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Реакция линейной динамической системы на воздействия переходной функции 
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Установим связь между передаточными функциями линейной системы и импульсной характеристикой системы. Допустим, что на входе системы воздействует дельта – функция, то есть - 
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Найдем изображение по Лапласу дельта – функции
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Следовательно, 
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Таким образом, передаточная функция линейной системы является преобразованием Лапласа от импульсной характеристики.

При произвольном законе изменения входного сигнала 
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 выходная реакция линейной динамической системы с передаточной функцией 
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 - переменная, характеризующая временную задержку, сдвиг сигнала относительно момента времени 
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Вначале найдем 
[image: image531.wmf])

(

t

w

. В соответствии с теоремой разложения:


[image: image532.wmf]t

p

n

k

k

k

k

e

p

b

p

a

t

w

å

=

=

1

)

(

)

(

)

(

 для передаточной функции 
[image: image533.wmf])

(

)

(

)

(

p

b

p

a

p

w

=

,


[image: image534.wmf])

(

p

a

 - полином в числителе 
[image: image535.wmf])

(

p

w

,


[image: image536.wmf])

(

p

b

 - характеристический полином 
[image: image537.wmf])

(

p

w

,


[image: image538.wmf]k
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 EMBED Equation.3  [image: image544.wmf]T

t

e

T

k

t

w

-

=

)

(

;


[image: image545.wmf])

1

(

)

(

0

0

T

t

T

t

T

t

T

t

T

t

e

k

k

ke

ke

dt

e

T

k

t

h

-

-

-

-

+

=

+

-

=

-

=

ò

.

[image: image1516.png]£(x)

0 £(x) = £(x) +n(x)

7(x)



К важнейшему качеству линейной динамической системы относится ее устойчивость. Решение уравнения (1) можно записать в виде:
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где 
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 - частное решение уравнения (определяется видом входного воздействия).

Система устойчива в том случае, если
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Необходимым и достаточным условием устойчивости линейной системы заключается в том, что вещественная часть корней 
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В дальнейшем будем рассматривать только устойчивые линейные динамические системы. Далее допустим, что на вход линейной системы начиная с момента времени 
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В соответствии с интегралом Дюамеля выходной случайный процесс (сигнал) 
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Наша задача заключается в том, чтобы определить математическое ожидание, дисперсию, функцию корреляции и спектральную плотность мощности случайного процесса 
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Вначале установим величину математического ожидания 
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В круглых скобках мы имеем сумму случайных величин 
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, при этом к – тая случайная величина представляет линейное преобразование случайной величины 
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Как известно, линейное преобразование не изменяет закон распределения случайной величины, следовательно 
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 - гауссовская случайная величина. При этом математическое ожидание случайной величины равно сумме математических ожиданий отдельных слагаемых. Следовательно (3) можно переписать в виде:
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Перенос 
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(в силу симметрии).

Так как случайный процесс 
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, то выражение (5) запишется в виде:
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Из формулы (6) видно, что выходной процесс 
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 будет нестационарным, так как его математическое ожидание определяется еще и переходной функцией 
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Пример: Стационарный сигнал 
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 воздействует на вход инерционного звена с нулевыми начальными условиями:
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Как видно из вышеприведенной формулы с качественной очки зрения здесь имеется полная аналогия со случаем воздействия детерминированных сигналов на линейные системы. Для устойчивых линейных систем при 
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 случайный процесс 
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 будет приближаться к стационарному в широком смысле. Как видно из примера.
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в общей записи с учетом того, что на вход линейной системы воздействует единичная ступенчатая функция (
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Определим формулу для корреляционной 
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 функции случайного процесса 
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. Возьмем два отличных друг от друга сечения 
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 на входе и выходе линейной системы, положим также для удобства, что 
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. Тогда корреляционная функция будет вычисляться по формуле:
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Для стационарного входного процесса 
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 - функция корреляции зависит только от величины интервала времени между «сечениями» 
[image: image604.wmf]1
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.Следовательно, формулу (8) можно переписать в виде:
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Для того, чтобы вычислить дисперсию 
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 мы должны «наложить» сечения друг на друга 
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Для получения формулы для корреляционной функции процесса 
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 в стационарном состоянии перейдем к пределам 
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Формула (11) позволяет получить соотношение между спектральными плотностями 
[image: image616.wmf])

(

w

h

S

 и 
[image: image617.wmf])

(

w

x

S

 для выходного 
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 и входного 
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 стационарных процессов.
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Спектральная плотность процесса на выходе стационарной линейной системы в стационарном режиме работы равна спектральной плотности входного стационарного, процесса, умноженной на квадрат амплитудно – частотной характеристики системы.

§ 10 Проверка стационарных гипотез.
Допустим, что приемник базовой станции телекоммуникационной системы принимает два взаимоисключающих сигнала - «0» и «1». Под взаимоисключающим понимается то, что «0» и «1» не могут передаваться одновременно. Причем, что единице значащего разряда передаваемого кода соответствует некоторое множество напряжений 
[image: image625.wmf]1
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, нулю значащего разряда - 
[image: image626.wmf]0
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. Обозначим через 
[image: image627.wmf]G

 - пространство всех возможных значений напряжений принимаемых приемником БС сигналов. Вероятность выдачи подвижным объектом сигналов «1» и «0» известны заранее, то есть
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Так как вероятности 
[image: image630.wmf])
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 известны заранее, то их еще называют априорными (доопытными). В результате действия помех системы «0» и «1» искажаются (на рисунке это отражается измененной конфигурацией полей 
[image: image632.wmf]'
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 и 
[image: image633.wmf]'
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). В результате множества 
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 пересекаются (заштрихованная поверхность). Предположим, что приемник принял сигнал «напряжение», соответствующее точке 
[image: image636.wmf]x

 рисунка. Так как точка 
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 принадлежит области пересечения множеств 
[image: image638.wmf]'
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, то непонятно какой именно сигнал («0» или «1») передавался в линии связи. Обозначим через 
[image: image640.wmf]0
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 - гипотезу, что передавался «0», 
[image: image641.wmf]1
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 - передавалась «1».

Докажем, что если передавался сигнал, соответствующий «0», то известна условная плотность вероятности 
[image: image642.wmf])
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, аналогично, если передавалась «1», то ей соответствует плотность вероятности
[image: image643.wmf])
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Наша задача заключается в том, чтобы по полученному значению 
[image: image644.wmf]x

 выбрать гипотезу 
[image: image645.wmf]0
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 или
[image: image646.wmf]1
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 так, чтобы вероятность правильного решения была максимальной, или неправильного решения (риска) минимальной, то есть принятое решение должно быть оптимальным.

10.1 Критерий Байеса. Идеальный наблюдатель.
В правилах решения, основанных на критерии Байеса, исходят из того, что оптимальное правило должно минимизировать ущерб от принятия неправильных решений.
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На математическом языке величина риска (неправильного решения) обуславливается условной плотностью вероятности того, что приемник принял «1» («0») по величине напряжения 
[image: image647.wmf]x

, то есть
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 называют апостериорными (после опытными) плотностями сообщений 
[image: image652.wmf]0
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 и 
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. В соответствии с формулой Байеса находим 
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[image: image657.wmf])
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 - полная вероятность напряжения входа 
[image: image658.wmf]x

.
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где 
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 - полная вероятность наступления события, соответствующего принятию приемником БС сигнала величиной напряжения 
[image: image661.wmf]x

.

Введем в рассмотрение функцию отношения условных плотностей вероятностей:


[image: image662.wmf](*)

,

)

(

)

(

)

(

0

1

l

l

x

p

x

p

x

l

=


которую называют отношением правдоподобия. С учетом этого обозначения запишем это отношение апостериорных плотностей вероятностей:
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Интуитивно понятно, что если 
[image: image664.wmf])
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, то вероятнее всего передавалась «1», наоборот, если 
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 - передавался «0». В этом случае риск неправильного решения будет минимальным. Тогда, в соответствии со сказанным, а также в соответствии с обозначением 
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, можно записать:
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 - принимается гипотеза 
[image: image668.wmf]1
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 (вероятно, передавалась «1»).
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 - принимается гипотеза 
[image: image670.wmf]0
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 (вероятнее всего передавался «0»).

Таким образом, мы получили решающее правило, которое строится на анализе функции правдоподобия. Его называют критерием отношения правдоподобия.

Если считать функцию 
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 монотонной и 
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, оптимальное решающее правило примет вид:
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Полученное выражение (***) - идеальный наблюдатель, идеальное решение или правилом Зигерта – Котельникова. Решающее правило (***) для удобства иногда записывают в логарифмическом виде:
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Алгоритм идеального наблюдателя состоит в том, что по измеренному значению принимаемого сигнала 
[image: image675.wmf]x

 определяется величина плотности вероятности в точке 
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 должны быть известны). Если величина 
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, то принято решение, что в канал источник сообщения выдал «1», в противном случае, 
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10.2 Наблюдатель Неймана – Пирсона.

Во многих задачах априорные плотности вероятности выдачи сигналов «1» и «0» неизвестны, то есть информация о плотностях вероятности 
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 отсутствует. В этих условиях использовать критерий Байеса становится невозможно.

Допустим, что областью 
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 возможных значений принимаемого сигнала является 
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 (действительная ось абсцисс). Также известным является условие плотности 
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. Задача заключается в том чтобы разбить область (прямую) 
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 на две подобласти 
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 таким образом, чтобы вероятность того, что величина 
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И наоборот, если 
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Необходимо найти пороговую точку 
[image: image697.wmf]0
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, разделяющую 
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 на две подобласти. Точку 
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 находят из решения уравнения:
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Площади заштрихованных фигур равны 
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. Алгоритм применяется следующим образом, если 
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, то принимается решение, что переданный сигнал соответствует «1», наоборот, если
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, то передаваемый сигнал соответствует «0».

Основы теории передачи и приема дискретных сообщений в системах подвижной радиосвязи.

§ 1. Сигналы систем передачи дискретных сообщений.
В настоящее и будущее время все системы подвижной радиосвязи будут основаны на принципах передачи дискретных сообщений, так как данные методы передачи являются наиболее помехоустойчивыми.

Дискретное сообщение – конечная совокупность знаков, отображающая ту или иную информацию. Структурная схема цифрового устройства передачи информации, кодированной речи может быть представлена в следующем виде:
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Схема включает в себя микрофон, преобразующий колебания воздуха в аналоговый электрический сигнал, который усиливается и поступает в аналогово – цифровой преобразователь (АЦП), где преобразуется в цифровой двоичный код. В основе АЦП лежит сравнение выборок аналогового сигнала с некоторым набором эталонов 
[image: image705.wmf]n
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, которые называют условиями квантования.
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Промежуток между двумя ближайшими уровнями квантования, называют шагом квантования. Следовательно, на выходе АЦП аналоговый сигнал принимает «фиксированные» значения на множестве 
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. Это множество является дискретным, так как оно состоит из счетного числа элементов. Его называют алфавитом дискретного источника сообщения, в качестве которого можно рассматривать АЦП. В АЦП или в кодере производится дальнейшее кодирование сигнала.

Операция преобразования дискретного сообщения 
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 в последовательность кодовых символов (например, чисел) называется кодированием.

Простейшим видом кодирования является запись числа в какой либо системе исчисления, то есть сообщение 
[image: image708.wmf]i
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где 
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, 
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 - разрядность кода (значение разряда кода).

Другими словами, каждое дискретное сообщение можно представить набором единиц и нулей. Но так как мы имеем дело с физическими системами, то «0» или «1» мы должны поставить в соответствие некоторый физический процесс – сигнал, материализующий эти элементы. Сигналы можно описывать функциями, зависящими от времени 
[image: image712.wmf]t

. Назовем сигналы, отображающие «0» или «1», единичным элементом сигнала. Пусть 
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 - ЕЭС, отображающий «0».

Наиболее важным признаком, определяющим помехоустойчивость систем связи, является форма единичного элемента сигнала 
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В качестве единичных элементов сигнала используют прямоугольные сигналы: однополюсный, двухполюсный, биимпульсный, а также квазипрямоугольный сигнал типа «приподнятый косинус». Форма, спектральной плотности мощности этих сигналов, а также примеры их реализаций имеют вид:
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А) однополюсный;

Б) двухполюсный;

В) биимпульсный;

Г) «приподнятый косинус».


[image: image716.wmf]T

 - длительность переданного значащего разряда кода.

Сигнал «приподнятый косинус» получают путем «пропускания» прямоугольного сигнала через фильтры. Это делают с целью уменьшения эффективной полосы пропускания (полосы частот, где сосредоточено 90% мощности сигнала) и снижения линейных искажений в тракте передачи сигнала.

В кодере устройства передачи также осуществляется сжатие (компандирование) сообщений, а также помехоустойчивое кодирование.

Сигнал на выходе кодера можно представить в виде последовательного телеграфного сигнала, который можно разложить по единичным элементам сигнала:
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Где 
[image: image718.wmf]i

 - момент времени, в который передаются значащие разряды;
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 - единичные моменты сигналов, где 
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 или 2, в зависимости от чего передается сигнал «1» или «0». Так как заранее неизвестно, что передается в канал связи «1» или «0», поэтому сигнал 
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 можно рассматривать как случайный временной процесс.

Если в последовательности все интервалы 
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 одинаковы для любого 
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, то такой сигнал называется синхронным (изохронным). Тогда выражение (2) можно переписать в виде:
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В противном случае, когда 
[image: image725.wmf]const
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, сигнал называют асинхронным (анизохронным).

Величина, обратная интервалу времени передачи единичного значащего разряда 
[image: image726.wmf]T
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, называется скоростью модуляции.

Для согласования сигнала с выхода кодера со средой распространения, последовательный сигнал 
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 подвергается вспомогательному модуляционному кодированию. 
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 - тый единичный сигнал на выходе модулятора можно записать в виде суммы квадратурных компонент:
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где 
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 - функции времени, задающие форму модулируемого единичного элемента сигнала 
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 - вещественные коэффициенты, которые можно рассматривать как двухмерные символы модуляционного кода;
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 - модулирующая циклическая частота (частота несущей гармоники).

При условии 
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 выражение (3) можно переписать в виде:
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где 
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Функция 
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 определяет форму огибающего синусоидального импульса, которую можно рассматривать как
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Графиком функции (3) является общая синусоида, амплитуда которой при 
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Другое представление смодулированного единичного элемента сигнала можно представить в виде вектора с координатами (0,0) и 
[image: image745.wmf])

,

(

k

k

b

a

. Множество точек 
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 образуют сигнальную сетку плоскости.

Рассмотрим основные ступени модуляции ЕЭС, используемые для передачи дискретных сообщений.

1) Амплитудная модуляция. Основные математические соотношения для передачи:

«1»: 
[image: image747.wmf])
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«0»: 
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При этом 
[image: image749.wmf]0
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. Тогда двумерный вектор будет иметь вид:
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Точки будут располагаться на одной прямой.

2) Фазовая модуляция. Основные математические соотношения, описывающие модуляцию ЕЭС:

«1»: 
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«0»: 
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Векторы на сигнальной плоскости будут располагаться на одной прямой, по направлению в разные стороны диаграммы.
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Частотная модуляция с разрывом фазы.

«1»: 
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«0»: 
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Векторы сигналов «1» и «0» расположены на сигнальной плоскости перпендикулярно друг другу.

Важной задачей модуляционного кодирования является обеспечение максимальной помехоустойчивости при передаче сигналов в эфире. При этом вводится понятие расстояния между единичными элементами сигналов. Для бинарных сигналов расстояние определяется метрикой пространства Гильберта:
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При условии, что (4) единичные элементы 
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 смодулированных сигналов 
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 являются финишными функциями конечной энергии, то есть 
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 по существу обозначается как корень квадратный из работы совершенной сигналом, являющемся разностью 
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 однозначно определяет вероятность ошибочного приема сигнала. Поэтому в канале, в котором действует только гауссовская основная помеха, решают задачу обеспечения возможно большего значения 
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Подставляя (3) в (4), получим выражение для расстояния между единичными элементами сигнала, которое полностью определяется координатами сигнальных сеток:
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С учетом сказанного, для приведенных выше ступеней модуляции, получим максимальное расстояние между сигнальными точками:

1) АМ. Положим 
[image: image768.wmf].
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2) ФМ. 
[image: image770.wmf].
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3) ЧМ с разрывом фазы. 
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Отсюда можно сделать вывод, если энергии единичных элементов сигнала равны, то наиболее помехоустойчивым оказывается метод ФМ с противоположными по знаку элементами единичных сигналов, так как в этом случае расстояние по Гильберту 
[image: image774.wmf]2
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 максимально.

§ 2. Спектрально эффективные методы модуляции.
Несмотря на то, что фазовая (угловая) модуляция является наиболее помехоустойчивой, она имеет ряд ограничений на использование. Как обычно бывает на практике, после модулятора включается полосовой фильтр, ограничивающий ширину спектра сигнала на его выходе. Фазовая модуляция характеризуется «скачком» изменения фазы сигнала в точках, кратных периоду 
[image: image775.wmf]T

 передачи значащих разрядов передаваемого кода. В результате скачки фазы приводят к переходному процессу в фильтре, который обуславливает дополнительную амплитудную модуляцию сигнала. Следствием этого является увеличение пик – фактора сигнала (отношение его пиковой и средней мощности). Кроме того, несущие колебания ФМ не являются ортогональными сигналами, что затрудняет разделение значащих разрядов принимаемого кода.

Два сигнала 
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[image: image778.wmf]]

,

0

[

T

, если 
[image: image779.wmf](*)

.

,

0

,

1

)

(

)

(

0

ò

î

í

ì

¹

=

=

T

j

i

j

i

j

i

dt

t

S

t

S


Пример: Покажем, что несущие ФМ не ортогональны.
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где 
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В системах подвижной радиосвязи находят «компромиссное» решение и используют частотные методы модуляции дискретных сообщений.
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[image: image787.wmf]1

0

w

w

¹

.

Интуитивно ясно, что скачки по фазе для ЧМ будут минимальны, если в течение периода 
[image: image788.wmf]T

 передачи одного значащего разряда кода будут целое число раз «укладывания» периоды несущего колебания 
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Другими словами, 
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 (множество натуральных чисел 1, 2,…).

Допустим, что величина циклической частоты при передаче «0» равна
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 в силу обеспечения разделения «1» и «0» на приеме, тогда разности этих частот равны:
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Минимальный разнос частот 
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 будет определяться из выражения
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Откуда 
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 - минимальная девиация частоты.

Положим, что сигналы переносчиков «1» и «0» ортогональны. На самом деле, несущая «1»: 
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несущая «0»: 
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где 
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 - амплитуда несущей.

В соответствии с определением ортогональных сигналов:
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что и требовалось доказать.

Из курса ТЭС известно, что в результате модуляции исходный спектр модулируемого сигнала сдвигается на частоту модулирующего (несущего) колебания. Примем в качестве спектра модулируемого сигнала спектральную плотность мощности случайного телеграфного сигнала (см. 41, § 9). При ЧМ условно присутствуют две частоты 
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, и искомая спектральная плотность мощности будет представлять сумму спектральных мощностей исходного сигнала, сдвинутого соответственно на величину 
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[image: image810.wmf]).
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Ширина энергетического спектра ЧМ сигнала, где сосредоточенно 90 % процентов энергии:
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Следует отметить, что использование в качестве биортогональных сигналов, например, функций sin и cos, также является нежелательным. Так как это также приводит к большим фазовым скачкам. В качестве примера можно использовать фазовую модуляцию с разрывом фазы (смотри предыдущий параграф). На практике существуют еще более эффективные методы модуляции, которые обеспечивают сужение спектра и сохранение минимального пик – фактора при еще меньших значениях 
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 (девиации частоты).

Рассмотрим частотную модуляцию с непрерывным изменением фазы (ЧМНФ). В системах ЧМНФ мгновенная частота изменится в течении передачи значащих моментов (разрядов) сигнала. В математическом смысле мгновенная частота является функцией времени:
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где 
[image: image814.wmf]i
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 - исходный коэффициент;
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 - «частотный» импульс (закон по которому изменяется частота несущего колебания). Канальный сигнал на выходе модулятора в общем случае запишется в виде (
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[image: image818.wmf]H
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- начальная фаза.
В стандарте GSM сотовой телефонной связи применяется гауссовская частотная модуляция (GMSK). В этом случае канальный сигнал для k – того значащего момента (разряда) приблизительно можно записать в виде:
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где индекс i – указывает на номер символа в алфавите, то есть если передается «1», то i=1, если 0, то i=2;
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 - циклическая частота несущего колебания, для простоты последующего изложения положим: 
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 - длительность передачи одного разряда;
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начальная фаза модуляции зависит от номера значащего разряда в передаваемой кодовой посылке:
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Рассмотрим временную диаграмму формирования ЧМНФ (GMSK) сигнала на принципе передачи последовательного телеграфного сигнала 10110.

Первый интервал 
[image: image827.wmf].
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Следовательно, 
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В момент 
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Будем считать, что 
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Отложим значение фазы в момент 
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Второй интервал 
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Так как с течением времени разность 
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 уменьшается, следовательно, значение мгновенной частоты 
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Третий интервал 
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Процесс аналогичен первому интервалу.

Четвертый интервал: 
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Мгновенная частота 
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Пятый интервал: 
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 и так далее.

Как видно из временных диаграмм скачков по фазе не происходит. То есть GMSK обеспечивает «гладкое» изменение фазы и частоты.

При осуществлении МНФ (GMSK) обеспечивается ортогональность переносов сигнала. При анализе на ортогональность  будем считать, что начальные фазы переносчиков 
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 совпадают и равны 0 [раз]. Тогда в соответствии с формулой (0) будем иметь:
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[image: image854.wmf]0
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, что и требовалось доказать.

Определим девиацию частоты для GMSK модуляции. Рассмотрим изменение фазы сигнала как функцию t (то, что является аргументом функции sin).

Фаза сигнала, соответствующего передачи «1»:
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Мгновенная частота при передаче «1»:
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Фаза сигнала, соответствующего передаче «0»:
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Мгновенная частота:
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Тогда разность частот:
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, откуда девиация (разность) частот 
[image: image860.wmf]T

f

2

1

min

=

D

.

Из полученного соотношения видно, что разнос частот 
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 для GMSK модуляции в два раза меньше, чем в случае ЧМ модуляции. Следовательно, эффективная ширина спектра 
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 тоже в два раза.

Структурная схема ЧМНФ имеет вид:
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Данный способ модуляции называется «гауссовским» потому что последовательность информационных бит (разрядов) проходит через фильтр нижних частот (ФНЧ) с характеристикой Гаусса, который задает закон изменения фазы. Другими словами она обеспечивает в интервале 
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 передачи изменение фазы несущей на 
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. Далее сигнал поступает на интегратор, где формируется «интегральная форма» фазы сигнала 
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, и далее, на квадратурный модулятор.

Схема 1/Q модулятора состоит из двух умножителей и одного сумматора. Задача этой схемы заключается в обеспечении непрерывной фазовой модуляции (для данной фазовой модуляции разрыва в фазе сигнала не происходит). Один умножитель изменяет амплитуду синусоидального, а второй косинусоидального несущего колебания. Входной сигнал до умножения разбивается на две квадратурные составляющие. Разложение происходит в двух обозначенных «sin» и «cos» блоках.

§ 3 Поэлементный оптимальный когерентный прием сигналов с аддитивной помехой.

Рассмотрим прием сигнала дискретного сообщения, характеризуемого алфавитом {“0”, “1”}. Сигнал сообщения проходит через канал, в котором действует только аддитивный белый шум n(t). Предположим, что при передачи символа «1» принимаемое колебание можно представить в виде суммы:

z(t)=U1(t)+n(t)




(8.1)

где U1(t) - переносчик символа «1».

Аналогично при передаче символа «0» имеем:

z(t)=U0(t)+n(t)




(8.2)

где U0(t) - известная функция – переносчик символа «0». Сигналы U0(t) и U1(t) описываются известными детерминированными ортогональными функциями.

Модель линии связи представляется в виде структурной схемы, изображенной на рис. 8.1.

Передача «0» и «1» производится случайным образом, поэтому позиции «0» и «1» в передаваемом коде являются неизвестными.
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Рис. 8.1. Модель линии связи

Однако, будем считать известными закон распределения стационарной помехи n(t) в качестве которой выступает гауссовский квазибелый шум:
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(8.3)

где дисперсия 
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N0, [Вт/Гц] - постоянная величина, характеризующая спектральную плотность мощности шумовой помехи,
∆f, [Гц] - эффективная ширина энергетического спектра шума, которая больше или равна ширине энергетического спектра сигналов U0(t) и U1(t).

Математическое ожидание шума n(t) (среднее значение) равно 0.

Если подходить к описанию n(t) в строгом математическом смысле, то рассматриваемый шум называют квазибелым шумом, потому что для белого шума величина ∆f неограниченна (то есть ∆f
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[-M, +M], где M=const. Спектральные плотности мощности 
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 и корреляционная функция 
[image: image872.wmf]()

nt

 соответственно имеют вид:
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Рис. 8.2

Задача синтеза когерентного демодулятора заключается в том, чтобы построить решающую схему, способную распознавать символы «0» и «1» при их равновероятности передачи, на фоне действия белого гауссовского шума. Отметим, что для когерентного приема границы (фазы) начала и конца сигнала на входе демодулятора точно известны (то есть передаваемые сигналы финитны и имеют одинаковую длительность T (система синхронна), а в канале нет ни многолучевого распространения (замирания), ни линейных искажений, вызывающих увеличение длительности T передачи разрядов кода (“0” или “1”). В тех случаях, когда сведения о начальных фазах ожидаемых сигналов извлекаются из самого принимаемого сигнала (например, если фаза флуктуирует, но настолько медленно, что может быть предсказана по предыдущим элементам сигнала), приём называют квазикогерентным. Если же сведения о начальных фазах приходящих сигналов отсутствуют или по каким-либо соображениям их не используют, то приём называют некогерентным.

Будем рассматривать прием центрированного случайного процесса z(t), который обозначим 
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 (M – знак математического ожидания). Решающее правило Зигерта-Котельникова в этом случае будет иметь вид
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(8.4)

где 
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, 
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 - условные вероятности того, что в канале передается символ «1», либо символ «0». Распишем вероятности в формуле (8.4):
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M{U1(t)}=U1(t), т.к. процесс U1(t) детерминированный.


Аналогично для 
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. С учетом приведенных выражений, формулу (8.4) можно было записать в виде:
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(8.5)

Формулу (8.5) можно трактовать следующим образом. Предположим, что заранее (априорно) известно, что в канале передается «1», в этом случае:
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где 
[image: image882.wmf]l

 - функция правдоподобия.

И наоборот, если более вероятно, что в канале передается «0», то
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Другими словами, приемник должен быть наделен фильтрующими свойствами. Он выделяет «0» и «1» так, чтобы это выделение было максимально вероятным.

Ограничимся рассмотрением случая, когда в канале передается «1», то есть в этом случае должна «работать» формула (8.6). Определим условные вероятности 
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Рис 8.3

Будем рассматривать сечения функции 
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 в точках 
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. В каждой точке значения функции 
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 (в соответствии с теоремой Котельникова), i>j.

При этом, т.к. 
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 являются независимыми гауссовскими случайными величинами (они представляют собой шум, см. (8.1)), то n-мерная плотность вероятности для взятых отсчетов:
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где 
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 - плотность вероятности i–й случайной величины.

Каждая случайная величина имеет гауссовский закон распределения:
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где 
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Тогда n – мерная условная плотность вероятности для n независимых случайных величин (отсчетов) передачи единичного сигнала:
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Аналогично для плотности вероятности при передаче нулевого символа:
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Подставим полученные значения выражения в формулу (8.6).
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(8.8)

Прологарифмируем выражение (8.8), в результате будем иметь
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Будем увеличивать число отсчетов n до бесконечности. Тогда суммы  в (8.9) с учетом равенства 
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 обращаются в интегралы:
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В выражении (8.10) раскроем скобки и приведем подобные слагаемые:
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Далее (8.10) запишем в виде:
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где 
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 - энергия ожидаемых сигналов 
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Т.о., алгоритм приема, который выполняет оптимальный (согласованный) приемник над входным колебанием z(t), определяется выражением:


[image: image913.wmf]"1"

1100

00

"0"

11

(()())(()())

22

TT

ztUtdtEztUtdtE

>

--

<

òò

.
(8.13)

При выполнении верхнего неравенства регистрируется символ «1», нижнего – символ «0». Структурная схема оптимального приемного демодулятора, реализующего неравенство (8.13), имеет вид (рис. 8.4):
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Рис. 8.4
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 - перемножители;

∫ - интеграторы; 

РУ – решающее устройство, определяющее в моменты времени, кратные 
[image: image916.wmf]T

, максимальный сигнал, по которому определяет (выделяет) символы «1» либо «0»;

-- вычитающее устройство;

Гi – генераторы, модулирующие колебания U1(t) и U0(t).

Устройство, непосредственно осуществляющее скалярное произведение (вычисляющее корреляционный интеграл):
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(8.14)

называют активным фильтром или коррелятором. Поэтому приемник, реализующий алгоритм (8.14) называют коррелятором.

По существу формула (8.13) указывает на то, на сколько энергетически близок принимаемый сигнал 
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 к несущим колебаниям 
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Скалярное произведение (8.14) можно вычислить не только с помощью активного фильтра (коррелятора), но и с помощью пассивного линейного фильтра с постоянными параметрами. Если на вход фильтра подать принимаемый сигнал z(t), то напряжение на выходе фильтра в момент времени 
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 где g(τ) – импульсная характеристика фильтра (отклик фильтра на дельта-функцию Дирака). Выберем ее такой, чтобы в момент t=T получить значение y(t), равное скалярному произведению (8.14). Легко видеть, что это будет выполнено при g(T-τ)=Ui(τ) или g(t)=Ui(T-τ).

В более общем случае согласованным фильтром для сигнала U(t) называют линейный пассивный фильтр с постоянными параметрами и ИХ g(t)=aUi(t0-t), где a и t0 – постоянные. Функция g(t) является зеркальным отображением U(t) относительно оси, проведенной через точку t0/2.
§ 4 Прием сигналов с неопределенной фазой (некогерентный прием).

Рассмотрим прохождение сигнала через канал, в котором происходит случайное запаздывание сигнала. Такая ситуация характерна для многих каналов проводной связи, но также встречается и в системах радиосвязи.

Предположим, что передаваемый сигнал является узкополосным, то есть описывается выражением:
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где i=0 или 1 в зависимости от того передается символ «0» или «1».

После прохождения сигнала (1) через линию связи с неопределенной фазой сигнала возникает малая задержка на время 
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, носящая случайный характер.
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Для упрощения дальнейших рассуждений положим 
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где 
[image: image931.wmf]i
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 - случайная фаза, которая флуктуирует достаточно медленно. Обычно рассматривают изменение фазы 
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 в пределах 
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 радиан с равной вероятностью, то есть плотность вероятности распределения 
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 имеет вид:
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Отметим, что изменение 
[image: image935.wmf]Q

 вызывается небольшими изменениями протяженности канала, свойств среды, а также фазовой нестабильностью опорных генераторов.

Сигнал на входе демодулятора без аддитивных шумов (2) в соответствии с тригонометрическими формулами можно разложить на квадратурные компоненты:
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Из курса ТЭС известно, что процесс 
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 является сигналом, сопряженным по Гильберту по отношению к исходному сигналу 
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 все частотные составляющие сигнала имели одинаковые амплитуды для соответствующих гармоник, но фазы гармоник имели бы сдвиг 
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Если вернуться к формуле (3), то первую квадратурную компоненту можно переписать в виде:
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а вторую квадратурную компоненту:
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 - сопряженный по Гильберту сигнал по отношению к исходному узкополосному сигналу 
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. С учетом сказанного, формулу (3) можно окончательно переписать в виде:
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Наша задача остается прежней – построить решающую схему, распознающую символы «1» и «0».

Решающую схему будем строить на основе критерия идеального наблюдателя.

Разобьем принимаемый процесс 
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 рассмотрим случайные величины 
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. При этом будем считать, что влияние аддитивной помехи 
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 незначительно по сравнению с флуктуацией фазы принимаемого сигнала.

Примем гипотезу, что случайные величины 
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 имеют гауссовское распределение. Проводя рассуждения как в предыдущем параграфе, нетрудно получить формулу для логарифмической функции правдоподобия 
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 заменяются соответственно на выражения:
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Перепишем (5) в несколько ином виде. Рассмотрим две функции правдоподобия 
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, в случае приема «0». Так как в течении интервала приема 
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 принимается (передается) только один символ, следовательно, полагая 
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Аналогично для 
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После устремления 
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, в выражении (6) от сумм перейдем к интегралам, и перепишем их в виде:
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где 
[image: image972.wmf]ò

=

T

i

i

E

dt

t

z

0

2

)

(

~

 - энергия ожидаемых сигналов нуля или единицы.

Отметим, что логарифм функции правдоподобия 
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 является случайной величиной, принимающей различные значения при различных 
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. Правило максимума правдоподобия в такой ситуации заключается в выборе 
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, для которого математическое ожидание будет наибольшем, то есть
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Определим математическое ожидание для 
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 функции правдоподобия. С учетом того, что вероятность распределения флуктуации фазы 
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 имеем равновероятный характер, получим
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Подставим вместо 
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 в (9) выражение (7), предварительно возведя 
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разность 
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Окончательно (11) можно записать:
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 - модифицированная функция Бесселя нулевого порядка.

Если теперь прологарифмировать функцию (12) для двоичной системы сигналов, правило оптимального некогерентного приема выражается неравенством:
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Алгоритм оптимального некогерентного приема впервые получен советским ученым Л. М. Финком

Квадратурная схема реализации оптимального приема бинарных дискретных сообщений при неопределенной фазе сигнала имеет вид:
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Схема включает 
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 - соответственно генераторы опорных (несущих) сигналов 
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 - фазовращатели (преобразователь Гильберта), сдвигает опорные сигналы на 
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 по ортогональным компонентам;
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 - определяет пороговый уровень срабатывания схемы;

НУ – нелинейное безынерционное устройство с характеристикой 
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 - сигнал на выходе НУ.
§ 5. Квази оптимальная фильтрация сигналов сообщений.

В технике подвижной связи возникают задачи обнаружения сигнала на фоне шума, когда не требуется точное воспроизведение сигнала, а нужно зафиксировать факт наличия или отсутствия передаваемого сигнала 
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Пусть 
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 является принимаемым сигналом, представляющем сумму детерминированного 
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 сигнала конечной длительности 
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Сигнал 
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 воздействует на вход линейного фильтра с номинальной частотой 
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 (количественной передаточной функцией) или импульсной характеристикой 
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Так как фильтр линейный, то сигнал 
[image: image1020.wmf])

(

t

h

 на его выходе можно «разложить»на две составляющие:
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где 
[image: image1022.wmf])
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 - детерминированный сигнал, прошедший через фильтр;

 - шумовая составляющая, прошедшая через этот фильтр.

В дальнейшем нас не будет интересовать, при каких условиях отношение наибольшего пика сигнала к среднеквадратичному значению шума на выходе фильтра будет максимально (достигать наибольшего значения), то есть:
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Где 
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Отношение (3) называют пиковым отношением сигнал – шум.

В дальнейшем под условиями, позволяющими максимизировать пиковое значение сигнал – шум понимаем:

1) подбор отдельных параметров фильтра ( в частности R, L, C - фильтра). Фильтры, в которых подбираются параметры, называются квазиоптимальными.

2) Сразу отыскивается линейный фильтр, то есть функции 
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 или 
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, который обеспечивает выполнение условия (3). Такие фильтры называются согласованными.

Пусть на колебательный контур (при нулевых начальных условиях) воздействует сумма (1).
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Сигнал 
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представляет собой детерминированный прямоугольный радиоимпульс (задается в виде тока):
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[image: image1030.wmf])
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 - представляет стационарный белый шум с нулевым математическим ожиданием, с величиной спектральной мощности, равной 
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. Необходимо подобрать такие параметры фильтра, R и C, которые бы обеспечили максимум пикового отношения сигнал – шум, при условии, что колебательный контур включен всегда.
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 - импульсная характеристика колебательного контура (КК). Определим 
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Вначале найдем передаточную функцию КК. В соответствии с законом Ома:
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Передаточная функция КК 
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Введем обозначения 
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В нашем случае 
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Далее подставим (9) в (4), а также учитывая, что сигнал 
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Сигнал на выходе фильтра также состоит из детерминированной составляющей:
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и шумовой составляющей
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Если взять интеграл (11), то можно получить:
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Далее определим величину дисперсии случайного процесса 
[image: image1075.wmf])
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 на выходе фильтра. Величину дисперсии можно определить по формуле (см. §9, раздел 2, формулу (10)).
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где 
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С учетом (9), (14), (15) получим формулу для дисперсии шумовой составляющей на выходе фильтра.
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[image: image1086.wmf])
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Так колебательный контур подключен и источнику тока 
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 прихода радиоимпульса, то шумовое напряжение 
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Окончательно пиковое отношение сигнал – шум в отсутствии стробирования с учетом (13) и (17):
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График функции 
[image: image1093.wmf])

(

и

at

r

 вид:

[image: image1545.png]oz,



Максимальное значение функции 
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§ 6. Метод оптимальной фильтрации Колмогорова – Винера.

Рассмотрим вопрос синтеза согласованного фильтра. На вход фильтра поступает аддитивная смесь полученного сигнала 
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Фильтр предназначен для воспроизведения полезного входного сигнала, то есть потребуем, чтобы выходной сигнал 
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 представлял собой наилучшее приближение к 
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. В этом состоит его отличие от согласованных фильтров, которые предназначены для формирования максимально возможного пика сигнала известной (прямоугольной) формы.

Рассмотрим ошибку приближения:
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Так как 
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 случайные процессы, то и ошибка 
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 также представляет собой случайный процесс. Дисперсия ошибки будет равна (М(.) – математическое ожидание):
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В математическом смысле поставленная задача реализуется следующим образом. Нужно найти функцию импульсной характеристики 
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 фильтра, обеспечивающий минимум функции (4), то есть
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Указанную функцию веса 
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Приведем выражение (4) к несколько иному виду:


[image: image1115.wmf]{

}

{

}

=

-

+

-

-

=

ò

ò

+¥

¥

-

+¥

¥

-

2

2

2

]

)

(

)

(

[

)

(

)

(

)

(

2

)

(

)

(

t

t

h

w

t

t

h

w

e

d

t

t

d

t

t

t

U

t

U

M

t

M



[image: image1116.wmf]}
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Первое слагаемое в (5) представляет дисперсию случайного процесса:
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Имея в виду сказанное, выражение (5) перепишем в следующем виде:
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[image: image1126.wmf])
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Н. Винером было доказано, что необходимое и достаточное условие минимума дисперсии ошибки является равенство 0 выражения в квадратных скобках формулы (6). При этом считается, что корреляционные функции 
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 являются заданными.

В выражении в […] сделаем замену переменной, то есть 
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В задаче фильтрации оптимальная импульсная характеристика фильтра 
[image: image1132.wmf])
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 следует из решения интегрального уравнения (7) относительно весовой функции
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. Полученное интегральное уравнение называют уравнением Винера – Хонфа.

В том случае, когда сигнал 
[image: image1134.wmf])
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 не коррелированны (7) примет вид:
[image: image1136.wmf])
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Применив преобразование Фурье к обеим частям (8), получим в частотной области: 
[image: image1137.wmf])
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Где 
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 - спектральные плотности мощности соответствующего полезного сигнала и помехи.

Из (9) можно получить искомый коэффициент передачи оптимального линейного фильтра Колмогорова – Винера:
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Искомая функция веса 
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 - обратное.

Основы теории сетевого управления в системах подвижной радиосвязи.

§ 1. Сети распределения информации. Основные понятия и определения теории графов.

В системах подвижной радиосвязи источники, получатели информации, каналы и системы передачи объединяются в сети связи. Под сетью связи понимается организованный в единый комплекс систем передачи и распределения информации. При этом отправителей и получателей информации называют пользователями или абонентами.

Основными задачами в построении сетей связи являются задачи распределения маршрутов передачи информационных потоков, анализ и синтез топологий (геометрических конфигураций) сетей связи и узлов коммутации, а также изучение принципов организации многоканальной связи.

Простейшим примером организации распределения информации является полносвязная сеть, где абонентские оконечные пункты соединяются друг с другом по принципу «каждый с каждым». Такие сети относятся к некоммутируемым сетям, здесь связь между N пользователями осуществляется по закрепленным некоммутируемым каналам.
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Здесь необходимо 
[image: image1142.wmf]2
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 каналов. При том количество каналов резко возрастает с увеличением числа абонентов. К достоинствам некоммутируемых сетей относится то, что информация передается без потери времени на ожидание соединения.

С целью сокращения числа необходимых каналов используют коммутируемые сети, где ОП соединения между собой через один или несколько узлов коммутации (УК).
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При коммутации каналов (КК) связь между абонентами осуществляется по переданному адресу оконечного пункта получателя. При этом устанавливается физическое соединение между абонентами, поддерживаемое в течении всего времени передачи (разговора, связи).

Например, на рисунке связь между ОП1 и ОП4 устанавливается через телефонные станции ТС1 и ТС4 и узел коммутации, и образуется канал ТС1 – УК – ТС4. Так как канал связи предоставляется на все время разговора, то при большой нагрузке может случиться, что некоторый пользователь может получить отказ на запрос об установлении связи с другим пользователем, так как канал оказывается уже занятым. Поэтому системы и сети передачи проектируются так, чтобы вероятность отказа в обслуживании была либо минимальной, либо меньше некоторой допустимой величины.

Во многих случаях (в особенности при односторонней передаче информации) можно использовать способ коммутации сообщений (КС). В таких системах, построенных на основе ЭВМ, передаваемые сообщения, сопровождаемые адресом, принимаются на ОП отправителя без отказа, обрабатываются и накапливаются в памяти устройства коммутации. Передача информации в адрес ОП получателя производится по мере освобождения необходимых каналов. Недостатком способа КС является задержка времени на ожидание освобождения каналов, затрудняющая передачу информации в реальном масштабе времени (например, при телефонном разговоре).

С целью сокращения времени задержек используют разновидность способа КС, называемую коммутацией пакетов (КП). При КП каждое сообщение делится на несколько «отрезков» определенного размера. Каждый из них снабжается адресом получателя и становится пакетом. Пакеты одного сообщения вводятся в сеть и передаются независимо друг от друга. В оконечном центре коммутации сообщения собираются из отдельных пакетов и передаются адресатам.

При увеличении числа ОП и их территориальной разобщенности возникает задача выбора структуры сети, размещения узлов коммутации, определение числа соседних каналов техники подвижной радиосвязи. Это является особенной задачей, так как ОП являются: подвижными, меняющими свое положение в пространстве, что необходимо учитывать при проектировании сети.

Наиболее удобной математической формой описания сетей и процессов происходящих в них является их представление в виде конечного графа.

Введем в рассмотрение два множества 
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 можно рассматривать в качестве линий связи, каналов между ОП, узлами и станциями сети связи.
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Элементы множества 
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 называют вершинами, а элементы набора 
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 - ребрами. В общем случае в наборе 
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 могут встречаться пары с одинаковыми элементами, например, 
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, которые называются кратными (или параллельными). Количество одинаковых пар 
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[image: image1159.wmf]}

,

{

j

i

v

v

.

Про множество V и набор X будем говорить, что они определяют граф, если в наборе X ни одна пара не встречается более одного раза, то есть, в графе нет петель и параллельных ребер. Если в графе есть параллельные ребра, то он называется мультиграфом. Если же в мультиграфе (графе) встречаются петли, то его называют псевдографом.

Если пары в наборе X являются упорядоченными, то граф называется ориентированным (орграфом), в противном случае граф является неориентированным, или просто графом.

Ребра орграфа называют дугами и обозначают круглыми скобками 
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Ребра в неориентированном графе обозначаются в виде фигурных скобок 
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, направление передачи информации здесь не оговаривается.

Пример 1: Рассмотрим граф 
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Здесь 
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. Так как набор X - упорядоченный, имеются кратные дуги и петли, то D является ориентированным псевдографом.

Пример 2: Рассмотрим граф 
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. G является неориентированным графом, или просто графом.

Если 
[image: image1170.wmf]}
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 - ребро графа, то вершины vi и vj называют концами ребра x, в этом случае также говорят, что ребро x соединяет вершины vi и vj.

Если 
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 -дуга орграфа, то вершина vi называется началом, а вершина vj -концом дуги .

Про вершины vi и vj говорят, что они инцидентны (соприкасаются) с ребром x.

Вершины vi и vj называют смежными, если существует ребро, связывающее эти вершины.

Два ребра называют смежными, если они имеют общую вершину.

Степенью вершины vi графа G называется целое число d(v) ребер графа G, инцидентных вершине v. Вершина, имеющая степень 0, называется изолированной, а степень 1 –висячей.

Пример 3: в графе G примера 2, концами ребра x1 являются вершины v1 и v2; вершина v2 инцидентна ребрам x1, x2, x3; степень вершины v2 равна d(v2)=3; вершины v1 и v2 смежные; ребра x1 и  x2 смежные, а x1 и x4 - не смежные; вершина v1 висячая, а v5 - изолированная.

Кроме множеств V и X графы (орграфы) можно задавать в виде матриц смежности и инцидентности. Введение данных матриц облегчает анализ графов и позволяет проводить «обработку» графов при помощи ЭВМ.

Пусть 
[image: image1172.wmf])

,

(

X

V

D

=

 - орграф. Матрицей смежности орграфа 
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 называется квадратная матрица 
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Матрицей инцидентности (или матрицей инциденций) орграфа D называется (
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Аналогичные матрицы вводятся и для неориентированных графов. Пусть 
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Аналогично матрица инцидентности 
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Примеры: 

1) Для орграфа 
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2) Для неориентированного графа 
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§ 2 Задача маршрутизации. Поиск маршрута в графе.
Основной задачей системы динамического управления сетью, функционирующей в реальном масштабе времени, является:

1) Определение оптимальных путей передачи сообщения (задачи маршрутизации);

2) Оперативное изменение структуры сети путем коррекции пропускных способностей отдельных направлений с учетом реальных объемов нагрузки;

3) Оперативное изменение режимов работы узлов коммутации в зависимости от нагрузки сети и их пропускной способности;

4) Ограничение нагрузки, поступающей н вход сети.

Как видно из выше сформированного перечня задач на первом месте стоят задачи маршрутизации. Под выбором маршрута понимается определение одного из нескольких возможных путей транспортировки сообщения от отправителя к получателю, то есть определение наиболее оптимального пути. В зависимости от способа коммутации могут назначаться разные критерии оптимальности в сетях коммутации пакетов и сообщений – минимальной средней загрузки, по времени движения пакетов или сообщений, в сетях КК – минимального числа транзитных пунктов.

Большое число методов маршрутизации можно разделить на три группы:

1. Методы фиксированной маршрутизации. Предварительно составляется маршрутная таблица, в которой указываются наиболее эффективные (в соответствии с выбранными критериями оптимальности) маршруты всех возможных пар абонентов. Содержание маршрутных таблиц не зависит от динамических изменений нагрузки в сети.

2. Методы адаптивной маршрутизации. Обеспечивают изменение таблиц маршрутизации при колебаниях нагрузки (числа вызова абонентов) в сети и изменениях структуры сети (например, вызванной отказами ее отдельных элементов).

3. Методы случайной маршрутизации. Здесь маршрутные таблицы отсутствуют. Здесь сообщение, выбирает направление передачи случайным образом.

Дадим строгое определение понятия маршрута с точки зрения теории графов.

Маршрутом (путем) для графа 
[image: image1192.wmf])

,

(

X

V

G

=

 (орграфа 
[image: image1193.wmf])
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) между вершинами 
[image: image1194.wmf]V
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 и 
[image: image1195.wmf]V
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 называется последовательность:


[image: image1196.wmf]w
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, в которой чередуются вершины и ребра графа 
[image: image1197.wmf]G

 (графа 
[image: image1198.wmf]D

).

При этом вершина 
[image: image1199.wmf]v

 называется начальной, а вершина 
[image: image1200.wmf]w

 - конечной, вершины 
[image: image1201.wmf]...

,
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v

 - внутренними. Маршрут можно рассматривать как неориентированный подграф графа 
[image: image1202.wmf]G

, а путь – ориентированный подграф орграфа 
[image: image1203.wmf]D

.

Пример:

1) Пусть задан граф 
[image: image1204.wmf]G

.

[image: image1554.png]


Последовательность 
[image: image1205.wmf]5
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 - маршрут, соединяющий вершины 
[image: image1206.wmf]1
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 и 
[image: image1207.wmf]5
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.

2) Последовательность 
[image: image1208.wmf]3
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 - путь из 
[image: image1209.wmf]1
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 в 
[image: image1210.wmf]3
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.

[image: image1555.png]


Замечание. Маршрут (путь) можно задавать в виде последовательности из одних ребер или вершин. Например, 
[image: image1211.wmf]5
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 (в первом примере), 
[image: image1212.wmf]3
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 (во втором примере).

Важной числовой характеристикой маршрута (пути) является длина маршрута (пути).

Длиной маршрута (пути) называется число ребер (дуг) в маршруте (пути).

Маршрут (путь) называется замкнутым, если его начальная вершина совпадает с конечной вершиной.

Незамкнутый маршрут (путь), в котором все ребра (дуги) попарно различны, называется цепью.

Цепь, в которой все вершины попарно различны, называется простой цепью.

Замкнутый маршрут (путь), в котором все ребра (дуги) попарно различны, называется циклом.

Цикл (контур), в котором все вершины попарно различны, называется простым.

Примеры:

1) Маршрут 
[image: image1213.wmf]5
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 имеет длину, равную 3 (пример 1). Рассмотренный маршрут является простой, цепью, так как его ребра и вершины попарно различны.

2) Маршрут 
[image: image1214.wmf]1
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 является простой цепью и имеет длину 4.

3) Маршрут 
[image: image1215.wmf]®
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 длины 5, соединяющий вершины 
[image: image1216.wmf]5
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 и 
[image: image1217.wmf]3
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 является цепью, но не простой цепью, так как вершина 
[image: image1218.wmf]3
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 в маршруте встречается дважды.

4) Маршрут 
[image: image1219.wmf]3
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 длины 4, соединяющий вершины 
[image: image1220.wmf]1
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 и 
[image: image1221.wmf]3
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 не является цепью, так как ребро 
[image: image1222.wmf]}

,

{

5

3

5

v

v

x

=

 встречается дважды.

Рассмотрим алгоритм поиска маршрута в связном графе 
[image: image1223.wmf])
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 (связной граф 
[image: image1224.wmf]G

 характеризуется отсутствием изолированных вершин), соединяющего заданные (произвольно выбранные) вершины 
[image: image1225.wmf]w
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 данного графа, то есть 
[image: image1226.wmf]V
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 и 
[image: image1227.wmf]w
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Данный алгоритм еще называют алгоритмом Тэрри. Алгоритм Тэрри позволяет найти маршрут соединения между любыми двумя узлами сети связи.

Алгоритм Тэрри.

I правило: идя по произвольному ребру отмечать направление, в котором оно было пройдено.

II правило: исходя из некоторой внутренней вершины 
[image: image1228.wmf]'

v

, следовать по тому ребру, которое не было пройдено или было пройдено в противоположном направлении.

III правило: для всякой внутренней вершины 
[image: image1229.wmf]'

v

 отмечать первое заходящее в 
[image: image1230.wmf]'

v

 ребро, если вершина 
[image: image1231.wmf]'

v

 встречается первый раз.

IV правило: исходя из некоторой вершины 
[image: image1232.wmf]'

v

, отличной от 
[image: image1233.wmf]v

 по первому заходящему в 
[image: image1234.wmf]'

v

 ребру, идти лишь тогда, когда нет других возможностей.

Пример: Найдем маршрут, соединяющий вершины 
[image: image1235.wmf]1

v

 и 
[image: image1236.wmf]5

v

 в графе G, имеющем изображение

[image: image1556.png].y,



Поиск вершины 
[image: image1237.wmf]5

v

 будем осуществлять так, как будто мы ничего не знаем об этом графе (можно допустить, что граф G – это схема лабиринта, где 
[image: image1238.wmf]5

v

 - выход из него, а 
[image: image1239.wmf]1

v

 - вход в лабиринт).

Рассмотрим один из возможных (наихудшего в смысле наибольшей длины маршрута) движений по графу согласно алгоритму Тэрри.

1 шаг: Движения в произвольном направлении, от точки 
[image: image1240.wmf]1

v

 в точку 
[image: image1241.wmf]2

v

. Знаком X (III правило) отмечаем ту вершину, в нашем случае 
[image: image1242.wmf]2

v

, в которую заходит дуга 1. Согласно I правилу дуга 1 является отметкой движения.

2 шаг: В соответствии с IV правилом, вершина 
[image: image1243.wmf]2

v

 - тупик, поэтому движемся по первому заходящему ребру, но в обратном направлении. Пометим это направление дугой 2.

3 шаг: Из вершины 
[image: image1244.wmf]1

v

 движемся к вершине 
[image: image1245.wmf]3

v

 (в соответствии с правилом II алгоритма). Помечаем направление дугой 3 и X вершину 
[image: image1246.wmf]3
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, так как в нее заходит первая дуга.

4 шаг: Из 
[image: image1247.wmf]3

v

 движемся по ребрам, которые не имеют отметки направления. Пусть это будет ребро по направлению к 
[image: image1248.wmf]4

v

. Помечаем 
[image: image1249.wmf]4

v

 X и рисуем дугу 4.

5 шаг: так как 
[image: image1250.wmf]4

v

 - тупик, то движемся в обратном направлении в точку 
[image: image1251.wmf]3

v

. Отмечаем это движение дугой 5.

6 шаг: Движемся по «свободному» (не отмеченному) ребру в направлении вершины 
[image: image1252.wmf]5

v

. Делаем соответствующие подсчеты.

Полученная схема движения соответствует маршруту 
[image: image1253.wmf]5
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§ 3. Алгоритм поиска путей (маршрутов) с минимальным числом дуг (ребер). (Алгоритм фронта волны).

Как было сказано выше, важнейшей задачей управления сетью является задача маршрутизации. При этом наибольший интерес представляет задача отыскания наиболее эффективных (оптимальных) путей (маршрутов) связи между отправителем и получателем сообщения, минимизация затрат на соединение и передачу сообщения. Рассмотренный выше алгоритм Тэрри поиска оптимального маршрута, соединяющий двух абонентов 
[image: image1254.wmf]v

 и 
[image: image1255.wmf]w

, не является в общем случае оптимальным , так как в нем не существует критерия характеризующего меру оптимальности (эффективности) выбираемого маршрута.

В дальнейшем введем в рассмотрение критерий оптимальности, в качестве которого будем рассматривать минимальный путь (маршрут).

Назовем путь (маршрут) в орграфе D (графе G) из вершины v в вершину 
[image: image1256.wmf]w

 минимальным, если он имеет наименьшую длину среди всех путей (маршрутов) орграфа D (графа G) из 
[image: image1257.wmf]v

 в 
[image: image1258.wmf]w

.

Минимальные пути обладают следующими свойствами:

1) любой минимальный путь (маршрут) является простой цепью;

2) пусть 
[image: image1259.wmf])
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 минимальный путь (маршрут) в орграфе D (в графе G). Тогда для любых номеров 
[image: image1260.wmf]j
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 таких, что 
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 также является минимальным (это свойство говорит о минимальности подпути минимального пути).

Из свойств и определения минимального пути следует, что он подходит в качестве минимального маршрута соединения в системах связи с коммутацией каналов. Из минимальности длин маршрута следует также и минимальность количества узлов коммутации между соединяемыми абонентами.

Рассмотрим теперь решения задачи (алгоритм) поиска минимального пути (маршрута). Ведем в начале некоторые пояснения, которые понадобятся для изучения алгоритма решения задачи.

Введем понятие образа вершины 
[image: image1263.wmf]v

 для орграфа D=(V, X), где V – множество вершин, X – множество ребер. Образ вершины v множество таких вершин, по отношению к которым v является началом дуги:
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Прообраз вершины v – множество таких вершин, по отношению к которым v является концом дуги, то есть
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Пример. Рассмотрим введенные понятия на примере. Пусть задан орграф имеющий вид:

[image: image1557.png]


Определим для графа D матрицу смежности
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Найдем образ величины 
[image: image1267.wmf]1
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. В соответствии с рисунком и первой строкой таблицы смежности имеем 
[image: image1268.wmf]}
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Прообраз вершины 
[image: image1269.wmf]1
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 найдем из рисунка и первого столбца матрицы S: 
[image: image1270.wmf]}
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. Аналогично для образов и прообразов вершин 
[image: image1271.wmf]2

v

 и 
[image: image1272.wmf]3
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 имеем
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Введем еще одно важное понятие – фронт волны k – го уровня. Рассмотрим это понятие на примере. Допустим, что в качестве источника сообщения является точка 
[image: image1277.wmf]1

v

. Фронтом волны 1 – го уровня 
[image: image1278.wmf]0
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 является образ этой точки, то есть 
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Фронт волны второго уровня можно получить из выражения
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, элементы 
[image: image1282.wmf]2
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 и 
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 отсутствуют в 
[image: image1284.wmf]}
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. Образно множества F0 иF1 можно рассматривать как распространение ударной волны на 0 – шаге, 1 – шаге (см. рис.).

В общем виде Fk формулируется следующим образом. Пусть для фронта волны для k-1 уровня имеем 
[image: image1285.wmf]}
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Далее рассмотрим алгоритм поиска минимального пути (маршрута) для орграфа D=(V, X) c количеством вершин 
[image: image1287.wmf]2
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. Предположим, что вершины 
[image: image1288.wmf]v

 и 
[image: image1289.wmf]w

 заданы 
[image: image1290.wmf]w
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, необходимо найти минимальный путь из 
[image: image1291.wmf]v

 в 
[image: image1292.wmf]w

.

Алгоритм фронта волны.

Шаг 1: помечаем вершину 
[image: image1293.wmf]v

 индексом 0. Затем помечаем вершины, принадлежащие образу вершины 
[image: image1294.wmf]v

, индексом 1. Множество вершин с индексом 1 обозначим 
[image: image1295.wmf]1
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. Полагаем 
[image: image1296.wmf]1
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Шаг 2: Если фронт волны 
[image: image1297.wmf]0
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 или выполняется 
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, то вершина 
[image: image1300.wmf]w

 не достижима из 
[image: image1301.wmf]v

 и работа алгоритма заканчивается. В противном случае переходим к шагу 3.

Шаг 3: Если 
[image: image1302.wmf]k
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, то переходим к шагу 4. В противном случае существует минимальный путь из 
[image: image1303.wmf]v

 в 
[image: image1304.wmf]w

 длины 
[image: image1305.wmf]k

. Последовательности вершин 
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Есть искомый минимальный путь из 
[image: image1308.wmf]v

 в 
[image: image1309.wmf]w

.

Конец работы.

Шаг 4: Помечаем индексом 
[image: image1310.wmf]1
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 все непомеченные вершины, которые принадлежат образу множества вершин с индексом k. Находим фронт волны 
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Работу алгоритма фронта волны также рассмотрим на примере.

Пример. Определим минимальный путь из 
[image: image1314.wmf]1
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 в 
[image: image1315.wmf]6
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 в орграфе D, который задается следующей матрицей смежности:
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Вначале ответим на вопрос, существует ли вообще путь из 
[image: image1317.wmf]1

v

 в 
[image: image1318.wmf]6
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.

Находим множество вершин фронта I – го уровня. Из соответствующей (первой) строки матрицы смежности S имеем, положим 
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, следовательно, путь от 
[image: image1331.wmf]1
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Из 
[image: image1334.wmf]2
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 можно взять любую вершину 
[image: image1335.wmf]2
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. Возьмем вершину 
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Берем на выбор вершину из множества 
[image: image1339.wmf]}
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, например, 
[image: image1340.wmf]5
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. Окончательно искомый минимальный путь из 
[image: image1341.wmf]1
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 в 
[image: image1342.wmf]6
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 запишется в виде:
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Полученный путь имеет длину 
[image: image1344.wmf]3
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. Как видно из приведенного примера, решение задачи поиска минимального пути неоднозначно. Эта неоднозначность соответствует случаям, когда существует несколько различных минимальных путей.

Заметим также, что приведенный алгоритм поиска минимального пути легко трансформируется в алгоритм поиска минимального маршрута для неориентированного графа 
[image: image1345.wmf]G

. При этом ребра в графе 
[image: image1346.wmf]G

 заменяются дугами в произвольных направлениях, например,
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То есть осуществляется переход от графа 
[image: image1347.wmf]G

 к орграфу 
[image: image1348.wmf]D

 с последующим применением рассмотренного выше алгоритма фронта волны.

§ 4. Алгоритм поиска путей в сети связи, характеризующихся наименьшей величиной затрат на предоставление соединения. Алгоритм Форда – Беллмана.

Наряду с задачей минимизации числа транзитных узлов в технике систем подвижной радиосвязи может возникнуть более общая задача, связанная с выбором такого пути или маршрута, который минимизировал затраты на установление соединения. В качестве затрат (потери) могут выступать временные, стоимостные затраты на передачу пакетов данных, сообщений, расстояние между абонентами в системах подвижной радиосвязи и т. п.

Сформулируем данную задачу в математическом смысле. Для этого вначале введем понятие нагруженного орграфа 
[image: image1349.wmf]}
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Орграф 
[image: image1350.wmf]D

 называется нагруженным, если на множестве дуг 
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 определена функция 
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Другими словами каждой дуге из множества 
[image: image1353.wmf]X

 ставится в соответствие некоторое число 
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. В дальнейшем будем рассматривать только неотрицательные весовые функции, то есть
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Значение 
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 называют длинной дуги 
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Рассмотрим пример нагруженного орграфа 
[image: image1358.wmf]D

 (смотри рисунок). На рисунке вес дуги 
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Если рассматривать в качестве модели топологий сети, весовые функции могут соответствовать реальным расстояниям от пункта 
[image: image1362.wmf]i
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 в пункт 
[image: image1363.wmf]j
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[image: image1364.wmf])
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, или время передачи сообщений из этих пунктов, узлов.

Для любого пути 
[image: image1365.wmf]p

 нагруженного орграфа можно ввести длину пути, которую можно определить как сумму длин входящих в 
[image: image1366.wmf]p

 дуг.

Например, для орграфа 
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 на рисунке длина пути от 
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Ранее так называлось количество дуг в пути 
[image: image1372.wmf]p

. В связи с этим заметим, что если длины дуг выбраны равными 1, то 
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 выражает введенную в предыдущем параграфе длину пути 
[image: image1374.wmf]p

 в ненагруженном орграфе. Следовательно, любой ненагруженный орграф можно считать в качестве частного случая нагруженного с длинами дуг, равными 1.

Путь в нагруженном орграфе 
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 из вершины 
[image: image1376.wmf]v

 в вершину 
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[image: image1378.wmf])

(

w

¹

v

, называется минимальным, если он имеет минимальную длину среди всех путей орграфа 
[image: image1379.wmf]D

 из 
[image: image1380.wmf]v

 в 
[image: image1381.wmf]w

.

Аналогичное понятие длины пути, минимального пути можно ввести и для нагруженного графа 
[image: image1382.wmf]G

.

Рассмотрим теперь задачу поиска путей в сети, характеризующихся минимальными потерями на установление, как решение задачи поиска минимальных путей в нагруженном орграфе. При этом для определенности будем проводить рассуждения для орграфа без петель и параллельных дуг (для графа они аналогичны).
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[image: image1389.wmf])

2

,

1

(

)

(

)

3

(

®

=

l

p

l

, то есть мы рассматриваем путь от 
[image: image1390.wmf]1

v

 к 
[image: image1391.wmf]2

v

, содержащий 3 дуги. Величина 
[image: image1392.wmf]¥

=

®

)

,

1

(

)

(

i

k

l

, если пути от 
[image: image1393.wmf]1

v

 к 
[image: image1394.wmf]i

v

 не существует, также 
[image: image1395.wmf]0

)

1

,

1

(

)

0

(

=

®

l

 и 
[image: image1396.wmf]¥

=

®

)

,

1

(

)

0

(

i

l

 - осуществлено введение длины путей, не содержащих ни одной дуги.

Наша задача состоит в том, чтобы определить минимальный путь из 
[image: image1397.wmf]1
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 в любую достижимую вершину, то есть 
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Прежде чем приступать к описанию алгоритма поиска минимального пути, опишем алгоритм поиска таблицы минимальных значений величин 
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. Таблица минимальных значений величин 
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По горизонтали откладывают номера k (количество дуг в пути) от 0 до n-1, на вертикальном значения 
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Алгоритм вычисления величин 
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Рассмотрим построение таблицы минимальных значений 
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На первом шаге полагаем 
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Нетрудно заметить, что путь между вершинами 
[image: image1429.wmf]1

v

 и 
[image: image1430.wmf]2

v

 отсутствует, поэтому 
[image: image1431.wmf]¥

=

®

)

2

,

1

(

)

1

(

l

.


[image: image1432.wmf]13

)

0

(

)

3

(

)

1

,

1

(

min{

)

3

,

1

(

c

+

=

®

®

l

l

;
[image: image1433.wmf]22

)

0

(

)

2

,

1

(

c

+

®

l

;
[image: image1434.wmf]33

)

0

(

)

3

,

1

(

c

+

®

l

;
[image: image1435.wmf]43

)

0

(

)

4

,

1

(

c

+

®

l

;


[image: image1436.wmf]5

}

;

;

;

;

5

5

0

min{

}

)

5

,

1

(

53

)

0

(

=

¥

¥

¥

¥

=

+

=

+

®

c

l

.

Также заметим, что 
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 (доказать самостоятельно).
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Аналогично имеем 
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Рассмотрим теперь 
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 можно воспользоваться формулой (*). Однако из нее видно, что путей с количеством дуг больше, чем 1, из 
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Окончательно, таблица минимальных значений величин 
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Далее, на основании полученной таблицы величин 
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 можно выбрать любую другую вершину. При этом алгоритм не изменится. Алгоритм называют алгоритмом Форда – Беллмана.

Рассмотрим работу алгоритма Форда – Беллмана на примере. Пусть нам необходимо найти путь из 
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1) Для этого в соответствующей строке таблицы находим наименьшее значение параметра 
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Величина 
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2) Далее необходимо определить последовательность вершин орграфа 
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В соответствии с рекуррентным выражением (*) имеем
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Сопоставляя соответствующие элементы множества, нетрудно получить, что
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Следовательно, в точку 
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 мы пришли из вершины 
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.

Следующая промежуточная вершина может быть получена аналогичным образом.
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В вершину 
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 мы «попали» из вершины 
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