Раздел 1. Математические основы статистической теории связи

Основные и общие требования, предъявляемые к радиотехнической системе, состоит в достоверном и своевременном получении большого объема сообщений из излучений с ограниченной энергетикой.

Однако достоверному приему передаваемых сообщений по радиоканалам мешают:

1. Случайные искажения радиосигнала при распространении через турбулентную среду;

2. Наличие разнообразных помех (атмосферные, космические, промышленные и т.д.);

3. Техническое несовершенство радиоустройств;

§1 Краткие сведения и основные теоремы элементарной теории вероятности

Важным понятием теории вероятности является определение понятия события.

Событие – всякий факт, который в результате опыта может произойти или не произойти.

События подразделяются на: достоверные (Д), невозможные (Н), случайные (С).

Вероятность – числовая характеристика степени возможности появления какого-либо события.

Обычно принимают, что вероятность достоверного события: Р(Д)=1; невозможного Р(Н)=0;

случайного 0≤Р(С)≤1.

События называются несовместимыми, если они не могут произойти вместе или одновременно, в противном случае – совместимые.

События называют равновозможными, если есть основание считать, что ни одно из них не является более возможным, чем другое.

Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания обязательно происходит хотя бы одно из них.

Назовем исходом результат каждого испытания. Пусть некоторое испытание имеет N равновозможных исходов, а n – количество исходов этого испытания, приводящих к наступлению события А, тогда вероятность события А равна:     
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Например, подбрасываем монету. Количество исходов N=2 (орел и решка); событие: «выпадает орел», n=1,тогда вероятность данного события равна Р=1/2.
Когда N и n определить невозможно, пользуются геометрическими вероятностями (диаграмма Вена):
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где S(A) - площадь фигуры при наступлении события А; 

S(Φ) – площадь фигуры полной группы событий, которую можно рассматривать в качестве достсверного события.

Суммой (или объединением) множества событий А1,А2,А3,… называется событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит по крайней мере одно («хотя бы одно») из этих событий.

Сумма событий обозначается:
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«+»-логическая операция ИЛИ.

Произведением (или пересечением) событий А1,А2,А3,… называется такое событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходят все события вместе («одновременно»).

Произведение событий обозначается:
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где «*» - логическая операция И.

Определим вероятности сложных событий, представляемые в виде суммы отдельных (простых) событий. Для этого воспользуемся диаграммами Вена.

1. Вначале рассмотрим вероятность двух несовместных событий. На диаграмме несовместные события А1 и А2 не пересекаются. Сумма событий А обозначена пунктирной линией, событие объединяет эти события.

S(Φ) – площадь фигуры достоверного события, в которой «располагаются» фигуры событий А1 и А2.
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S(A1) и S(A2) – площади фигур соответствии событий A1 и A2.

Площадь фигуры, соответствующей событию А:

S(A)=S(A1)+S(A2)




(1)

Разделим правую и левую части равенства (1) на S(Φ):
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откуда имеем формулу вероятности суммы двух несовместных событий:

Р(А)=Р(А1)+Р(А2)

2. Пусть события А1и А2 совместны, т.е. имеют общую зону пересечения. Фигура пересечения заштрихована, пусть она имеет площадь S(A1,A2).
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Площадь фигуры, соответствующей событию А:


[image: image10.wmf])

(

S

)

A

,

A

(

S

)

(

S

)

A

(

S

)

(

S

)

A

(

S

)

(

S

)

A

(

S

);

A

,

A

(

S

)

A

(

S

)

A

(

S

)

A

(

S

F

F

F

F

2

1

2

1

2

1

2

1

-

+

=

-

+

=



[image: image11.wmf])

A

,

A

(

P

)

A

(

P

)

A

(

P

)

A

(

P

2

1

2

1

-

+

=


(2)

где 
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- вероятность произведения событий А1 и А2.

Методом полной индукции можно доказать общую формулу для вероятности суммы любого числа совместных событий:


[image: image13.wmf]).

A

...

A

,

A

(

P

)

(

...

)

A

,

A

,

A

(

P

)

A

(

P

)

A

(

P

)

A

(

P

)

A

(

P

n

n

k

,

j

,

i

k

j

i

j

j

,

i

i

i

i

n

I

i

2

1

1

1

1

-

=

-

+

-

+

-

=

å

å

å

å


определим вероятности сложных событий, представляемых в виде умножения простых событий. Сначала введем понятие независимости событий и условной вероятности события А.

Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет, в противном случае событие А называется зависимым.

Вероятность события А, вычисленная при условии, что имело место событие В, называется условной вероятностью и обозначается Р(А/В)

.
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Определим Р(А/В) с помощью диаграмм Вена.
Сначала появляется событие В, а затем событие А, связанное с В, следовательно:
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где S(AB)-площадь фигуры события А,

S(AB)- площадь фигуры события В.

Нас интересует та «часть» события А, которая связана с событием В. разделим и умножим (3) на S(Φ):
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также справедливо равенство:
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, т.к. можно рассматривать в качестве «первого» - А, «второго» - В.

Методом индукции можно доказать теорему умножения для нескольких событий:
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В случае независимости событий теорема упрощается и принимает вид:
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Следствием теорем сложения и умножения вероятностей является так называемая формула полной вероятности.

Пусть требуется определить вероятность некоторого события А, которое может произойти вместе с одним из событий Н1, Н2…Нn, образующих полную группу несовместных событий.
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Рассмотрим соответствующую сформулированной задаче диаграмму Вена.

Вначале наступает событие хотя бы одно из множества Н1, Н2…Нn, затем «появляется» событие А, так как Н1 и Нn несовместны.
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Разделим правую и левую части вышеприведенного выражения на S(Ф):
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Полученная формула является формулой полной вероятности.
Следствием теоремы сложения и умножения является также формула Байеса (теорема гипотез).

Постановка задачи: имеется полная группа гипотез (событий) Н1, Н2…Нn с известными вероятностями их появления Р(Н1), Р(Н2),…,Р(Нn). Проведено испытание, в результате которого появилось событие А. Спрашивается, с какой из гипотез следует связывать событие А. Другими словами, нужно найти условную верояность Р(Нi/A) для каждой гипотезы. По определению условной вероятности:
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]
далее, с учетом формулы полной вероятности для Р(А), имеем:
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Формула Байеса позволяет оценить верояности гипотез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие А. В частности, формула используется при оптимальном приеме на фоне помех.

Пример использования формулы Байеса.

Пусть по бинарному симметричному радиоканалу связи с помехами передается равновероятно «•»и «-» (точка, тире).
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Вероятность правильной (безошибочной) передачи обоих сигналов равно p, неправильной (ошибочной) 

q=1-p. 

Определим, какой из двух сигналов был передан, если на ПРМ принят сигнал «•».

Решение: отождествим гипотезу Н1 с передачей сигнала «•», Р(Н1)=р.=0.5;

гипотезу Н2 с передачей сигнала «-», при этом Р(Н2)=р_=0.5.

Примем в качестве события А тот факт, что приемник принял точку «•».

Математическая формулировка задачи состоит в том, чтобы определить условные вероятности:

Р(Н1/А)-передатчик выдавал «•» при условии, что приемник принял «•».

Р(Н2/А)- передатчик выдавал «-» при условии, что приемник принял «•».

Для того, чтобы воспользоваться формулой Байеса, нужно знать вероятности.

Р(А/Н1)- приемник принял «•» при условии, что была передана «•»,Р(А/Н1)=р.

Р(А/Н2)- приемник принял «•» при условии, что была передана «-»,Р(А/Н2)=q.

Следовательно:


[image: image28.wmf];

q

)

q

p

(

.

p

.

q

_*

p

p

*

.

p

q

_*

p

)

A

/

H

(

P

,

)

q

p

(

.

p

.

q

_*

p

p

*

.

p

p

*

.

p

)

H

/

A

(

P

*

)

H

(

P

)

H

/

A

(

P

*

)

H

(

P

)

H

/

A

(

P

*

)

H

(

P

)

A

/

H

(

P

=

+

=

+

=

+

=

+

=

+

=

5

0

5

0

2

5

0

5

0

2

2

1

1

1

1

1


Отсюда следует, что при приеме «•» была передана «•», если p>q и было передано «-», если p<q. Такой подход вполне логичен, так как сигналы «•» и «-» следуют равновероятно.
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