Принцип построения циклических кодов
Циклические коды предназначены для обнаружения и исправления ошибок. В отличие от выше приведённых способов кодирования, циклические коды характеризуются более формализованным выбором проверочных элементов. Широкое распространение циклических кодов обусловлено также их высокой способностью обнаруживать и исправлять ошибки различной конфигурации, простой технической реализацией, удобством математического аппарата, их анализа и синтеза.

В основе построения циклических кодов лежит представление кодовых комбинаций в виде многочленов, а также алгебры данных многочленов, определяющей умножение, деление и сложение этих многочленов. Кодовые слова двоичного линейного кода можно представить в виде многочлена:
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                    (3.9.1)

где коэффициенты аi равны 0 или 1 и соответствуют разрядам двоичного числа. 

Пример 1. 

Кодовой комбинации 1111 соответствует многочлен 
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,а кодовой комбинации 1001 соответствует
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Вкратце, на примерах, рассмотрим алгебру многочленов, в частности, произведем и деление многочленов.
Пример 2. 

Умножим многочлен 
[image: image4.wmf]321

1

()1

Fxxxx

=+++

 на 
[image: image5.wmf]31

2

()1

Fxxx

=++



[image: image6.wmf]323

12

643532423

65432

653

()*()(1)(1)

1

(11)(111)(11)(11)1

1

FxFxxxxxx

xxxxxxxxxxx

xxxxxx

xxx

=+++++=

=+++++++++++=

=++Å+ÅÅ+Å+Å+=

=+++


Производные данных многочленов равносильно следующему выражению (1111)*(1011)=1101001.
Пример 3.

Разделим многочлен 
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, т.е. 
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Как видно из примера, вычитание заменяется суммой по модулю 2 и деление производится либо до нуля, либо до остатка, представляющего собой многочлен низшей степени по сравнению с делителем. Остаток обычно обозначается в виде:
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Циклические коды относятся к блоковым кодам, т.е. первые ( элементов комбинации циклического кода являются информационными, а последующие r – проверочными. Следовательно, можно ввести в рассмотрение многочлен f(x) степени к-1, отображающий к- элементную комбинацию первичного кода, и многочлен r(x) степени  r-1, отображающий комбинацию проверочных элементов. Тогда многочлен комбинации циклического кода
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Умножение на xr необходимо, чтобы сдвинуть информационные элементы на r разрядов влево и тем самым высвободить справа r разрядов для записи проверочных элементов.

Основная идея циклического кодирования (построение циклических кодов) заключается в том, что многочлен разрешенной комбинации должен делиться на,  так называемый, образующий многочлен степени r-G(x), т.е.
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где Q(x) – некоторый многочлен, получившийся в результате деления.

Если в результате деления образуется остаток S(x) (как в примере 3), то этот остаток называется синдромным полиномом (многочленом). Если синдромный полином равен нулю (т.е. деление произошло без остатка), то принятая комбинация является кодовым словом.

Пример 4.

Пусть даны как в примере 3 
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.Рассмотрим следующий многочлен 
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где
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Разделим F*(x) на G(x) 
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В нашем примере S(x)=0 , следовательно F1* является кодовой комбинацией. Если бы мы приняли F1(x), то разделив его на G(x), получим ненулевой остаток. Наличие остатка (пример 3) свидетельствует об ошибке в принятой комбинации, т.е. она по крайней мере обнаруживается.

Для исправления ошибок необходимо, чтобы остатки от деления (или синдромные полиномы) служили опознавателями ошибок. При этом каждому варианту ошибок должен соответствовать свой остаток, не совпадающий ни с каким другим, чтобы было возможно однозначно определить места в кодовых комбинациях, где произошли ошибки. Для этого необходимо выбрать образующий многочлен.

1. Отметим, что выбор образующих многочленов в общем случае построения циклических кодов является трудоемким процессом. Однако при выборе должны руководствоваться следующими свойствами образующих многочлены:

2. Образующий полином должен быть неприводимым многочленом, т.е. его нельзя представить в виде произведения многочленов низших степеней.

Рассмотрим примеры неприводимых многочленов для разных значений r  (r-количество проверочных элементов в кодовой комбинации).

Таблица 2

r
G(x)

1
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3. Однако, не всякий многочлен, в том числе и неприводимый, может быть использован в качестве образующего для построения циклических кодов.

4. Второе свойство образующего многочлена основано на свойстве 
циклических кодов, заключающаяся в том, что циклическая перестановка кодовой комбинации дает разрешенную комбинацию циклического кода. Пусть комбинация  
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 является разрешенной, которой соответствует многочлен 
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После циклического сдвига а имеем следующую разрешенную комбинацию , которой соответствует многочлен
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    (3.9.4)

Так как F1(x) делится на G(x) без остатка, то и для деления F2(x) без остатка на G(x) необходимо, чтобы двучлен (xn+1) делился без остатка на G(x), т.е. 
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        (3.9.5)

где H(x)-проверочный многочлен (используется в декодере). Таким образом, согласно (5), образующий многочлен необходимо выбрать из числа неприводимых, входящих в разложение многочлена  xn+1.

В теории кодирования показано, чтобы разложение двучлена xn+1 на неприводимые многочлены удобно представить в виде
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    (3.9.6)

где mi(x) еще называют минимальным многочленом.

Пример,  для n=15
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В качестве образующего многочлена циклического (n,k)-кода берется произведение минимальных многочленов, число которых зависит от кодового расстояния d0. Так, для кодов, исправляющих одиночные ошибки (d0=3) образующий многочлен G(x)=m1(x). Для исправления двойных ошибок  (d0=5)- G(x)=m1(x)m3(x), тройных ошибок  (d0=7)- G(x)=m1(x)m3(x)m5(x) и т. д., циклические коды, образующий многочлен которых построен на основе разложения двучлена  xn+1 по минимальным многочленам, получили название кодов Боуза-Чодхури-Хоквингема (БЧХ).
Алгоритм задания циклических кодов

Циклические коды относятся к разряду систематических, которые могут быть заданы в виде образующих матрицу Gn,k=[Ik,Rr,k]. В отличае от построения кодов Хемминга с проверкой на четность, где матрица проверочных элементов r,k определялась методом подбора строк с определенным весом, в циклических кодах матрица Rr,k находится по общим правилам с помощью деления строк матрицы Ik , сдвинутых на r разрядов влево на образующий многочлен.

Рассмотрим в качестве примера (7,4)-код с исправлением одиночных ошибок. Так как для этого кода d0=3 и  r=3, то выберем в качестве образующего многочлена (по таблице) G(x)=x3+x+1=1011

Единичная матрица первичного кода сдвинутая на 3 позиции единичная матрица
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Первая строка сдвинутой на 3 разряда влево единичной матрицы 
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. Найдем остатки от деления

Прибавляя к, сдвинутой на 3 позиции, единичной матрице соответствующие остатки от деления, получим образующую матрицу циклического кода (7,4)-кода:
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Эта матрица совпадает с образующей матрицей для кодов Хемминга. Последнее говорит о том, что код Хемминга можно рассматривать как частный случай циклического.

Рассмотрим теперь процедуру построения циклического кода для k=7 (количество информационных разрядов), исправляющего двойные ошибки. Для этого случая d0=5, r=8 и n=k+r=15. Образующий многочлен G(x) определяется как 
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 и далее находятся остатки от деления многочлена  x14  на образующий многочлен G(x) как и в предыдущем случае.
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