Оптимальная фильтрация Колмогорова-Винера.
Уравнение Винера-Хопфа в частотной области.

Рассмотрим вопрос синтеза линейного фильтра, на вход которого поступает аддитивная смесь полезного сигнала 


, т.е. 


 и помехи



,                                                                         (2.7.1)

где 


 - стационарные случайные процессы с нулевым МО.


,
Структура рассматриваемой схемы имеет вид.

Задачей синтеза является определение передаточной функции 


 (дисперсия) на выходе элемента сравнения, т.е.


. Процесс выделения полезного сигнала будет тем лучше, чем меньше будет квадрат ошибки 

 из смеси

 линейного фильтра таким образом, чтобы обеспечить наилучшее выделение полезного сигнала 


В математическом смысле поставленная задача будет формулироваться следующим образом: нужно найти  передаточную функцию


.


 и

, которая минимизирует функционал (2.7.2), т.е. квадрат оценки между сигналами 
Рассматриваемую линейную систему обычно называют оптимальной в смысле (2.7.2). При этом рассматриваются только установившиеся режимы работы фильтра.

Эту задачу удобно решать в частотной области. Поэтому потребуем, чтобы были известными следующие характеристики синтезируемой оптимальной системы:

1).спектральная плотность мощности полезного сигнала









, M( ) – знак МО.


- изображение по Лапласу функции
2) спектральная плотность мощности помехи



4) Также допустим, что известны изображения по Лапласу функций 
 EMBED Equation.DSMT4  


, 





,
Если обратиться к структурной схеме, величина ошибки на выходе элемента сравнения равна.



Последнее равенство получено с учетом 
 EMBED Equation.DSMT4  


. Функционал (2) будет принимать минимальное значение, если


 - достаточно малая случайная величина. Эти допущения необходимы для вывода уравнения Винера – Хинчина с необходимой инженерной точностью. Тогда уравнение (3) перепишется в виде 

, а 
 EMBED Equation.DSMT4  

, где 



     (2.7.4)

Умножим правую и левую части на z(-s) и перейдем к МО на бесконечном интервале времени. В итоге получим


Обозначим через 
 EMBED Equation.DSMT4  


- СПМ сигнала 
 EMBED Equation.DSMT4  








 и 



- некоторая неизвестная комплексная функция, нули и полюсы которой находятся в правой части комплексной полуплоскости. Перепишем уравнение (5) в компактном виде



В уравнении (6) СПМ 


- искомая (пока неизвестная) ПФ, все полюсы которой должны находиться в левой части комплексной полуплоскости (это условие необходимо доя обеспечения устойчивости фильтра).

Таким образом, для определения ПФ оптимальной системы необходимо решить уравнение (2.7.6). Уравнение (2.7.6) еще называют уравнением Винера – Хинчина в комплексной области.

Решение уравнения (6). Нетрудно заметить, что функция 

Эта операция носит название факторизации.

Пример
Пусть  

где 


 - некоторые действ. коэффициенты, 
Тогда 

Разделим все члены уравнения (2.7.6) на 



Первый член в (2.7.7) имеет все полюсы в левой полуплоскости, т.к. сомножители 


обладает этим свойством по определению, а 

 обладают этим свойством по определению. Правая часть (2.7.7) имеет все полюсы в правой полуплоскости, т.к. 
 Второй член 

 уравнения (2.7.7) имеет полюсы и нули как в правой, так и в левой части комплексной плоскости (напомню, что 

 - в общем случае не является четной функцией). Поэтому подставим второй член левой части уравнения (2.7.7) в виде:



 где 

Пример Пусть
 EMBED Equation.DSMT4  


      



Решается система уравнений относительно А и В.







    
Тогда





Вернемся к уравнению (7). С учетом сказанного перепишем его в виде



Оба члена этого уравнения имеют все полюсы в левой полуплоскости, а оба члена правой части уравнения – все полюсы в правой полуплоскости. Подобное разделение уравнения В-Х необходимо для того, чтобы получить ПФ


, полюсы которой содержаться в левой части комплексной полуплоскости. Из теории функции комплексной переменной известно, что уравнение (8) имеет решение тогда и только тогда, когда правая и левая части уравнения тождественно равны 0, т.е.



Из первого уравнения имеем, что искомое решение имеет вид



Пример






 EMBED Equation.DSMT4  



где 



Свяжем теперь функции 



Т.к.  x(t) и n(t) не коррелированы и 



С учетом сказанного и уравнения (9) имеем окончательное решение



Квазиоптимальная фильтрация сигналов сообщений.

В технике подвижной связи возникают задачи обнаружения сигнала на фоне шума, когда не требуется точное воспроизведение сигнала, а нужно зафиксировать факт наличия или отсутствия передаваемого сигнала


.

Пусть 


:


 с известной спектральной плотностью

 и гауссовского белого шума 

 сигнала конечной длительности 

 является принимаемым сигналом, представляющим сумму детерминированного 


Сигнал 


.

 (количественной передаточной функцией) или импульсной характеристикой

 воздействует на вход линейного фильтра с номинальной частотой 
Так как фильтр линейный, то сигнал 


 на его выходе можно «разложить» на две составляющие:



где 



В дальнейшем нас не будет интересовать, при каких условиях отношение наибольшего пика сигнала к среднеквадратичному значению шума на выходе фильтра будет максимально (достигать наибольшего значения), то есть:



где
 EMBED Equation.DSMT4  


- СКО сигнала 
 EMBED Equation.DSMT4  


.
Отношение (3) называют пиковым отношением сигнал – шум.

1) В дальнейшем под условиями, позволяющими максимизировать пиковое значение сигнал – шум понимаем:

2) подбор отдельных параметров фильтра ( в частности R, L, C - фильтра). Фильтры, в которых подбираются параметры, называются квазиоптимальными.
3) Сразу отыскивается линейный фильтр, то есть функции 


, который обеспечивает выполнение условия (2.5.3). Такие фильтры называются согласованными.

 или
Оптимальное соотношение параметров фильтра и длительности радиоимпульса подчиняются соотношению 
 EMBED Equation.DSMT4  


.
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