Теорема Хинчина. Свойства спектральной плотности мощности

Рассмотрим центрированный эргодический, случайный процесс x(t). Функция автокорреляции случайного эргодического процесса x(t) описывается в виде:
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               (1.11.1)

Пусть для x(t) существует преобразование Лапласа (Фурье), т. е. имеется изображение
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и соответствие обратное преобразование Лапласа
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                (1.11.2)

Также справедливо равенство 
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Перепишем (1.11.1) с учетом (1.11.2) в виде:
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(1.11.3)

где 
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- спектральная плотность мощности сигнала 
[image: image9.wmf]()

xt

. Выражение (1.11.3) – формула Хинчина.

Выражение представляет собой двустороннее обратное преобразование Лапласа (Фурье), т. к. корреляционная функция R(() не равна 0 при отрицательных значениях.

Справедливо также прямое преобразование Фурье Лапласа
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Корреляционная функция для двух случайных эргодических процессов y(t) и x(t) – взаимная СПМ, будет определяться по формуле
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т.е 
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1) Спектральная плотность мощности – функция четная, что следует из определения
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Если вместо p=j(, то вытекает

2) Ф (() – вещественная неотрицательная величина

Пример:
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3) Взаимная СПМ не обладает свойством четности
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 и наоборот 
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4) Сумма является четной функцией:
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Стационарные случайные процессы в линейных динамических системах.

Линейной динамической системой называется такая система (рис. 1.9.1), вход и выход которой связанны дифференциальным уравнением (либо системой линейных дифференциальных уравнений).

Рис. 1.9.1

Рассмотрим линейную динамическую систему, в которой под 
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 будем понимать входное воздействие, 
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- выходное воздействие. Выход и вход системы связанны посредством линейного дифференциального уравнения n - го порядка:
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Для того чтобы описать поведение этой системы, нужно решить дифференциальное уравнение (1) относительно переменной
[image: image24.wmf]2
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. При условии, что известно n начальных условий 
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, где знак (') – обозначает производную.

В дальнейшем будем рассматривать линейные стационарные системы, в которых параметры системы 
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 не зависят от времени.

Другим способом описания линейных систем являются передаточные функции. Применим к правой и левой частям уравнения (1) теорему об изображении производной при нулевых начальных условиях (то есть 
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) известную в теории операционного исчисления 
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где 
[image: image33.wmf]()
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 - передаточная функция линейной динамической системы, 
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- комплексная переменная Лапласа.

Передаточную функцию 
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 можно изучать в частотной области аргумента. Положив
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, получим 
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 - комплексную частотную передаточную функцию линейной динамической системы. Комплексную частотную передаточную функцию можно записать в показательной форме:
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где 
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 - модуль частотной передаточной функции (амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) системы) – показывает изменение коэффициента передачи системы в зависимости от частоты
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- аргумент частотной передаточной функции, фазо- частотная характеристика (ФЧХ) системы – показывает изменение сдвига по времени, запаздывание выходного сигнала относительно входного в зависимости от циклической частоты
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Другими характеристиками линейных динамических систем являются их временные характеристики. Временная характеристика – реакция системы на стандартное входное воздействие.

Наиболее распространенными стандартными воздействиями являются:

1. Единичное, ступенчатое воздействие (единичная функция):
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Рис.1.9.2

Единичное импульсное воздействие (дельта – функция 
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 или функция Дирака). Дельта - функция является производной по времени от единичной ступенчатой функции, то есть:
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При этом 
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 обладает следующими свойством:
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Реакция линейной динамической системы на воздействия переходной функции 
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 и весовой (импульсной) характеристики
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. Эти характеристики связаны соотношениями:
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Установим связь между передаточными функциями линейной системы и импульсной характеристикой системы. Допустим, что на входе системы воздействует дельта – функция, то есть -
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Найдем изображение по Лапласу дельта – функции
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Следовательно,
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 будет являться изображением по Лапласу импульсной характеристики:
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Таким образом, передаточная функция линейной системы является преобразованием Лапласа от импульсной характеристики.

При произвольном законе изменения входного сигнала 
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 выходная реакция линейной динамической системы с передаточной функцией 
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 определяется интегралом Дюамеля (Сверткой двух функций):
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((- переменная, характеризующая временную задержку, сдвиг сигнала относительно момента времени t).

Найдем 
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 для интересующего звена с переходной функцией:
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Вначале найдем
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. В соответствии с теоремой разложения:
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для передаточной функции 
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