Вероятностное описание и характеристики случайных процессов в системах связи
Случайный процесс характеризуется тем, что случайная величина, принимающая какое-то множество значений (конечное или бесконечное), зависит также от времени наблюдения за этой величиной.

Примерами случайного процесса являются осциллограммы напряжения шумов; амплитуда и фаза принимаемого радиосигнала, прошедшего через турбулентную среду, обуславливающую замирание сигнала; поток заявок на обслуживание в системах массового обслуживания и т.д.

С математической точки зрения случайные процессы описываются случайными функциями.

Случайной функцией ξ(t) называется такая функция, которая при любом фиксированном значения аргумента, т.е.


, является случайной величиной.

Вид наблюдаемой функции ξ(t) в одном опыте (испытании), как правило, не случаен. Вид функции ξ(t) в одном опыте называют реализацией случайной функции. Для анализа ξ(t) необходимо иметь множество реализаций (рис. 1.3.1).

Совокупность всех возможных реализаций 


 образует случайную функцию ξ(t). При этом график случайной функции как бы «размывается» на временной диаграмме.

Различают пять основных видов случайных процессов:

- Дискретная случайная последовательность, ξ(t) и t образуют дискретные множества. На рис. 1.3.2. приведена реализация случайной функции


. 
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                     Рис. 1.3.2.

-Случайная последовательность (непрерывный процесс с дискретным временем). На рис 1.3.3. огибающая случайной последовательности обозначена в виде кривой линии. Такие последовательности встречается при амплитудно-импульсной модуляции сигнала в дискретные моменты времени
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    Рис. 1.3.3.
-Дискретный процесс (дискретный процесс с непрерывным временем) приведен на рис. 1.3.4
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             Рис. 1.3.4.

Дискретный процесс может рассматриваться как результат квантования сигнала только по уровню.

- Непрерывный процесс (рис 1.3.1) наиболее часто встречается в системах связи. Например, к ним можно отнести первичные аудио- и видеосигналы и т.д.

- Точечный процесс (поток) – последовательность точек, расположенных случайным образом на оси времени (рис.1.3.5.).
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              Рис. 1.3.5.

В качестве точечного процесса можно рассматривать моменты времени наступления отказов в аппаратуре, поток заявок (звонков) на обслуживание.

В качестве описания случайных процессов и полей используют те же вероятностные характеристики, что и для случайных величин – плотность вероятности (ПВ), интегральная функция распределения (ИФР), корреляционные функции.

Сложность нахождения вероятностных характеристик ξ(t) заключается в том, что случайный процесс «зависит» от параметра – времени. Чтобы преодолеть эту сложность для определения вероятностных характеристик используют временные «срезы» случайной функции ξ(t), т.е. ξ(t1) в момент t1, ξ(t2) в момент t2  (рис.. 1.3.7.). 


В общем случае моменты времени выбираются произвольно и могут отстоять друг от друга на расстоянии (. При фиксированном 


).  

 (или  

 становится случайной величиной 

) случайная функция 

 (или
Вероятностные характеристики

Под одномерной интегральной функцией распределения 


 того, что значение случайной функции в момент времени t=ti меньше некоторого уровня xi  (xi- переменная величина),


 понимается вероятность 



.
Производная от функции F(xi,ti) по 








носит название одномерной плотности вероятности.

Одномерные ПВ и ИФР характеризуют процесс «статически», в одной (хотя и произвольной) точке, и не дают полного, исчерпывающего представления о характере изменения случайного процесса во времени. Другими словами, одномерные функции распределения не отвечают на вопрос о зависимости случайных величин 


. 


 при различных
Поэтому вводят в рассмотрение соответственно n-мерные ИФР и ПВ: 
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где
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 – переменные величины для соответствующих моментов наблюдения 
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По аналогии с числовыми характеристиками случайных величин рассмотрим «усредненные» характеристики случайных процессов. В отличие от числовых характеристик случайных величин, представляющих числа, «усредненные» характеристики  случайных функций в общем случае являются функциями.

Зная одномерный закон распределения, можно определить центральный момент I – го порядка (математическое ожидание) как
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Таким образом, из формулы (1.3.1) видно, что математическое ожидание случайной величины есть неслучайная функция


, которая при каждом значении аргумента t равна математическому ожиданию соответствующего сечения случайной функции. Иначе говоря, математическое ожидание есть некоторая средняя функция, около которой варьируются реализации случайной функции. 

Аналогично математическому ожиданию определяется центральный момент II-го порядка (дисперсия): 



где 


. Из формулы (1.3.2.) видно, что дисперсией называется неотрицательная неслучайная функция, значение которой в каждый момент времени t равно дисперсии соответствующего сечения случайной функции. Другими словами, словами дисперсия случайной функции характеризует разброс возможных реализаций случайной функции относительно среднего. 


 - переменная центрированной случайной функции
Несмотря на того, что математическое ожидание и дисперсия являются важными характеристиками случайных функций, они недостаточно полно описывают особенности последних. Чтобы убедиться в этом, можно рассмотреть два случайных процесса 


 (рис. 1.3.8.) с одинаковыми математическими ожиданиями и дисперсией, однако характер процессов будет различен.


 и 
Один из процессов 


 - более слабая зависимость. 


 имеет место более сильная зависимость между отдельными значениями, а для процесса 

 - с явно выраженным «скачкообразным» изменением. При этом для случайной функции 

 более «плавный», а другой  
Внутренняя структура обоих случайных процессов совершенно различна и не отражается в его описании при помощи математического ожидания и дисперсии. Поэтому для изучения степени статистической связи между ординатами (сечениями) для двух произвольно взятых моментов времени вводится специальная характеристика – смешанный центральный момент II-го порядка, который называют функцией корреляции (иначе - автокорреляционной функцией):



где 


:


 равна корреляционному моменту соответствующих сечений случайной функции

, 

, которая при каждой паре значений

. Другими словами, автокорреляционной функцией называется неслучайная функция двух аргументов

 и

 соответственно в моменты времени 

 - переменные значения  ординат центрированной случайной функции 

 и 

; 

 – двумерная плотность вероятности случайных величин



 (1.3.4.)

Рассматривая аргументы корреляционной функции 


. 

 случайного процесса

в качестве переменных можно построить график этой функции.  На практике поступают следующим образом, задаются рядом реализаций 
 Следует отметить, что автокорреляционная функция при равенстве моментов времени 


 обращается в дисперсию случайной функции. 


Отсюда следует, что необходимость в знании дисперсии как отдельной характеристики отпадает. Достаточно знать математическое ожидание и корреляционную функцию случайного процесса.

Понятие о стационарных и эргодических случайных процессах

Рассмотрим некоторый случайный процесс с бесконечным множеством реализации, продолжающийся во времени неопределенно долго (рис. 1.4.1.).




Рис. 1.4.1.

Возьмем произвольно N сечений в моменты времени 
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 (рис.1.4.1.). Пусть для этих сечений существует N-мерная интегральная функция распределения
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Дальше будем рассматривать еще дополнительно N сечений случайной функции ((t), но уже отстоящие относительно моментов времени t1,…,tN  на произвольную величину τ≠0. Другими словами, возьмем еще N сечений процесса ((t) в точках 
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 (рис .1.4.1.). Допустим также, что для них также существует N-мерная интегральная функция распределения  
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Случайный процесс ξ(t) называется стационарным в узком (строгом) смысле, если все конечномерные функции распределения вероятности любого порядка инвариантны (независимы) относительно сдвига во времени, т.е. при любом выборе N и τ справедливо неравенство 
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Вполне логично предположить, что при любом выборе N и τ также должно выполняться равенство для плотностей вероятности соответствующих срезов процесса ξ(t): 
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Проще говоря, формулы (1.4.1.) и (1.4.2.) показывают на то, что случайная функция ξ(t) называется стационарной, если все ее вероятностные характеристики не меняются при любом сдвиге аргументов, от которых они зависят, по оси t.

МО и дисперсия стационарного случайного процесса 


постоянны (не зависят от времени). На самом деле, по формуле (1.3.1.) и с учетом равенства (1.4.1.) для математического ожидания в произвольный момент времени t имеем:
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аналогично для дисперсии в произвольный момент времени (по формуле (1.3.2.)) и учетом полученной выше формулы получим
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Для стационарных процессов автокорреляционная функция зависит лишь от разности аргументов
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Случайный процесс ξ(t) с конечной дисперсией называется стационарным в широком смысле, если его математическое ожидание и корреляционная функция инвариантны относительно сдвига по времени



, т.е. и 



Из определения стационарности случайного процесса в широком смысле видно, что математическое ожидание и дисперсия не зависит от времени, а корреляционная функция – от начала ее отсчета.

Следует также заметить, что случайный процесс стационарный в широком смысле может быть не стационарен в узком смысле. И наоборот, процесс стационарный в узком смысле всегда будет стационарным в широком смысле. 

Рассмотрим некоторой стационарный случайный процесс качестве однородного (рис. 1.4.2.). Разобьем бесконечно продолжительную реализацию этого процесса на достаточно большие




Рис. 1.4.2.

 подынтервалы Т1,Т2 и т.д. Каждый из этих подынтервалов наблюдения  можно рассматривать как оригинальную реализацию исследуемого случайного процесса. Если каждый (или почти каждый) из подынтервалов сможет дать достаточно полное представление о свойствах случайной функции в целом, то в этом случае говорят, что случайная функция обладает  эргодическим свойством. Другими словами, эргодическое свойство состоит в том, что каждая отдельная реализация случайной функции является как бы «полномочным представителем» всей совокупности возможных реализаций; или каждая (почти каждая) реализация достаточной продолжительности может заменить при обработке множество реализаций той же продолжительности.

Следует отметить, что не всякая стационарная случайная функция обладает эргодическим свойством. Об эргодичности или неэргодичности случайного процесса может свидетельствовать вид его корреляционной функции. Без доказательства примем, что достаточным условием эргодичности случайного процесса является стремление к нулю автокорреляционной функции, т.е. 




.

Если при 
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 автокорреляционная функция стремится к постоянному значению (отличному от нуля), то стационарный случайный процесс не обладает свойством эргодичности.

Если случайная функция 
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 обладает эргодическим свойством, то для нее среднее по времени (на достаточно большом участке наблюдения) приближенно равно среднему по множеству реализаций. Образно говоря, процесс усреднения «поперек» нескольких реализаций случайного процесса заменяется усреднением «вдоль» одной реализации случайного процесса.  

Таким образом, все характеристики (математическое ожидание, дисперсию, корреляционную функцию) можно получить путем усреднения соответствующих величин ξ(t) по одной реализации достаточно большой длительности.

На практике временной интервал Т наблюдения за эргодическим случайным процессом берут достаточно большим, но конечным. 
Схема измерения функции автокорреляции эргодического  процесса согласно алгоритмам (1.4.5.) и (1.4.7.) изображена на рис. 1.4.3.

[image: image26.wmf][image: image27.wmf]
Графики типовых автокорреляционных функций 


 стационарных эргодических случайных процессов с медленно убывающими (1) и быстро убывающими (2 ) связями представлены на рис. 1.4.4. 
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Рис. 1.4.4.
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