Основные понятия и теоремы элементарной теории вероятности

По характеру проявления события классифицируются по виду на:

- достоверные (Д), которые в результате опыта непременно должны произойти (например, успешная передача сигнала по исправной линии связи в отсутствии помех);

- невозможные (Н), которые в данном опыте не могут произойти (например, успешная передача сигнала по неисправной линии связи); 

- случайные (С) (например, успешная передача сигнала по исправной линии связи в присутствии помех может произойти, а может и не произойти). 

Вероятность представляет собой числовую характеристику степени возможности появления какого-либо события. При этом вероятность принимает значения из числового отрезка [0,1] (иногда, в обыденных случаях, вероятность «измеряют» в процентах в интервале 0…100%). Обычно принимают, что вероятность достоверного события: Р(Д)=1; невозможного Р(Н)=0; случайного 0≤Р(С)≤1.

События называются несовместимыми, если они не могут произойти вместе или одновременно, в противном случае события – совместимые.

События называют равновозможными, если есть основание считать, что ни одно из них не является более возможным, чем другое.

Несколько событий образуют полную группу, если в результате испытания обязательно происходит хотя бы одно из них.

Назовем исходом результат каждого испытания. Пусть некоторое испытание имеет N равновозможных исходов,а n – количество исходов этого испытания, приводящих к наступлению события А, тогда вероятность события А равна:
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Когда N и n определить невозможно, пользуются геометрическими описаниями исходов того или иного события, как показано на (рис. 1.1.1.). [image: image2.png]S@)

S(®).




Рис. 1.1.1.
На рисунке обозначены: S(A) - площадь фигуры, благоприятствующей наступлению события А; S(Φ) – площадь фигуры полной группы событий, которую можно рассматривать в качестве достоверного события. Тогда вероятность наступления события А можно определить по формуле: 
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Суммой (или объединением) множества событий А1,А2,А3,… называется событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходит по крайней мере одно («хотя бы одно») из этих событий. Сумма событий обозначается:
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где «+» - логическая операция ИЛИ.

Произведением (или пересечением) событий А1,А2,А3,… называется такое событие А, которое происходит тогда и только тогда, когда происходят все события вместе («одновременно»).

Произведение событий обозначается:
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где «*» - логическая операция И.

Определим вероятности сложных событий, представляемые в виде суммы отдельных (простых) событий. Для наглядности удобно воспользоваться геометрической интерпретацией этих понятий.

Вначале рассмотрим вероятность суммы двух несовместных событий. На диаграмме (рис. 1.1.2.) несовместные события А1 и А2 не пересекаются, т.е. нет случаев которые благоприятны и А1 , и А2 вместе. Сумма событий А обозначена пунктирной линией, событие объединяет эти события. На рисунке через S(Φ) обозначена  площадь фигуры достоверного события, в которой «располагаются» фигуры событий А1 и А2, S(A1) и S(A2) – площади фигур соответствующие событиям A1 и A2.
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Рис. 1.1.2.

Площадь фигуры, благоприятствующей наступлению событию А равна:
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Разделим правую и левую части равенства (1.1.1.) на S(Φ):
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С учетом определения вероятностей наступления событий А, А1 и А2 соответственно 
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  имеем:
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откуда получим формулу вероятности суммы двух несовместных событий:
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Пусть теперь события А1и А2 совместны, т.е. имеют зону пересечения. Зона пересечения благоприятствует «одновременному» наступлению этих событий.  Фигура пересечения, показанная на рис.1.1.3. заштрихована, пусть она имеет площадь S(A1,A2).
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                Рис. 1.1.3

Площадь фигуры S(A), благоприятствующей событию А:
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В формуле (1.1.3.) применено вычитание величины  S(A1,A2) , т.к. эта величина дважды входит в сумму 
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Разделим (1.1.3) на S(Φ):
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В итоге получим вероятность суммы двух совместных событий
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где 
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- вероятность произведения событий А1 и А2.

Методом полной индукции можно доказать общую формулу для вероятности суммы любого числа совместных событий: 
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Определим вероятности сложных событий, представляемых в виде умножения простых событий. Сначала введем понятие независимости событий и условной вероятности события А.

Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет, в противном случае событие А называется зависимым. 

Вероятность события А, вычисленная при условии, что имело место событие В, называется условной вероятностью и обозначается Р(А/В).

Определим условную вероятность Р(А/В) с помощью диаграммы на рис 1.1.4. Пусть появляется событие В, а затем событие А, совместное с В. Т.к. событие А  «связываем» только с событием В (при этом событие B можно рассматривать в качестве достоверного по отношению к A), условную вероятность можно определить в виде (см. рис. 1.1.4.):
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Рис.1.1.4.
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где S(AB)-площадь фигуры, благоприятствующей наступлению событий А и B, S(B) - площадь фигуры, благоприятствующей событию В. Разделим и умножим (1.1.6.) на S(Φ) и с учетом определения вероятностей
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, получим: 
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Формулу (1.1.7) можно также переписать в виде
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В силу симметрии также справедливо равенство:
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так как в качестве наступления «первого» события можно рассматривать событие  А, а в качестве зависимого - событие В.

Следствием теорем сложения и умножения вероятностей является так называемая формула полной вероятности.

Пусть требуется определить вероятность некоторого события А, которое может произойти вместе с одним из событий Н1, Н2…Нn, образующих полную группу несовместных событий.
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Рис. 1.1.5 

Проиллюстрируем решение задачи с помощью диаграммы на рис. 1.1.5. Пусть «вначале» наступает хотя бы одно событие из множества {Н1, Н2…Нn}, затем «появляется» зависимое событие А, Так как  события Н1 и Нn несовместны, то площадь фигуры, благоприятствующей наступлению события A равна сумме площадей заштрихованных фигур (другими словами, событие А может появиться в комбинации с событиями Н1, Н2…Нn):    
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Несколько преобразуем формулу (1.1.12). Для этого почленно разделим и умножим ее на величину S(Hi) 
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и далее разделим правую и левую части вышеприведенного выражения на S(Ф). С учетом определения условной вероятности  получим:
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Так как отношение S(A)/S(Ф) в левой части (1.1.13) численно равно вероятности P(A) наступления события A, поэтому (1.1.13) можно переписать в виде:
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Формула (1.1.14) является формулой полной вероятности.

Следствием теоремы умножения и формулы полной вероятности является теорема гипотез (формула Байеса).

Теорема гипотез решает следующую задачу: пусть имеется полная группа гипотез (событий) Н1, Н2…Нn с известными вероятностями их появления Р(Н1), Р(Н2),…,Р(Нn). Проведен опыт, в результате которого появилось событие А. Спрашивается, с какой из гипотез следует связывать событие А. Другими словами, нужно найти условную вероятность Р(Нi/A) для каждой гипотезы. По определению условной вероятности имеем:
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Далее, вместо Р(А) подставляем выражение (1.1.14) и окончательно получаем формулу Байеса: 
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Формула Байеса (1.1.16) позволяет скорректировать  вероятности гипотез после того, как становится известным результат испытания, в итоге которого появилось событие А. В частности, в теории связи формула (1.1.16) используется для выработки критерия наилучшего (оптимального) приема полезных сигналов на фоне помех.

Случайные величины и их числовые характеристики

Скалярной случайной величиной ( называется такая переменная величина, которая в результате опыта может принимать то или иное заранее неизвестное значение.

Различают два типа случайных величин: дискретные и непрерывные.

Дискретная случайная величина может принимать конечное либо бесконечное счетное множество значений. Другими словами, значения дискретной случайной величины можно пронумеровать. В качестве примера дискретной случайной величины можно привести коды букв машинописного текста. Легко понять, что дискретность случайной величины в этом случае обусловлена счетным множеством используемого алфавита.

Непрерывная случайная величина принимает бесчисленное множество значений в конечных, полубесконечных и бесконечных интервалах. При этом, в отличие от дискретных случайных величин, значения непрерывных случайных величин невозможно пронумеровать. Примером непрерывной случайной величины может считаться  время безотказной работы электронного прибора (транзистора, радиолампы, диода и т.д.).

Полной статистической характеристикой одномерной случайной величины является закон распределения вероятностей.

В случае дискретной величины ξ под этим законом понимается соотношение, устанавливающее зависимость между возможными  значениями 
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Для удобства вводят в рассмотрение универсальную характеристику (пригодную как для дискретных, так и для непрерывных случайных величин) – функцию распределения вероятностей F(x),Fk(x). Функция распределения определяет вероятность Р того, что случайная величина ξ примет значения меньше некоторой текущей переменной x (либо переменного вектора х={x1,x2,…xk}):

-F(x)=P(ξ<x) (для скалярной случайной величины ();

-Fk(x)=P(ξ1<x1,ξ2<x2,…,ξk<,xk) (для векторной случайной величины;
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 (T- индекс транспонирования).
Функцию F(x) (или
[image: image41.wmf]_

()

k

Fx

) называют также интегральной функцией распределения или интегральным законом распределения.

Интегральную функцию распределения можно также интерпретировать как вероятность того, что значения случайной величины ( принадлежит полубесконечному интервалу 
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 (или полубесконечному участку гиперплоскости 
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), т.е. для скалярной случайной величины можно записать 
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 или для векторной случайной величины - 
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Ограничиваясь рассмотрением только непрерывной скалярной случайной величиной, сформулируем общие свойства интегральной функции распределения:

1. F(-()=P(ξ<-()=
[image: image46.wmf]lim
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F(x)=0;

2. F(+()=
[image: image47.wmf]lim
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F(x)=1;

3. F(x2)(F(x1) при х2>x1, т.е. F(x) - неубывающая функция;

4. P(x1≤ξ<x2)=F(x2)-F(x1).

Не давая строгого доказательства этих свойств, проиллюстрируем их справедливость. В соответствии с интерпретацией интегральной функции распределения, для первого свойства имеем
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, т.е. значения случайной величины ( как бы «стягиваются» в одну точку, а вероятность непрерывной случайной величины в точке равна нулю. Для второго свойства имеем, что
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. Это значит, что случайная величина ( принимает все возможные значения на числовой прямой, а это, в свою очередь, является достоверным событием, и следовательно, вероятность такого события равна единице. Для обоснования третьего свойства будем исходить из следующих предположений: т.к. 
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 можно представить в виде суммы двух подынтервалов в виде:
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. Тогда  интегральную функцию распределения 
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 можно переписать следующим образом:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image55.wmf]12112
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где 
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 - вероятность того, что случайная величина ( будет принимать значения из отрезка
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. Из свойства неотрицательности значений вероятности 
[image: image58.wmf]12

()

Pxx

x

£<

 (т.к. 
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принимает значения из отрезка [0,1]) сразу вытекает свойство номер три. Четвертое свойство, как это легко видеть, вытекает из доказательства третьего  свойства интегральной функции распределения.

Примеры графиков функций распределения дискретной и непрерывной скалярной случайной величины ξ соответственно показаны на рис.1.2.1.и 1.2.2. 

В прикладных задачах пользоваться интегральной функцией распределения F(x) иногда неудобно, поэтому вводят в рассмотрение дифференциальный закон распределения p(х) (pk((x)):
p(x)=dF(x)/dx-для скалярной случайной величины;

pk((x)=
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 - для векторной случайной величины. 

Функция 
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 (или
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) – производная функции распределения характеризует как бы плотность, с которой распределяются значения случайной величины в данной точке. Поэтому эту функцию часто называют плотностью распределения (или плотностью вероятности) непрерывной случайной величины.

Примеры графиков функций плотности распределения дискретной и непрерывной случайных величин приведены на рисунках 1.2.3. и 1.24. соответственно:

Выразим вероятность попадания непрерывной случайной величины ( на отрезок от 
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 до 
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 (рис. 1.2.4) через плотность распределения. Очевидно, она равна сумме элементов вероятности 
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 (где dx - бесконечно малый отрезок, примыкающий к точке x) на участке
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, т.е. интегралу
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    (1.2.1)

Геометрически вероятность попадания величины ( на участок 
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 равна площади кривой распределения, опирающейся на этот участок (рис. 1.2.4.).

Покажем, что вероятность отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю. Возьмем любую точку x на оси абсцисс и элементарный участок
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. Тогда, используя формулу (1.2.1), вероятность в точке 
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будет равна:
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Так как вероятность любого отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю, то в (1.2.1) можно рассматривать отрезок
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, не включая в него левый и правый концы, т.е. в виде
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Выразим функцию распределения 
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 через функцию плотности распределения. По определению функции распределения запишем, что
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откуда по формуле (1.2.2) имеем:
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                                                                      (1.2.3.)

Геометрически 
[image: image77.wmf]()

Fx

 есть площадь фигуры, ограниченной  сверху кривой распределения и снизу осью абсцисс на участке
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Перечислим основные свойства плотности распределения  p(x):  
1. Функция  p(x)≥0, т.е. p(х) неотрицательна (это свойство вытекает из того, что функция распределения 
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есть неубывающая функция);

2. Вероятность попадания случайной величины ( в интервал (х1,х2) равна:   
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 (это свойство вытекает из того, что P(x1≤ξ<x2)=F(x2)-F(x1) и формулы (1.2.2.)

3. Условие нормировки скалярной случайной величины
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 (это свойство следует их формулы (1.2.3.) и из того, что
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Однако в вопросах обработки сигналов знание вероятностных характеристик сигнала не всегда бывает достаточным, часто  необходимо указывать на отдельные числовые параметры, до некоторой степени характеризующие существенные черты распределения случайной величины. К таким параметрам относят числовые характеристики случайной величины. В области обработки сигналов особый интерес представляют числовые характеристики положения и разброса случайной величины. Следует отметить, что числовые характеристики случайной величины определяются на основе знания ее вероятностных характеристик. 

Перечислим наиболее важные числовые характеристики случайных величин:

1.Математическое ожидание (характеристика положения) определяют абсциссу центра тяжести кривой распределения. Другими словами, математическое ожидание указывает некоторое среднее, ориентировочное значение, около которого группируются все возможные значения случайной величины. Математическое ожидание определяется как «средневзвешенное» значение из значений x, которые принимает случайная величина (, взятые с «весом», пропорциональным вероятности (либо элемента вероятности) этих значений. Формулы вычисления математического ожидания для дискретных, непрерывных и систем случайных величин сведены в Таблицу 1.2.1

Вычисления математического ожидания для дискретных, непрерывных и систем случайных величин
2. Дисперсия – величина, пропорциональная  мощности рассеивания (разброса) центрированной случайной величины. Центрированной случайной величиной 
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 называется отклонение случайной величины ( от ее математического ожидания
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Дисперсию (или в математической литературе ее называют начальным моментом второго порядка) определяют как математическое ожидание квадрата центрированной случайной величины 
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Формулы вычисления дисперсии для дискретных, непрерывных и систем случайных величин сведены в Таблицу 1.2.2 

Дисперсия случайной величины пропорциональна мощности ее разброса. 

Для удобства пользования характеристикой рассеивания, из дисперсии извлекают квадратный корень. Полученную величину 
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 называют средним квадратическим отклонением (СКО) случайной величины (:
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Размерность СКО совпадает с размерностью самой случайной величины, поэтому СКО рассматривают как среднюю величину разброса случайной величины.

Для системы случайных величин ξ1, ξ2… ξk вводят в рассмотрение также k(k-1) корреляционных моментов 
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- соответственно значение и математическое ожидание случайной величины
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- соответственно значение и математическое ожидание случайной величины
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Выше рассмотренные числовые характеристики могут быть распространены на случайные величины с условными вероятностными характеристиками.

Таким образом, математическое ожидание, центральные моменты представляют собой наиболее употребительные числовые характеристики случайных величин.
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