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ДИСКРЕТНЫЕ ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ПР-ВА        (c) http://karatel.nm.ru

Под случайным экспериментом понимается эксперимент, возможные результаты или исходы которого нельзя заранее предсказать. Под случайной величиной (СВ) понимается случайный эксперимент, значениями которого являются вещественные числа. Результат – число, если несколько чисел – случайный вектор. Если функция – случайный процесс. ε,y – случайные величины, их значение – исходы или элементарные события. СВ называется дискретной, если все ее возможные значения можно пронумеровать. Пусть ε – дискретный случайный эксперимент, ω1…ωn – возможные значения или исходы. Пусть Ω={…} – множество всех исходов. Пример: пусть ε – бросается игральная кость => ω1,…ω6, Ω=[ω1…ω6].     ωk – экспериментальное событие, Ω – достоверное событие. Любое подмножество из Ω: AcΩ называют просто событием. Ø – невозможное событие. ε(Ω. Над событиями можно совершать некоторые операции.    1. A+B – новое событие, A+B=AUB; A+B происходит тогда и только тогда, когда происходит A или B.    2. A*B=A∩B; A*B  - , когда происходят одновременно А и В.     3. A – дано => A(вектор)=Ω-A; A(вектор) происходит тогда и только тгда, когда не происходит событие А. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: А и В называются несовместными, если их произведение не равно несовместному событию, то есть они одновременно произойти не могут. A*B≠Ø, ОПРЕДЕЛЕНИЕ: множество всех событий F={AcΩ} вместе с тремя операциями называют алгеброй событий. ЗАМЕЧАНИЕ: таким образом, по дискретному случайному эксперименту ε мы построили пару (Ω, F). Пример: ε – кость бросают, Ω={ω1…ω6}; A – {выпало четное число очков}={ω2,ω4,ω6}; B={ω1,ω2,ω3 меньше 3 очков; A+B={ω1-ω4, ω}; A*B={ω2}; A(вектор)={ω1,ω3,ω5} нечетное число очков. Оказывается для дискретной случайной величины достаточно определить вероятности только на элементарных событиях. ω1…ωn….   ωk(p(инд.k) каждому событию ωk сопоставляют pk, причем 1) все числа должны быть не отрицательными 0≤pk≤1; 2) ∑[по k] p(инд.k)=p(ωk) называют вероятонстями элементарного события. Пусть AЄF, тогда положим по определению P(A)=∑[k: ωkЄA] p(инд.k).    ПРИМЕР: ε – кость, Ω={ω1…ω6}; p1=p1=…=p6=1/6; пусть А={чет.числа}={ω2,ω4,ω6}; p(A)=p(ω2)+p(ω4)+p(ω6)=1/2; P(Ø)=0; СЛЕДСТВИЕ: 1) P(Ω)=1, 2) A и B – несовместные => P(A+B)=P(A)+P(B). Док-во: по определению P(A+B)=∑[k: ωkЄA или ωkЄB] p(инд.k)=|A∩B=Ø|=∑[k: ωkЄA] p(инд.k) + 

+∑[k: ωkЄB] p(инд.k) = P(A)+P(B); 3) P(A(вектор))=1-P(A); A и A(вектор) – несовместны => по 2) P(A+A(вект.)=P(A)+P(A(вект)); A+A(вект)=Ω, P(A+A(вект)=P(Ω)=1; 4) A и B – любые события, тогда P(A+B)=P(A)+P(B)-

-P(AB); Док-во: как и раньше, имеем P(A)+P(B)= ∑[k: ωkЄA] p(инд.k) + 

+∑[k: ωkЄB] p(инд.k) = | ωkЄA <=>; ωkЄ(A\B) или; ωkЄA*B| =

= ∑[k: ωkЄA\B] p(инд.k) + ∑[k: ωkЄA] p(инд.k) + ∑[k: ωkЄB] p(инд.k)=

=∑[k: ωkЄA\B] p(инд.k) +∑[k: ωkЄA*B] p(инд.k)=P(A+B)+P(AB) => справедливо соотношение P(A)+P(B)=P(A+B)+P(AB). ЗАМЕЧАНИЕ. Таким образом, по дискретной случайной величине мы построили тройку (Ω, F, P) которая называется дискретным вероятностным пр-ом. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: дискретное вероятностное пространство называется классической моделью, если 1) Ω конечно, т.е. {ω1..ωn}, 2) все элементарные события равномерны P(ω1)=P(ω2)=..=P(ωn)=1/n; В этом случае P любого события А вычисляется по другой формуле: P(A)= ∑[k: ωkЄA] p(инд.k) = ∑[k: ωkЄA] 1/n = n (инд.А)/n, n (инд.А) =
=∑[k: ωkЄA]  1 = {число элементов множества А}; P(A)=n(инд.А)/n Классическое определение вероятности. ЗАМЕЧАНИЕ. На самом деле теория вероятности рассматривает только те события А и их вероятности Р(А), для которых справедлив принцип статической устойчивости (закон больших чисел). Этот принцип является объективным законом природы.

Формулировка закона: при многократном повторении испытаний, независимым образом и в одних и тех же условиях, относительные частоты любых событий являются устойчивыми, т.е. сходятся к какой-то величине. 

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ

1) Основное правило 

комбинаторики. Пусть есть 2 

независимых действия, первое из 

которых можно совершить n 

спосбами, второе – m. Тогда 

сложное действие, 

состоящее из этих 2х можно 

совершить n*m способами.

2) Перестановка. 
смотри рисунок.   (
3) Сочетание. 

есть выборки объема k. Две выборки будут считаться равными, если они отличаются только составами, а порядок следуования элементов несущественнен. C(с.k)(инд.n)=n!/k!(n-k)!;

4) Размещение. Та же модель, но 2 выборки разные, если они отличаются либо составом, либо порядком следования элементов. A(c.k)(инд.n)=

=C(с.k)(инд.n)*k!=n!/(n-k)!; 

Пример: P(A), A – из 3 шаров 2 черных и 1 белый. 10 шаров, 6 черных, 4 белые. P(A)=n(инд.А)/n; n=C10; n(инд.А)=C(c.2)(инд.6)*C(с.1)(инд.4); P(A)=C(c.2)(инд.6)*C(c.1)(инд.4)/C(c.3)(инд.10); 

ОБ АКСИОМАХ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТИ

ЗАМЕЧАНИЕ: с точки зрения практики теории вероятности рассматриваются только те события, для которых справедливо пр. стат. устойчив.   Ω ( множесто элементаных событий, ω – элементарное событие. F={A: AcΩ} – символ алгебраических событий.

1. A+B, 2. A*B. 3. A(вектор). 
4. ∑[k=1] A(инд.k) П[сверху ∞, снизу k=1 A(инд.k); на F определяются функции (вероятность), AЄF, каждой А сопоставляют P(A), A(P(A);

1) P(Ø)=0, P(Ω)=1, 0≤P(A)≤1; 2) Пусть А и В – несовместные => P(A+B)=P(A)+P(B); 3) A и И – несовместны, P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB), 4) пусть A1…An … последовательность несовместных событий, тогда P(∑[∞; k=1] A(инд.k)=∑[∞; k=1] P(A(инд.k);  2), 3) – аддитивность P, 

4) – сигмоаддит. Р. Таким образом есть (Ω, F, P) – вероятностные пространства. СЛЕДСТВИЕ: 1) P(A(вектор))=1-P(A); A+A(вектор)=Ω; 

2) P(A+B)=P(A)+P(B); 3) A≤B; P(A)≤P(B); 4) P(∑[∞; k=1]A(инд.k))≤

≤∑[∞; k=1] P(A(инд.k)). 

НЕЗАВИСИМОСТЬ СОБЫТИЙ. УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ. ФОРМУЛЫ ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ БАЙЕСА.

Пример: 1) ε – кость, А={четное число}, B={число очков ≤3}, P(B)=1/2, A, P(инд.А)(В)=1/3, А и В – зависят между собой. 2) ε1 и ε2 – кость бросают 2 раза. А1={четное число при ε1}, B2 = {≤3, ε2}; P(B2)=1/2; P(инд.А1)(В2)=

=1/2=P(B2); А и В независимы. ОПРЕДЕЛНИЕ: Событие А и В независимы, если P(AB)=P(A)P(B), в противном случае события независимы. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: события А1…Аn независимы, если P(A1*A2*…*An)=P(A1)*P(A2)*…*P(An). ОПРЕДЕЛЕНИЕ: условной вероятностью события А при условии, что В произошло называется число, которое вычисляется по правилу P(инд.В)(А)=P(A/B)=P(A*B)/P(B). 

ЗАМЕЧАНИЕ. С помощью условной вероятности можно вычислить вероятность произвольного события P(AB)=P(инд.В)(А)*P(B)=P(A/B)*P(B). Если А и В независимы, получаем более простую формулу P(AB)=P(A)P(B). Покажем, что события А и В независимы тогда и только тогда, когда P(A/B)=P(A) или P(B/A)=P(B)      (1); Пусть А и В независимы => P(A/B)=

=P(AB)/P(B)=P(A)P(B)/P(B)=P(A). Пусть выполнены соотношения (1) => P(AB)=P(A/B)*P(B)=P(A)*P(B). ПРИМЕР: 20 вопросов, 25 выучили, 3 вопроса на экзамене. Вероятность ответа на ни? A – ответ на 1 вопрос, B – на 2, С – на 3. P(ABC)-? P(ABC)=P(C/AB)P(AB)=P(C/AB)P(B/A)P(A); 

P(A)=25/30; P(B/A)=24/29); P(C/AB)=23/28); P(ABC)=115/203≈1/2. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Будем говорить, что A1…An образуют полную группу событий, если выполняется 2 условия: 1) A1+…+An = Ω всегда происходит хотя бы одно из событий A1…An. 2) Ai=Aj=Ø, i≠j одновременно любые 2 события произойти не могут. ПРИМЕР: Пусть ε – кость, А1…А6. 

Ak – выпало k очков, тогда A1…A6 – полная группа. 

ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ

Теорема. Пусть А1…Аn – полная группа событий, В – любое событие. Тогда P(B)=P(B/A1)P(A1)+…P(B/An)P(An); Док-во: заметим, что B=BΩ; Ω=A1+…+An, поэтому B=B(A1+…+An)=BA1+…+Ban. 

A1…An – несовместные между собой согласно 2му условию, т.к. BA1…Ban – часть события A1…An, то они тоже несовм. => P(B)=P(BA1+…+Ban)=

=P(BA1)+…+P(Ban)=(воспользуемся формулой для произведения)=
=P(B/A1)P(A1)+…+P(B/An)P(An). СЛЕДСТВИЕ (формула Байеса):

пусть А1…Аn – полная группа и В, P(B)>0, P(A(инд.k)/B)-? 

= P(BAk)/P(B)=P(B/Ak)P(Ak)/P(B/A1)P(A1)+…+P(B/An)P(An).

Т.о. получили формулу Байеса: P(Ak/B)=P(B/Ak)P(Ak)/P(B) – формула полной вероятности.

ЗАМЕЧАНИЕ: В формулах полной вероятности и Байеса событие А1…Аn принято называть ГИПОТЕЗАМИ. Последнее связано с тем, что эти формулы используются в случайях, когда эксперимент носит двухступенчатый характер.


СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И ИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ.

Мы будем рассматривать 2 типа случайных величин: 1. дискретные (их значения можно пронумеровать). 2. абсолютно непрерывные (все возможные значения которых заполняют некоторый отрезок прямой или всю прямую). ОПРЕДЕЛЕНИЕ: пусть ε – произвольная случайная величина, тогда ее функцей распределения вероятностей называются число F(x)=P(ε≤x). Данная функция распределения позволяет вычислить вероятность любого события, связанного с данным экспериментом, т.е. является максимально возможной информацией о данном эксперименте. СВОСТВА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ: 1) 0≤F(x)≤1, 2) P(εЄ(a,b])=

=F(b)-F(a); Док-во: F(b)=P(εЄ(a,b])+F(a)=P(εЄ(a,b])+P(ε≤a)=P({εЄ(a,b]}+

+{ε≤a})=P(ε≤b)=F(b).   3) F(x); x1<x2 => F(x1)≤F(x2); F(x2)-F(x1)=

=P(εЄ(x1,x2])≥0, значит F(x2)≥F(x1),   4) lim[x(+∞] F(x)=1, 

lim[x(-∞]F(x)=0, lim[x(-∞]F(x)= lim[x(+∞]P(ε≤x)=P(ε= -∞)=P(Ø)=0, 

lim[x(+∞]F(x)= lim[x(+∞]P(ε≤x)=P(ε<+∞)=P(Ω)=1. часто функцию распределения называют ЗАКОНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ случайной величины. 

F(x)=P(ε≤x);

x<1 =>

F(x)=P(ε<x)=0

1≤x<2, F(x)=

=P(ε<x)=1/6,

2≤x<3, F(x)=

=P(ε<x)=P(ε=1)+P(ε=2)=1/3; P(ε<x)=P(Ω)=1, x>6. В общем случае, если дана дискретная случайная величинв ε, функция распределения имеет вид (см. рисунок). 

Если мы знаем функцию распределения дискретной случайной величины, то можно осстановить таблицу. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: непрерывная случайная величина называется абео*** непрерыв., если ее функция распределения преставляется в виде: F(x)=∫[x; -∞] P(y)dy; P(y) – плотность распределения случайной величины ε. Поскольку функция распределения однозначно восстанавливается по плотности, то плотность распределения также является максимально возможной информацией о данной случайной величине. С другой стороны P(инд.ε)(x)=(d/dx)F(x).    

PS: (выше который F(x) есть на самом деле в оригинале F(инд.ε)(x)).

СВОЙСТВА ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

1) P(инд.ε)(y)≥0, 2) P(a<ε≤b)=∫[a, b] P(инд.ε)(y)dy (P(a<ε≤b)=F(b)-F(a)). Доказать самим. 3) ∫[-∞;+∞]P(инд.ε)(y)dy=1; возьмем P(a<ε≤b)=∫[a;b]P(инд.ε)(y)dy=[b(+∞;a( -∞] F(инд.ε)(b)-F(инд.ε)(a);

Согласно свойствам функции распределения F(инд.ε)(b)(1, F(инд.ε)(a)(0.

ЗАМЕЧАНИЕ: Для абсолютно непрерывной случайной величины P(ε=x)=0 при любом x. Док-во: По свойству 2 плотности P(ε=x)=∫[x;x]P(инд.ε)(y)dy=0

. ЗАМЕЧАНИЕ: Поскольку плотность распределения однозначно определяет функцию распределения абсолютно непрерывной случайной величины, то она поставляет максимально возможную информацию о данном эксперименте. В случае абсолютно непрерывной случайной величины распределение принято задавать с помощью плотности. 

МНОГОМЕРНАЯ ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть даны ε, η – случайные величины, тогда их совместной функцией распределения называется: F(инд.ε,η)(x,y)=P(ε≤x, η≤y). Совместная функция распределения составляет максимально возможную информацию о данной системе случайных величин. СВОЙСТВА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ: 

1) 0≤F(инд.ε,η)(x,y)≤1, F(инд.ε,η)(+∞, +∞)=1, F(инд.ε,η)(-∞,y)=

=F(x,-∞)=0 любые x,y; F(инд.ε,η)(+∞, +∞)=lim[x(+∞, y(+∞] P(ε≤x,η≤y)=

=P(ε≤+∞, η≤+∞)=P(Ω)=1; F(инд.ε,η)(-∞,y)=lim[x(-∞] P(ε≤x,η≤y)=

=P(ε≤-∞, η≤y)=P(Ø)=0.       2) F(инд.ε,η)(x,y) не убывает по каждой из переменных.   F(инд.ε,η)(x,y)=F(инд.ε,η)(x',y), x<x'. Док-во: F(инд.ε,y)(x',y)=P(ε≤x', η≤y)=|{ε≤x'}={ε≤x}+{x<ε≤x'}|=P(ε≤x, η≤y) +

+ P(x≤ε≤x', η≤y) ≥ F(инд.ε)(x,y).     3) Связь с одномерной функцией распределения. F(инд.ε, η)(x,+∞)=F(инд.ε)(x); F(инд.ε, y)(+∞;y)=F(инд.η)(y)

(док-ть) F(инд.ε,η)(x,+∞)=lim[y(+∞] F(инд.ε,η)(x,y)=lim[y(+∞] P(ε≤x,

η≤y)=P(ε≤x, η≤+∞)=|AΩ=A|=P(ε≤x)=F(инд.ε)(x).       

4) P(a<ε≤b, c<η≤d)=F(инд.ε,η)(b,d)+F(инд.ε,η)(a,c)-F(инд.ε,η)(b,c)-

-F(инд.ε,η)(a,d). Док-во: состоит в том, чтобы расписать правую часть данного соотношения, через P(ε≤x, η≤y). Проверить самостоятельно. 

АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

(ε, η), F(инд.ε,η)(x,y), В некоторых случаях функцию также можно представить в виде ∫:    F(инд.ε,η)(x,y)=∫[-∞;x]∫[-∞;y] P(инд.ε,η)(u,v)dudv.

Говорят, что P(инд.ε,η)(u,v) – плотность совмстного распределения случайной величины (ε,η). 

P(инд.ε,η)(x,y)=(∂(c.2)/∂x∂y)*F(инд.ε,η)(x,y). Плотность совместного распределения обладает следующими свойствами: 1) P(инд.ε,η)(x,y)≥0 (без доказательства), 2) ∫[-∞; +∞]∫[-∞;+∞] P(инд.ε,η)(u,v)dudv=1, F(инд.ε,η)(+∞, +∞)=1.   3) P(a<ε≤b, c≤η≤d)=∫[a;b]∫[c;d]P(инд.ε,η)(u,v)dudv Док-во из 4-го.

4) ∫[-∞;+∞]P(инд.ε,η)(u,v)du=P(инд.η)(v), 

∫[-∞;+∞]P(инд.ε,η)(u,v)dv=P(инд.ε)(u). Док-во: наобходимо проверить, что v(∫[-∞;+∞]P(инд.ε,η)(u,v)du является плотностью распределения. F(инд.η)(y)=∫[-∞;+∞]P(инд.η)(v)dv=∫[-∞;y](∫[-∞;+∞]P(инд.ε,η)(u,v)du)dv. Действительно правая часть последнего равенства равна: 

∫[-∞;+∞]∫[-∞;y]P(инд.ε,η)(u,v)dudv=F(инд.ε,η)(+∞,y)=F(инд.η)(y).

СИСТЕМА ДИСКРЕТНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Пусть ε,η – пара дискретных случайных величин и пусть (см. рисунок) 
Для совместного

описания 

случайных 

величин ε и η 

исползуется 

таблица, 

которая называется 

законом 

совместного 

распределения

дискретных 

случайных величин.

P(инд.kL)=

=P(ε=x(инд.k), 

η=y(инд.L)).

∑[k]∑[L]Pkl=

=P(Ω)=1.

Просуммируем 

первую строчку:

P11+…+Pn1=P(ε=x1; η=y1)+…+P(ε=xk, η=y1)+…+P(ε=xn, η=y1)=

=|{ε=x1}…{ε=xn} образуют искомую группу событий и в частности несовместных, => P суммы = сумме вероятностей|=P(∑[k] (ε=xk)(y=y1))=

=P(η=y1)*∑[k] (ε=xk)=P(η=y1)=P1(вектор).

НЕЗАВИСИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

A и B – независимы, P(AB)=P(A)P(B). Пусть ε и η – случайные величины, они независимы, если P(ε≤x, η≤y) как раз есть P(ε≤x)P(η≤y). В терминах функции распределения получаем F(инд.ε,η)(x,y)=F(инд.ε)(x)F(инд.η)(y)  (1)

Пусть ε и η – дискретные случайные величины, они характеризуются значениями вероятности P(инд.ij)=P(ε=x(инд.i), η=y(инд.j)); 

Pij=Pi *P(инд.j)(вектор); Pi=P(ε=x1); P(инд.j)(вектор)=P(η=y(инд.j)). 
Пусть ε и η – абсолютно непрерывные случайные величины с плотностью совместного распределения P(инд.εη)(u,v). Следовательно в силу свойств плотностей суммируют P(инд.ε)(u) и P(инд.η)(v) (достаточно проинтегрировать P(инд.ε,η)(u,v) по одной из переменных u,v). В этом случае условие независимости случайных величин ε и η можно записать в виде P(инд.ε,η)(u,v)=P(инд.ε)(u)*P(инд.η)(v), т.к. P(инд.ε,η)(x,y)=(∂(c.2)/∂x∂y)*F(инд.ε,η)(x,y), то продифферегнцировав (1) по x,y и получиим это. 

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН.

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ.

Мат ожидание случайной величины называется число, которое обозначается E(инд.ε) или M(инд.ε), вычисляется по разному.

Для непрерывной случайной величины: P(инд.ε)(u), 

E(инд.ε)=∫[-∞;+∞]UP(инд.ε)(u)du,  пусть дана не случайная функция y=φ(x), например y=x(c.2), y=sinx, тогда мат ожиданием φ(х) называется Eφ(ε)=

=∫[-∞;+∞]φ(u)P(инд.ε)(u)du.
Пусть даны ε,η случайные. P(инд.ε,η)(u,v), ε=ψ(x,y), Eφ(ε,η)-? 

Eψ(ε,η)=∫[-∞;+∞]∫[-∞;+∞]ψ(u,v), P(инд.ε,η)(u,v)dudv.

Для дискретной случайной величины: E(инд.ε)=∑[n; k=1]x(инд.k)P(инд.k),

Для случая с функцией как выше написано, имеем Eφ(ε)=∑[k] φ(xk)Pk.

Пусть даны ε, η – случайные. P(инд.ij)=φ(ε=x(инд.i), η=y(инд.j); Eψ(ε,η)=∑[i,j] ψ(x(инд.i), y(инд.j))*Pij.

ЗАМЕЧАНИЕ. Мат ожидание имеет простой практический смысл: среднее, среднее арифметическое, средне взвешенное, …, все значения случайной величины. ПРИМЕР: 1) ε – игральная кость. ε – от 1 до 6, вероятность каждого случая =1/6; E(инд.ε)=1(1/6) + 2 (1/6)+…+6(1/6)=3,5.

2) равномерное распределение. Рассмотрим a,b, a<b; P(инд.ε)(u)={1/(b-a), xЄ[a,b];   0, x¢[a,b]}; Е(инд.ε)=∫[-∞;+∞]UP(инд.ε)(u)du=∫[a; b]U(1/(b-a))du=

=(1/(b-a))U(c.2)/2 |[a;b]=(a+b)/2.  ПРЕДЛОЖЕНИЕ: ε и η – независимые случайные величины. E(ε,η)=E(инд.ε)E(инд.η). Док-во: Т.к. ε и η – независимые случайные величины => P(инд.ε,η)(u,v)=P(инд.ε)(u)P(инд.η)(v)

, (Pij=Pi Pj); E(ε,η)=|ψ(u,v)=uv|=∫[-∞;+∞]∫[-∞;+∞]ψ(u,v)P(инд.ε,η)(u,v)dudv=

=∫[-∞;+∞]∫[-∞;+∞]uvP(инд.ε)(u)P(инд.η)(v)dvdu=

=∫[-∞;+∞]UP(u)du∫[-∞;+∞]vP(инд.η)(v)dudv=E(инд.ε)E(инд.η).

ДИСПЕРСИЯ И СРЕДНЕЕ КВАДРАТИЧЕСКОЕ ОТКЛОНЕНИЕ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

Дисперсия и среднее квадратическое отклонение являются характеристикой степени рассеянности случайной величины относительно ее центра симметрии, т.е. мат. ожид. Пусть ε – случайная величине, тогда ее дисперсией называется число D(ε)=E(ε-E(инд.ε))(с.2). Средним квадратическим отклонением случайной величины назвается число τ(ε)=√D(ε)`. СВОЙСТВА ДИСПЕРСИИ: 1) D(ε)≥0, D(ε)=0, <=> ε=const. 

D(ε)=∫[-∞;+∞]φ(u)P(инд.ε)(u)du, φ(u)=(u-E(инд.ε))(c.2), 

D(ε)=∫[-∞;+∞](u-E(инд.ε))(c.2)P(инд.ε)(u)du;    2) Способ вычисления дисперсии. D(ε)=E(ε(с.2))-(E(инд.ε))(с.2); D(ε)=E(ε-E(инд.ε))(c.2)=

=E(ε(c.2)-2εE(инд.ε)+(E(инд.ε))(с.2))=E ε(c.2)-2(E ε) E(инд.ε))+(E(инд.ε))(с.2)

= E(инд.ε)(с.2)-(E(инд.ε))(с.2);  

3) Для любого λ – вещественного числа, справедливо следующее: D(λ,ε)=λ(c.2)D(ε). Док-во: воспользуемся свойством 2: E(λε)(c.2)=E(λ(c.2)ε(c.2))=λ(c.2)E(инд.ε)(c.2); E(λε)=λE(инд.ε).

Т.о. D(λε)(c.2)=E(λε)(c.2) – (Eλε)(c.2)=λ(c.2)Eε(c.2)=λ(c.2)(Eε)(c.2)=

=λ(c.2)(E ε(с.2)-(Eε)(c.2))=λ(c.2)D(ε).

4) пусть ε и η – независимые случайные величины, тогда D(ε±η)=D(ε)+D(η).

Док-во: D(ε-η)=|свойство 2|=E(ε-η)(c.2) – (E(ε-η))(c.2)=E(ε(c.2)+η(c.2) –2εη) -

- (Eε)(c.2) + (E(η))(c.2) – 2(E(инд.ε))(E(инд.η))=(Eε(c.2) – E(ε)(c.2)) +

+ (Eη(c.2) – (Eη)(c.2)) – 2(E(εη) – (E(инд.ε))(E(инд.η))=|E(ε,η)=

=E(инд.ε)E(инд.η) – ε и η – независимые случайные величины| = D(ε)+D(η).

ВЫЧИСЛЕНИЕ ЧИСЛОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ДЛЯ НЕКОТОРЫХ МОДЕЛЬНЫХ РАСРПДЕЛЕНИЙ.

1) Индикатор случайного события. Бернулевская случайная величина. 

ε=1(инд.А), А – событие.   1(инд.А)={1, A произошло; 0, А(вектор) не произошло}. Индикатор – дискретная случайная величина.  

Вычислим математическое ожидание E*1(инд.А)=0*P(A(вектор))+

+1(инд.А)P(A)=P(A). Вычислим Дисперсию: D*1(инд.А)=E(1(инд.А)(с.2) –

- (E*1(инд.А))(с.2)=|1(инд.А)(с.2)=1(инд.А)|=P(A)-(P(A))(c.2)=

=P(A)P(A(вектор)), P(A)=p; P(A(вектор))=1-p=q => E*1(инд.А)=p, D=pq.

2) Биноминальное распределение и формула Бернули.

A=Ω, P(A)=1, E 1(инд.А)=1, D 1(инд.А)=0, A – некоторое событие, P(A)=p, q=1-p; В случае, если случайные величины имеют один и тот же закон распределения, говорят, что они одинаково распределены. Одинаковая распрделенность означает, что эксперимент повторится при одних и тех же условиях. Xn – {число 
появления события А в 
n независимых 
одинаковых испытаниях}

. Xn=1(инд.А)(с.(1) +…

…+1(инд.А)(с.(n)). 

Xn – счетчик собтия А. 
На рисунке 

формула Бернули, 

а распределение – 

биноминальное.

3) Геометрическое распределение. ПРИМЕР. А – стрелок попал в цель, А(вектор) – не попал. P(A)=p, P(A(вектор))=q.   Xn – число патронов, израсходованных.  Xn – от 1 до n,  P –  p, pq…, q(c.n-1)p.

(Xn=1)=(попал сразу).   Ex=p∑[n=1;∞] nq(c.n-1)=p∑[n=1;∞](q(c.n))'=

=p(∑[n=1;∞]q(c.n)) '= p(1/(1-q))' = p/(1-q)(c.2)=1/p => Ex=1/p.

D(x)=E x(c.2) – (E x)(c.2), Ex(x-1)=h, Ex(c.2)-Ex=h, Ex(c.2)=h+ (1/p).

Вычислим Ex(x-1)=|u=φ(x), φ(x)=x(x-1)|=∑[n] φ(Xn)Pn=∑[n=1;∞] n(n-1)*

*q(c.n-1)p= qp∑[n=2;∞] n(n-1)q(c.n-2)= qp∑[n=2;∞] d(c.2)q(c.n)/d(c.2)q =

=pq ∑[n=0;∞] d(c.2)q(c.n)/d(c.2)q=qp(∑[n=0;∞]q(c.n))"= qp(1/(1-q))"=

=qp(1/(1-q)(c.2))'=qp(2/(1-q)(c.3))=2q/p(c.2); Ex(x-1)=Ex(c.2)-Ex=2q/p(c.2);

Ex(c.2)=(2q/p(c.2)) + 1/p; D(x)=(2q/p(c.2)) + (1/p) – (1/p(c.2))=(2q+p-1)/p(c.2)=

=(2q-q)/p(c.2)=q/p(c.2); 

4) Распределенеие Пуассона и простейший поток событий. 

Рассмотрим поток событий, который удовлетворяет следующему условию: 1] стационарность. Вероятность попадания определенного числа заявок в систему не зависит от начальной точки отсчета промежутка времени, а зависит только от его длинны. 2] марковское свойство или отсутствие п***оследействи***е (*** – не разборчиво написано). вероятность при фиксированном настоящем. Вероятность попадания любого числа заявок в любой промежуток времени не зависит от того, сколько заявок поступило в систему до настоящего момента времени. 3] ординарность. За малый промежуток времени больше чем одна заявка в систему поступить не может.     Пусть X – число поступивших заявок за единицу времени. X – от 1 до k, P -…        P(x=k)=λ(c.k)e(c.-λ)/k!, λ>0 – параметр распределения. k=0,1,2…   E(x)=∑[k=0; ∞] k*P(x=k)=∑[k=1;∞] k λ(c.k) e(c.-λ) / k! = 

=e(c.-λ)λ ∑[k=1; ∞] λ(c.k-1)/(k-1)!=e(c.-λ)λe(c.λ)=λ;   Ex=λ, λ – среднее число заявок за единицу времени. Ex(x-1)=∑[k=0; ∞] k(k-1) P(x=k)=

=∑[k=2; ∞] k(k-1)λ(c.k)e(c.-λ)/k! = λ(c.2) e(c.-λ) ∑[k=2; ∞] λ(c.k-2)/(k-2)!=

=λ(c.2); Ex(c.2) – Ex = λ(c.2) => Ex(c.2)=λ(c.2)+λ, D(x)=λ(c.2)+λ-λ(c.2)=λ.

5) Гауссовское или нормальное распределение.

x+ε, ε – ошибка, плотность зависит от a, τ:  P(инд.а,τ)(x)=(1/√2π`τ)*

*e(c. – ½ ((x-a)/τ)(c.2))   - гауссовское распределение (распределение Лапласа 2-го рода). ОБОЗНАЧЕНИЕ: если ε имеет нормальное распределение с параметрами a, τ, то ε~N(a, τ); 

E(инд.ε)=∫[-∞;+∞]xP(инд.a,τ)(x)dx=|±a|=∫[-∞;+∞](x-a)P(инд.a,τ)(x)dx +

+ a∫[-∞;+∞]P(инд.a,τ)(x)dx=∫[-∞;+∞](x-a)(1/√2π`τ)e(c. – ½ ((x-a)/τ)(c.2))dx +

+ a = |x-a=y| = (1/√2π`τ)∫[-∞;+∞]ye(c. – ½ y(c.2)/τ(c.2)) dy + a = 0+a=a =>

E(инд.ε)=a, a – среднее значение.   D(ε)=

= ∫[-∞;+∞](x-a)(c.2) P(инд.aτ)(x)dx=

=∫[-∞;+∞](x-a)(c.2) (1/√2π`τ)e(c. – ½ *

*((x-a)/τ)(c.2))dx=|x-a=y|=∫[-∞;+∞] y(c.2)*

*(1/√2π`τ)e(c. – ½ y(c.2)/τ(c.2))dy=τ(c.2)

τ(x)=τ, D(ε)=τ(c.2); E(инд.ε)=a, D(ε)=τ(c.2).

6) Показательное или экспоненциальное распределение. показательное распределение связано с простейшим потоком событий. Это время ожидания между поступлением двух соседних заявок. Показатель распределения – Т.      

Fт(t)=P(Т<t)=1-e(c.-λt), t≥0; Fт(t)=0, t<0; Pт(t)=λe(c.-λt), t≥0; Pт(t)=0, t<0.

Покзатель распределения обладает марковским свойством в следующем смысле. Время ожидания до поступления следующей заявки в систему не зависит от момента отсчета этого времени. Eт=∫[0;∞]tλe(c.-λt)dt=

=lim[M(∞] λ∫[0;M] t e(c.-λt)dt = λ lim[M(∞]( (-t/λ)e(c.-λt)|[0;M]  +  

+  ∫[0;M] (1/λ) e(c.-λt)dt)=1/λ

7) Равномерное распределение. ε – величина на [a,b]; Pab(x)={1/(b-a), xЄ[a,b]; 0, x¢[a,b]}   Eε=∫[a;b]x(1/(b-a))dx=(b(c.2)-a(c.2))/(b-a)=(a+b)/2.

Eε(с.2)=∫[a;b]x(c.2)(1/(b-a))dx=…   D(ε)-? 

МОМЕНТЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН. КОВАРИАЦИЯ. КОРРЕЛЯЦИЯ. КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть дана случайная величина ε, тогда ее начальным моментом k-го порядка называется Eε(с.k). Абсолютно начальным моментом k-го порядка называется E|ε|(c.k). Центральным моментом k-го порядка называется E(ε-Eε)(c.k). Абсолютно центральным моментом называется E|ε-Eε|(c.k).   Пусть даны 2 случайные величины ε, η, тогда смешанным начальным моментом (n,m)-порядка называется Eε(c.n)η(c.m).

E|ε(c.n)||η(c.m)| - абсолютный, E(ε-Eε)(c.n)(η-Eη)(c.m) – центральный.

E(ε*η) – ковариация, E(ε-Eε)(η-Eη) – корреляция. Будем говорит, что ε,η ортогональны (некоррелированы), если их корреляция =0.   ε _|_ η

ЗАМЕЧАНИЕ: Если ε,η независимы, то они некоррелируемы. Обратное неверно, из некоррелируемости не следует независимость.

||ε||=√E(ε-Eε)(c.2)`=τ(ε). Т.е. среднее квадратическое отклонение играет роль нормы случайной величины. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Коэффцициентом корреляции ε,η называется величина r (ε,η)=(E(ε-Eε)(η-Eη))/τ(ε)τ(η).
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СВОЙСТВА r (ε,η). ЗАМЕЧАНИЕ: (о центрировании и нормировании случайных величин). 

1) Пусть дана ε – случайная величина и E(инд.ε), как построить ε0 так, чтобы E(инд.ε0)=0? 

ε0=ε-E(инд.ε), тогда E(инд.ε0)=E(ε-E(инд.ε))=E(инд.ε)- E(инд.ε)=0.

(ε-E(инд.ε) – центрированная случайная величина. Операции перехода от ε(ε-E(инд.ε) называются центрированием. Вообще центрированную случайную величину называют величину, у которой E(инд.ε)=0.

2) ε; ε*:E(инд.ε)*=0, D(ε*)=1 (?);  ε*=(ε-E(инд.ε))/τ(ε)), E(инд.ε)*=

=(1/τ(ε))*E(ε-E(инд.ε))=0; D(ε*)=D((ε-E(инд.ε)/τ(ε))=(1/τ(c.2)(ε))*

*D(ε-E(инд.ε))=(1/τ(c.2)(ε))E(ε-E(инд.ε))(с.2)=D(ε)/τ(c.2)(ε)=1.

ε* - нормированная случайная величина, а операция ε(ε* центрирование и нормирование случайной величины. 

СВОЙСТВА КОЭФФИЦИЕНТА КОРРЕЛЯЦИИ.

1) –1≤r (ε,η)≤1 (без доказательств), |E(εη)|≤(E(инд.ε(с.2))(с.1/2)*

*(E(инд.η(с.2))(с.1/2) неравенство Коши-Буняковского.

2) Пусть ε и η – независимые случайные величины, тогда r (ε,η)=0.

Док-во: Достаточно предположить, что E(ε-Eε)(η-Eη)=0. 

E(ε-Eε)(η-Eη)=|ε,η – независимы => ε-Eε, η-Eη – независимы|, воспользуемся тем, что Е произведения равно произведению Е  = E(ε-Eε)E(η-Eη)=0.

3) Пусть ε,η – линейно зависимые случайные величины, т.е. ε=Aη+b, A;B=const, тогда r (ε,η)=signA={1, A>0; -1, A<0}. Док-во: 
E(ε-Eε)(η-Eη)=E(Aη+B-E(Aη+B))(η-Eη)=E(Aη+B-Aeη-EB)(η-Eη)=

=EA(η-Eη)(c.2)=AD(η)=Aτ(c.2)(η); τ (c.2) (ε) = D(ε)=D(Aη+B)=E(Aη+B-

-E(Aη+B))(c.2)=EA(c.2)(η-Eη)(c.2)=A(c.2)τ(c.2)(η); r (ε,η) =

=Aτ(c.2)(η)/√A(c.2)` τ(η) τ(η) = |√A(c.2)`=|A|| = A/|A|=signA.

4) Предположим, что r (ε,η) = ±1, тогда между случайными величинами ε, η существует линейная зависимость. Док-во: Возьмем вместо ε(ε*=(ε-

-Eε)/τ(ε), η(η*=(η-Eη)/τ(η) и докажем, что D(ε*-η*)=0.

Тогда ε*-η*=c, const это означает, что между ε,η существует линейная зависимость. D(ε*-η*)=E(ε*-η*)-(E(ε*-η*))(c.2)=|Eε*=Eη*=0, т.к. ε,η центрированные| = E(ε*-η*)(c.2)=E((ε*)(c.2)+(η*)(c.2)-2ε*η*)=E(ε*)(c.2)+

+ E(η*)(c.2)-2Eε*η*= | т.к. ε* - нормированная и центрированная, то Eε*=0, а E(ε*)(c.2)=D(ε*)=1; Eη*=0, E(η*)(c.2)=D(η*)=1; Eε*η*=E((ε-Eε)/τ(ε))*

*((η-Eη)/τ(η))=r (ε,η) | = 1+1-2r (ε,η)= 2(1-r (ε,η))=|пусть r (ε,η)=1| =>

D(ε*-η*)=0.

  |Пусть r (ε,η)= -1| => надо проверить, что D(ε*+η*)=0,  это = 2(1+r (ε,η)).

ЗАМЕЧАНИЕ: Коэффициент корреляции в теории вероятности и математической статичтике играет роль меры линейной зависимости между случайными величинами. Если r (ε,η)=1 => случайные величины зависимы и эта зависимость растущая. Если r (ε,η)= -1 => убывающая. Однако в практических задачах как правило редко случается наблюдать линейную зависимость между двумя экспериментами. 

ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ.

НЕРАВЕНСТВО ЧЕБЫШЕВА.

Предложение. Пусть ε – некоторая случайная величина, ε≥0 и a>0, тогда P(ε>a)≤Eε/a. Док-во: A=(ε>a), воспользуемся тем, что P(A)=E 1(инд.А) => P(ε>a)=E 1(инд. ε/a>1)=E(1*1(инд. 1<ε/a))≤|1≤ε/a|≤E(ε/a)1(инд.1<ε/a)≤

≤|1(инд.А)≤1|≤E(мнл.ε/а)=(1/a)Eε. Следствие из неравенства Чебышева: 1) ε – произвольная случаная велична, a>0 => P(|ε|>a)≤E|ε|/a,

2) P(|ε-Eε|>a)≤D(ε)/a(c.2); Док-во: P(|ε-Eε|>a)=P(|ε-Eε|)(c.2)>a(c.2)≤

≤E(ε-Eε)(c.2)/a(c.2).

СХОДИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: пусть дана последовательность случайных величин ε1…εn и некоторая величина η. Будем говорит, что εn сходится по вероятности к случ. η, если P(|εn – η|>τ)(0 при любом τ>0. В этом случае пишут, что Plim[n(∞]εn=η. ЗАМЕЧАНИЕ: сходимость по вероятности случайной величины εn к η означает, что P(|εn – η|≤τ)(1 при n(∞. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ: будем говорить, что последовательность случайных величин εn сходится в среднем квадратическом к случ. η если верно E(εn – 
- η)(с.2) (0 при n(∞.  Обозначение предела в ср. квадр.:

lim[n(∞] εn = η; lim[n(∞] εn = η в L(c.2)(Ω), L(c.2)(Ω)={ε: E(инд.ε)(с.2)<∞}

ПРЕДЛОЖЕНИЕ: Если последовательность εn сходится к η в среднем квадратичном, то она сходится по вероятности. P(|εn – η|>τ)=

=|неравенство Чебышева|=P(|εn – η|(c.2)>τ(c.2))≤E(εn – η)(c.2)/τ(c.2);

E|εn – η|(c.2) (0 => P(|εn – η|>τ) (0, n(∞. Можно сказать, что сходимость по вероятности слабее, чем в среднем квадратическом. Из сходимости по вероятности не всегда следует сходимость в среднем квадратическом. 

ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ: Пусть ε1…εn… - последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин. Пусть a=E(инд.ε1), τ(с.2)=D(ε1), тогда X(инд.n)(вектор)=(ε1+…+εn)/n ( E(инд.ε1)=a. Док-во: необходимо проверить, что 
E(X(инд.n)(вектор) – a)(c.2) (0, n(∞, отсюда =>, что X(инд.n)(вектор) (a

в L(c.2)(Ω). Заметим, что X(инд.n)(вектор) – а = ((ε1+…+εn)/n) –

- (a+…+a)/n = ((ε1-a)+…+(εn-a))/n. Тогда E(X(инд.n)(вектор) – a)(c.2)=

= E((1/n)∑[k=1;n](εk-a))(c.2)=(1/n(c.2))E(∑[k,m] (εk-a)(εm-a))=

=(1/n(c.2))*∑[k,m] E(εk-a)(εm-a)=|разобьем эту ε на две части, в первой k=m, во второй k≠m|=(1/n(c.2))∑[k=m=1;n] E(εk-a)(c.2) + (1/n(c.2))∑[k,m;k≠m] E*

*(εk-a)(εm-a)=|т.к. a=E(нд.ε1)=E(инд.εk) => E(εk-a)(c.2)=D(εk)=D(ε1)=τ(c.2), 

во втором слагаемом εk и εm независимы, а значит корреляц. => их корреляция = 0 | = (1/n(c.2))∑[k=1;n]τ(c.2)= n τ (c.2) / n(c.2) = τ(c.2)/n (0 при n(∞.  ЗАМЕЧАНИЕ: Закон больших чисел является утверждением, которое лежит в основе теории вероятности и называется ЗАКОНОМ СТАТИЧЕСКОЙ УСТОЙЧИВОСТИ. Частные случаи закона больших чисел. P(A)-? Заметим, что P(A)=E 1(инд.А); 1(инд.А)(с.(1)),…,1(инд.А)(с.(n))…, тогда если это разделить на n,  то (
P(A). 
  E(инд.ε)=∫[-∞;+∞]xp(x)dx, E(инд.ε)=∑x(инд.k)p(инд.k);  E(инд.ε)(с.2)=(ε1(c.2)+…+εn(c.2))/n; E(инд. sin ε)=(sinε1+…+sinεn)/n;

∫[-∞;+∞]φ(x)p(x)dx=Eφ(ε)=(φ(ε1)+…+φ(εn))/n  метод Монте-Карло. 

Пусть дана ε – своб. величина.   E(инд.ε)(x)=P(εЄx)=E 1(ε≤x)=

=(1/n)∑[k=1;n] 1(ε(инд.k)≤x). Это было вычисление функции распределения. Теорема (Центрально-предельная теорема) – ЦПТ. 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

 - другой способ вероятностной характеристики случайной величины. Пусть ε – случайная величина, тогда функция распределения вычисляется по формуле: F(инд.ε)(x)=P(ε≤x). ОПРЕДЕЛЕНИЕ: характеристической функцией случайной величины ε называется функция φ(инд.ε)(t)=

=E e(c.itε); e(c.iα)=cosα+isinα. ПРИМЕР: ε, P(инд.ε)(x), тогда согласно формуле для вычисления математического ожидания случайной функции φ(инд.ε)(t)=∫[-∞;+∞]e(c.itx)p(инд.ε)(x)dx – отсюда видно, что в абсолютно непрерывном случае характеристическая функция есть преобразование Фурье от плотности. Пример: ε = x1,…,xn; P=p1,…,pn.  φ(инд.ε)(t)=

=∑[k] e(c.itxk)p(инд.k). 

1) ε=0, 1; P=p, q; φ(инд.ε)(t)=q e(c.it*0)+pe(c.it*1)=q+pe(c.it)=1-p(1-e(c.it)).

2) ε ~ N(a,τ) – распределение по нормальному закону a и τ, φ(инд.ε)(t)=e(c.ita-(t(c.2)τ(c.2)/2)), ε~N(0,1), то φ(инд.ε)(t)=e(c.-t(c.2)/2);

3) ε имеет распределение Пуассона, λ>0.

P(ε=k)=λ(c.k)e(c.-λ)/k!; k=0,1,2… φ(инд.ε)(t)=∑[k=0;∞] e(c.itk)*λ(c.k)e(c.-λ)/

/k! = e(c.-λ)∑[k=0;∞] (λe(c.it))(c.k)/k!=|e(c.x)=∑[k=0; ∞] x(c.k)/k!|=

=e(c.-λ)e(c.λe(c.it))=e(c.-λ(1-e(c.it))).

СВОЙСТВА ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

1) φ(инд.ε)(t) – непрерыв. равномерно not. φ(инд.ε)(t+h)-φ(инд.ε)(t)=

=E(e(c.i(t+h)ε)-e(c.itε))=Ee(c.itε)(e(c.ihε)-1)

|φ(инд.ε)(t+h)-φ(инд.ε)(t)|=|Ee(c.itε)(e(c.ihε)-1)|=|либо ∑, либо S| =

=E|e(c.itε)||(e(c.ihε)-1)|=|ε(c.itε)=cos(tε)+isin(tε)|=|e(c.itε)|=

=√cos(c.2)tε + sin(c.2)tε`=1=E|e(c.ihε)-1|;

(1) Пусть P(инд.ε)(х), то E(e(c.ihε)-1)=∫[-∞;+∞]P(инд.ε)(x)*|e(c.ihx)-1|dx;

lim[h(0] ∫[-∞;+∞]P(инд.ε)(х)|e(c.ihx)-1|dx=∫[-∞;+∞]P(инд.ε)(х) *

*lim[h(0]|e(c.ihx)-2|dx=0.

(2) Пусть  ε – от х1 до хn, p – от p1 до pn – для дискретного случая.

E(e(c.ihε)-1)=∑[k] |e(c.ihxk)-1|p(инд.k);

lim[h(0]E|e(c.ihε)-1|=lim[h(0] ∑[k] |e(c.ihxk)-1|p(инд.k)=

=∑[k] lim[h(0]|e(c.ihxk)-1|p(инд.k)=0. 


2) Пусть ε – случайная величина, имеет функцию распределения φ(инд.ε)(t).

φ(инд.aε+b)(t)=Ee(c.it(aε+b))=Ee(c.i(ta)ε)*e(c.itb)=e(c.itb)*Ee(c.i(at)ε)=

=e(c.itb)φ(инд.ε)(at).

3) ε1 и ε2 – независимые случайные величины, φ(инд.ε1+ε2)(t)=

=φ(инд.ε1)(t)*φ(инд.ε2)(t). Док-во: φ(инд.ε1+ε2)(t)=Ee(c.it(ε1+ε2))=

=Ee(c.itε1)e(c.itε2)=|т.к. ε1 и ε2 – независимые случайные величины|=

=Ee(c.itε1)*Ee(c.itε2)=φ(инд.ε1)(t)*φ(инд.ε2)(t).

4) Существует взаимно однозначное соответствие между характеристической функцией и функцией распределения.

ε-P(инд.ε)(х); φ(инд.ε)(t)=∫[-∞;+∞]e(c.itx)P(инд.ε)(x)dx из теоремы преобразования Фурье известно, что существует обратное преобразование Фурье. P(инд.ε)(x)=(1/2π)∫[-∞;+∞]e(c.-itx)φ(инд.ε)(t)dt    (1), 

P(инд.ε)(x) <-> φ(инд.ε)(t); Проинтегрируем (1) => 

E(инд.ε)(b)=E(инд.ε)(a)=∫[a;b] P(инд.ε)(x)dx=∫[-∞;+∞]∫[a;b]e(c.-itx)dxd *

* φ(инд.ε)(t)dt=∫[-∞;+∞]((e(c.-ita)-e(c.itb))φ(инд.ε)(t)/it)dt; F(инд.ε)(х)=P(ε≤x); F(инд.ε)(b)-F(инд.ε)(a) =∫[-∞;+∞]((e(c.-ita)-e(c.itb))φ(инд.ε)(t)/it)dt – формула обращения, остается справедливой для дискретных и непрерывных распределений.

ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА.

СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ.

Пусть ε – случайная величина. F(инд.ε)(х)=P(ε≤x) – функция распределения, φ(инд.ε)(t)=Ee(c.itε) – характеристическая функция, 
φ(инд.ε)(t)<->F(инд.ε)(x). Это соответствие можно определенным образом продолжить: {εn} -–последовательная случайная величина.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Будем говорить, что послед. функция распределения F(инд.εn)(x) слабо сходится к функции распределения F(инд.ε)(x), если для любой (?) x, в которой F(инд.ε) – непрерывная справедливо равенство 
lim[n(∞]F(инд. εn)(x)=F(инд.ε)(x). ТЕОРЕМА (о непрерывном соответствии). Пусть ε(инд.n)-F(инд.εn)(x) – функц. распределения, φ(инд.εn)(t) – характеристическая функция. Тогда равносильно: 1) F(инд.εn)(x) (слабо сходится F(инд.ε)(x). 2) При каждом фиксированном t, 

lim[n(∞]φ(инд.εn)(t)=φ(инд.ε)(t).

ЦЕНТРАЛЬНАЯ ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА

Лемма1. Пусть ε – случайная величина, φ(инд.ε)(t)=Ee(c.itε) – характеристическая функция. E(инд.ε)= -i(d/dt)φ(инд.ε)(t)|[t=0];

Док-во: φ(инд.ε)(t+h)-φ(инд.ε)(t)=E(e(c.i(t+h)ε)-e(c.itε))=Ee(c.itε)*

*(e(c.ihε)-1); (φ(инд.ε)(t+h)-φ(инд.ε)(t))/h=Ee(c.itε)(e(c.ihε)-1)/h;

(d/dt)φ(инд.ε)(t)=lim[h(0] Ee(c.itε)((e(c.ihε)-1)/h)=|предел можно внести 
под Е|=Elim[h(0] e(c.itε)((e(c.ihε)-1)/h)=Ee(c.itε)lim[h(0] (e(c.ihε)-1)/h.

Вычислим отд. послед. предел: lim[h(0]((e(c.ihε)01)/h)=|0/0|=

=lim[h(0](e(c.ihε)iε)/1=iε => (d/dt)φ(инд.ε)(t)=E(e(c.itε)iε); произв. при t=0:

(d/dt)φ(инд.ε)(0)=iE(инд.ε); E(инд.ε)=(1/i)(d/dt)φ(инд.ε)(0)= -i(d/dt)φ(инд.ε)(0)

; СЛЕДСТВИЕ: (d/dt)φ(инд.ε)(t)=E(e(c.itε))"=E(iε)(c.2)e(c.itε); 

(d(c.2)/dt)φ(инд.ε)(0)= -E(инд.ε)(с.2). С помощью дифференциальной характеристической функции можно вычислить моменты любого порядка.

Лемма2. ε, φ(инд.ε)(t) – характеристическая функция. Пусть a=Eε, o=Eε(c.2);

φ(инд.ε)(t)=1+ita – (t(c.2)o(c.2)/2)+ o(t(c.2)); o(t(c.2)): 

lim[h(0] o(t(c.2))/t(c.2) = 0. В силу формулы Тейлора: φ(инд.ε)(t)=

=φ(инд.ε)(0)+ ((d/dt)φ(инд.ε)(0)t/1!) + ((d(c.2)/dt(c.2))φ(инд.ε)(0)t(c.2)/2!)+

+o(t(c.2)); φ(инд.ε)(0)=1, (d/dt)φ(инд.ε)(0)= -iE(инд.ε)= -ia;

(d(c.2)/dt(c.2))φ(инд.ε)(0)= -Eε(c.2)= - o(c.2). Пусть ε1…εn… - последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин. a=E(инд.ε1), τ (c.2)=D(ε1), Sn=(1/√n`)∑[k=1;n] |(ε(инд.k)-a)/τ|.

Пусть F(инд.n)(x)=P(Sn≤ x) – функция распределения случайной величин Sn.    Ф(x)=(1/√2π`)∫[-∞;x] e(c. –y(c.2)/2)dy – функция распределения, которая имеет нормальное распределение с параметром N(0,1).

Ц.П.Т.    Предположение, которое было сделано выше: F(инд.n)(x)(Ф(х) при n(∞.  Док-во: пусть φ(инд.n)(x)=Ee(c.itεn), Сделаем замечание: можно воспользоваться теоремой о непрерывном соответствии, и, вместо того, чтобы доказать, что Fn(x)(Ф(х), доказать, что послед. хар. функций Sn ( хар. функции N(0,1) => e(c. –t(c.2)/2). Пусть ψ(инд.n)(x) – характеристическая функция Sn. Заметим, что 
Sn=(1/√n`)∑[k=1;n]((εk-a)/τ). можно всегда считать, что у случ. величин εk, a=0. В противоположном случае вместо εk(εk-a. Также можно всегда считать, что εk имеет D=1, т.е. τ =1. Т.о. задача сводится к тому, чтобы рассмотреть  ε(инд.k): E(инд.εk)=0, D|εk|=1, Sn=(1/√n`)∑[k=1;n]ε(инд.k).

Итак надо доказать, что ψ(инд.n)(t)(e(c. –t(c.2)/2) при n(∞. Заметим, что ψ(инд.n)(t)=Ee(c.itS(инд.n))=Ee(c.(it/√n`)*∑[k=1;n]ε(инд.k)), мы получили характер. функцию суммы независимых случайных величин. 

ψ(инд.n)(t)=П[k=1;n]Ee(c.i(t/√n`)ε(инд.k)=П[k=1;n]Ee(c.i(t/√n`)ε(инд.k))= 
т.к. случайные величины εk одинаково распределены 
= (Ee(c.i(t/√n`)ε(инд.k))(c.2).

  В силу Леммы 2: ψ(инд.n)(t)=ψ1(t)=1- i ta – (t(c.2)τ(c.2)/2)+o(t(c.2))=

=|a=0, τ=1| = 1 – (t(c.2)/2) + o(t(c.2)) => ψ(инд.n)(t)=(1-(t(c.2)/2n)+

+o(t(c.2)/n))(c.n); Заметим, что: o(t(c.2)/n) при t(0, это все равно, что o(t(c.2)/n) при n(∞; o(t(c.2)/n)/(1/n) (0 при n(∞. Имеем:

lim[n(∞] ψ(инд.n)(t)=lim[n(∞] (1- (t(c.2)/2n) + o(t(c.2)/n))(c.n)=

=lim[n(∞] e(c. n ln(1-(t(c.2)/2n) + o(t(c.2)/n)))=|ln(1+x)~x, x=0|=

=lim[n(∞] e(c.n ( (- t(c.2)/2n) + o(t(c.2)/n)))=lim[n(∞]e(c. 

(-t(c.2)/2) + n*o(t(c.2)/n))=|no(t(c.2)/n)=o(t(c.2)/n)/(1/n) (0 при n(∞|=

=e(c. –t(c.2)/2); ψ(инд.n)(t)(e(c. –t(c.2)/2) – характеристическая функция N(0,1) <=> Fn(x) ( функция распределения N(0,1).

ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ ЦПТ

А, ε<1(инд.А), E 1(инд.А)=p(A)=p; q=1-p, D(1(инд.А))=pq, 

Sn=(1/√n`)*∑[k=1;n] (1(инд.А)(с.(k)) – p)/√pq` => 

(1/√npq`)∑[k=1;n](1(инд.А)(с.(k))-pn); Xn=∑[k=1;n]1(инд.А)(с.(k)) – число появления события А в n независимых испытаниях. 
Sn=(Xn –np)/√npq`; P((Xn-np)/√npq`≤x)(Ф(х)=

=(1/√2n`)∫[-∞;x]e(c.y(c.2)/2)dy ТЕОРЕМА МУАВРА-ЛАПЛАСА.

ЗАМЕЧАНИЕ: ЦПТ остается справедливой в случае, когда случайные величины в ε1…εn – независимы, но не одинаково распределены (не обязат.). С практической точки зрения ЦПТ справедлива, когда случайные величины ε1…εn – независимы и среди них нет …. случайной величины.

СХЕМА”СЕРИЙ” И ТЕОРЕМА ПУАССОНА

Рассмотрим ∆-ную последовательность случайных величин: 

ε11; ε21, ε22; ………εn1, εn2…εnn; …

Каждая строчка называется серией, а саму ∆-ую последовательность – схемой серий. Предполагаем, что случайные величины в каждой серии независимы и одинаково распределены. Нам необходима частная модель схемы серий, а именно мы будем считать, что все случайные величины – бернуллевские в каждой строчке – свое случайное событие. 

ε11=1(инд.А1), P(A1)=p1, q1=1-p1 и так далее. 

Xn=εn1 + εn2+…+εnn – число появления А в независимых испытаниях. 1(инд.А) – вычислим характеристическую функцию. 

Ee(c.it1(инд.А))=1q+e(c.it)p=1-p+pe(c.it)=1-p(1-e(c.it), таким образом, характеристическая функция 1(инд.А) имеет вид 1-p(1-e(c.it)).

Вычислим характеристическую функцию распределения Пуассона. ?[x – пуассонов. случ. велич. пар-ом λ
P(X=k)=λ(c.k)e(c.-λ)/k!; Ee(c.itx)=∑[k=0; ∞]e(c.itk)p(X=k)=∑[k=0;∞]e(c.itk)*

*(x(c.k)/k!)*e(c.-λ)=e(c.-λ)∑[k=0;∞](λe(c.it))(c.k)/k!=

=e(c.-λ)∑[k=0;∞](λe(c.it))(c.k)/k!=e(c.-λ)e(c.λe(c.it))=e(c.λ(e(c.it)-1)) – хараетеристическая функция пуассоновской случайной величины. 

ТЕОРЕМА ПУАССОНА

Пусть дана схема серий: 1(инд.А1); 1(инд.А1)(с.(1)), 1(инд.А2)(с.(2)); ….
и т.д. до n.  p(инд.n)=p(A(инд.n))(0 при n(∞, np(инд.n)(λ>0 при n(∞.

по биномин. случайной величине: Xn=∑[k=1;n] 1(инд.Аn)(c.(k)) – число появления события А. Ассимптотически имеет распределение Пуассона с параметром λ.    p(Xn=k) при n(∞  ≈  λ(с.k)e(c.-λ)/k! = p(X=k). Док-во: В силу теоремы о непрерывном соответствии достаточно доказать, что послед. распределение случайной величины в Xn: ХФ Xn (ХФ Х. Т.к. Xn – сумма независимых случайных величин, то ХФ равна произведению ХФ слагаемых. Ee(c.itXn)=П[k=1;n] Ee(c.itA(инд.n)(c.(k)))=

=(Ee(c.it 1(инд.Аn))(c.n)=(1-p(инд.n)(1-e(c.it))(c.n); 

lim[n(∞](1-p(инд.n)(1-e(c.it)))(c.n)=e(c.λ(e(c.it)-1)) – ХФ случайной величины распределенная по закону Пуассона. 

lim[n(∞](1-p(инд.n)(1-e(c.it)))(c.n)=e(c.λ(e(c.it)-1))   ХФ, np(инд.n)(λ>0, p(инд.n)(0; lim[n(∞](1-p(инд.n)(1-e(c.it)))(c.n)=

=lim[n(∞]e(c.n ln(1-p(инд.n)(1-e(c.it)) ) )=lim[n(∞]e(c.-np(инд.n)(1-e(c.it)))=

=e(c.-λ(1-e(c.it))).

МНОГОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: функция B(t,s) называется положительно определенной, если для любых t1,…,tn,  ∑[k,m=1; n]x(инд.k)x(инд.m)(вектор)≥0 для любых x1…xnЄC. ЛЕММА: Пусть ε1…εn – последовательность случайных величин, B(k,m)=E(ε1, εm), тогда 
∑[k,m=1; n] B(k,m)X(инд.k)X(инд.m)(вектор)≥0. Док-во: x=a+bi, x(вектор)=a-bi; x*x(вектор)=|x|(c.2); 

∑[k,m=1; n]B(k,m)X(инд.k)X(инд.m)(вектор)=∑[k,m=1; n]E(εk,εm)X(инд.k)X(инд.m)(вектор)=E(∑[k=1;n]εk xk ∑[m=1;n]εm*

*x(инд.m)(вектор))=E|∑[k=1;n]εk xk|(c.2)≥0. Т.о. ковариационная функция положительно определена. УПР. проверить: корреляционная функция тоже положительно определена. K(ε,η)=E(ε-Eε)(η-Eη). Пусть ε – случайная величина, ε~N(a,σ), а – МО Eε, σ(c.2)=D(ε); P(X)=

=(1/√2π`σ)e(c.-1/2((x-a)/σ)(c.2)); φ(инд.ε)(t)=Ee(c.itε)=e(c.ita – t(c.2)σ(c.2)/2). 

ε1…εn – случайные величины, которые не зависят между собой и каждая имеет нормальное распределение N(a(инд.k), σ(инд.k), то плотность 
P(инд.ε1…εn)(x1…xn)=|незав.|=П[k=1;n](1/√2π`σ(инд.k))e(c.-1/2((x-

-a)/σ(инд.k))(c.2))=(1/((2π)(c.n/2)П[k=1;n]σ(инд.k)))*

*e(c.-1/2∑[k=1;n](x-a(инд.k))(c.2)/σ(инд.k)(c.2)).

φ(инд.ε1…εn)(t1…tn)=Ee(c.i(t1ε1+…+tn εn))= П[k=1;n]Ee(c.it(инд.k)ε(инд.k))

= П[k=1; n] e(c.it(инд.k)a(инд.k) -  t(инд.k)(c.2)σ(инд.k)(c.2)/1)=

=e(c.i∑[k=1;n] t(инд.k)a(инд.k) – (1/2)∑[k=1;n]t(инд.k)(c.2)σ(инд.k)(c.2)).

По аналогии определяется нормальное распределение для зависимых случайных величин. Рассмотрим некоторую положительную определенную функцию B(k,m), a(вектор)=(a1…an) – вектор. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Будем говорить, что (ε1…εn) имеют многомерное нормальное распределение с вектором с этим и ковариационная функция B(k,m)=E(ε(инд.k),ε(инд.m)), если ее ХФ имеет вид: φ(инд.ε1…εn)(t1…tn)=e(c.i∑[k=1;n]t(инд.k)a(инд.k) –

- (1/2)∑[k,m=1;n]B(k,m)t(инд.k)t(инд.m). ЗАМЕЧАНИЕ: Пусть ε1…εn – имеет многомерное нормальное распределение и независимы между собой . Тогда ∑[k,m=1;n]B(k,m)t(инд.k)t(инд.m)=∑[k=1;n]σ(инд.k)(c.2)t(инд.k)(c.2),

ε1…εn – независимы => некоррелир => B(t(инд.k),t(инд.m))=E(εk εm)=

=|k≠m|=E(инд.εk)E(инд.εm)=0. Можно доказать в случае, если ε1…εn центрир. (Eε1=Eε2=…=Eεn=0) => если k≠m => B(k,m)=0; если k=m => B(k,m)=B(k,k)=Eε(инд.k)(c.2)=Eεk(c.2) – (Eεk)(c.2)=D(εk)=σ(инд.k)(c.2) => сумму можно записать: ∑[k,m=1;n]B(k,m)t(инд.k)t(инд.m)=

=∑[k=m=1;n]B(k,k)t(инд.kt(инд.k) + ∑[km=1, k≠m; n] B(k,m)t(инд.k)t(инд.m)

=∑[k=1;n] σ(инд.k)(c.2) t(инд.k)(c.2). Мы определили многомерное нормальное распределение с помощью только 2х объектов: a(вектор)=(a1…an) и {B(k,m)}[n; k,m=1]=B – матрица, которая положительна определена: B(k,m)=cov(εk, εm), ak=Eεk. Последнее означает, что любое многомерное ожидание определяется с помощью моментов 1 и 2 порядка. => любое свойство сногомерного нормального распределения можно сформулировать в терминах a(вектор) и B. СЛЕДСТВИЕ: пусть (ε1,ε2) – 2 случайные величины, которые распределены по нормальному закону, т.е. имеют двумерное нормальное распределение. Если они некоррел., то они независимы. 

ЗАМЕЧАНИЕ: Мы знаем, что из независимости случайных величин => некоррелируемость. Для нормального распределения случайной величины верон и обратное. Фактически это определяется тем, что многомерное нормальное распределение задается с помощью а(вектор и В ковар. или коррел. А коррелируемость означает, что В должна быть диагональной. Док-во: (Eε1=Eε2=0) Выпишем ковар. матр., она совпадает с корреляц.: B=(B11, B12; B21, B22); B11=Eε1(c.2)=σ1(c.2), B22=Eε2(c.2)=σ2(c.2), 

B12=B21=Eε1ε2=|т.к. некор.|=K(ε1,ε2)=0.   B=(σ1(c.2), 0; 0, σ2(c.2)). 
В этом случае ХФ имеет вид: φ(инд.ε1,ε2)(t1,t2)=

=e(c.(-1/2)∑[k=1;n]σ(инд.k)(c.2)t(инд.k)(c.2)) – ХФ пары независ. норм. распределения СВ. Т.к. ХФ однозначно определ. распред. СВ, => ε1 и ε2 независимы. Оказывается, в случае, если определ. корреляц. матрицы отличен от нуля, то сущ. многомерн. ρ распределение, которая имеет следующий вид: пусть K(εk,εm)=K(k,m) – коррел. матр. 

K=(K(k,m))(инд.k,m=1)(с. m), detK≠0, тогда существует обратная матрица A=K(c.-1), ее элементы {aij}(c.n)(инд.i,j=1). Тогда существует многомерн. ρ случ. велич. ε1…εn, которая имеет вид: P(инд.ε1…εn)(x1…xn)=

=(1/(2π)(c.n/2))*(detA)(c.1/2)*e(c.(-1/2)∑[k,m=1; n] a(инд.km) (х(инд.k) –

- a(инд.k))(x(инд.m) – a(инд.m)) ), где a(инд.k)=Eεk.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА

МС позволяет обрабатывать результаты  наблюдений и делать правдоподобные выводы. 1) закон статической устойчивости, его математический эквивалент – закон больших чисел. 2) Предельные теоремы (ЦПТ); отрезок L,    L+ε1, L+ε2…, L+εn,   ε1…εn – случайные величины. 

L(вектор)=((L+ε1)+…+(L+εn))/n=L + (ε1+…+εn)/n. Если заранее уверены, что измерения были проведены в одних и тех же условиях и независимым образом, т.е. ε1…εn – независимы и одинаково распределены, то по закону больших чисел (ε1+…+εn)/n (Eε1. Если Eε1=0, то ошибка не имеет систематич. составл., т.е. нет систематической ошибки измерения, тогда гарантируется, что (ε1+…+εn)/n(0 при n(∞. Если D(ε1)=σ(c.2), то D((ε1+…+εn)/n)(упр)=σ(с.2)/n,  L – параметр измерений. P(|(ε1+…+εn)/n|<

<δ) = 0,95…0,99 доверительный интервал. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть ε1…εn – независимые одинаково распределенные случайные величины, имеющие одну и ту же функцию распределения: F(x)=P(ε, cx)=F(x,θ), зависимую от некоторого θ. 

(1) Задача состоит в том, чтобы постороить функцию θ*(ε1…εn)≈θ, которая в определенном смысле была бы равна истинному значению параметра θ. Данная постановка задачи называется задачей оценки параметров распределений. (2) Пусть ε1…εn – н.о.р.с.в., под гипотезой Н будем понимать любое утверждение относительно закона распределения данного случайного вектора. Любую гипотезу можно либо принять, либо опровергнуть. При этом можно совершить ошибки 2х видов: - можно принять гипотезу, а она неверна, - отвергнуть гипотезу, а она справедлива. Желательно, чтобы вероятности совершения этих ошибок были минимальными. Эта задача называется задачей проверки статических гипотез. ЗАМЕЧАНИЕ: Существуют другие варианты статических задач, которые не входят в эти 2 схемы. 

ПОЛИГОН, ГИСТОГРАММА И ЭМПИРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ. 

Пусть дана выборка ε1…εn – независимых одинаково распределенных случайных величин, x1…xn – значения. СТАТИЧЕСКОЙ называется любая функция от наблюдения: f(ε1…εn) или f(x1…xn). Если упорядочить знаения случайных величин, x(инд.n1)≤…≤x(инд.nn), то получится вариационный ряд. εn1≤…≤εnn. Любое статическое исследование, как правило начинается с построения либо полигона, либо гистограммы. Они показывают приближенный график ρ распределения данного случайного эксперимента.
 #(Hm)={колв-о наблюдений, которые попали в Hm, 

m=1,2…,k}. 

#(Hm)/n – относительная частота наблюд., 

которые попали в Hm, n – общее число 

наблюд., объем выборки. Высота каждого 

столбца соответствует относительной 

частоте. Линия соединяющая центры 

верхушек прямоугольников – 

полигон относительных частот.

F(инд.ε)(x)=P(ε≤x). Эмпирическая функция распределения: F(инд.n)*(x)=(1/n)*∑[k=1;n] 1(ε(инд.k)≤x) – относительная частота тех значений, которые лежат <x. EF(инд.n)*(x)=(1/n)*∑[k=1;n] E 1(ε(инд.k)≤x)=

=(1/n)∑[k=1;n] p(ε(инд.k)≤x)=|т.к. ε1…εn – одинаково распределенные случайные величины => P(ε(инд.k)≤x)=P(ε1≤x)|=nP(ε1≤x)/n=P(ε1≤x).

В среднем EF(инд.n)*(x)=F(инд.ε1)(x). Покажем, что F(инд.n)*(x) сходится по вероятн. к истинной функции распределения. ε1…εn – независимые одинаково распределенные случайные величины => 1(ε1≤x), …, 1(εn≤x) – н.о.р.с.в.    E 1(εk≤x)=P(ε1≤x). Согласно закону больших чисел: 
(1/n)∑[k=1;n] 1(εk≤x) ( E 1(ε1≤x)=P(ε1≤x)=F(инд.ε1)(x). Т.о. можно сказать, что эмпирическая функция F(инд.n)*≈F(инд.ε1)(x). Более точная формуллировка содержится в теореме Колмагорова.

НЕСМЕЩЕННЫЕ И СОСТОЯТЕЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ. ВЫБОРОЧНОЕ СРЕДНЕЕ И ДИСПЕРСИЯ. ИСПРАВЛЕННАЯ ДИСПЕРСИЯ.

Пусть ε1…εn – н.о.р.с.в., F(инд.ε)(х)=F(инд.ε)(x/θ1…θk), θ1…θk – неизвестные параметры, которые необходимо оценить. Задача оценки параметров состоит в том, чтобы построить в статистике θ1*,…,θk*.

θ1*=θ1*(ε1…εn), θk*=θk*(ε1…εn) такие, что должно выполняться θ1≈θ1*,…, θk≈θk*. Это общая постановка задачи статического оценивания параметров распределения. θ1*…θk* - оценка параметров θ1…θk.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: пусть θ – неизвестный параметр, тогда его оценка называется θ*(ε1…εn) называется несмещенной оценкой (без систематической погрешности), если Eθ*(ε1…εn)=θ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Если есть θ1(ε1)…θn(ε1…εn) и все θk(ε1…εk)≈θ, объем наблюдений растет P=lim[n(∞]θn(ε1…εn)=θ. Такого вида оценки или последовательность оценок называют состоятельными оценками. 

ВЫБОРОЧНОЕ СРЕДНЕЕ И ДИСПЕРСИЯ

ε1…εn – н.о.р.с.в. X(инд.n)(вектор)=(ε1+…+εn)/n – статистика.

θ=E(инд.ε1), покажем, что выборочное среднее X(инд.n)(вектор) является несмещ, состоят. оценкой для математического ожидания. 

EX(инд.n)(вектор)=(1/n)(E(инд.ε1)+…+E(инд.εn)=|т.к. ε1…εn – одинаково распределены => E(инд.ε1)=…=E(инд.εn)=θ| = (1/n)(θ+…+θ)=nθ/n=θ.

Выборочное среднее является несмещенной оценкой, состоят-ть оценки сразу => из закона больших чисел. УПР-ИЕ: Проверить сост-ть выборочной средней. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Пусть ε1…εn – н.о.р.с.в., тогда выборочной дисперсией называется статистика D(инд.в)=(1/n)∑[k=1;n](X(инд.k) –

- X(инд.n)(вектор))(с.2). Выборочная дисперсия является оценкой для  дисретного случайного эксперимента, т.е. для истинной дисперсии.
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ТОЖДЕСТВО. Пусть a – любое число, тогда Dв=(1/n)∑[k=1;n](Xk – a + a – 

- X(инд.n)(вектор))(с.2)=(1/n)∑[k=1;n] [(Xk – a)(c.2) + (a –

- X(инд.n)(вектор))(с.2) + 2(Xk – a)(a – X(инд.n)(вектор))]=(1/n)∑[k=1;n](Xk-

- a)(c.2) + (1/n)∑[k=1;n](a – X(инд.n)(вектор))(с.2) + (2/n)∑[k=1;n](Xk -

- a)(a – X(инд.n)(вектор))=(1/n)∑[k=1;n](Xk – a)(c.2) + (n/n)(a – 

- X(инд.n)(вектор))(с.2) + 2(a – X(инд.n)(вектор))(1/n)∑[k=1;n](Xk – a)=

=(1/n)∑[k=1;n](Xk – a)(c.2) + (a – X(инд.n)(вектор))(c.2) + 2(a – 

- X(инд.n)(вектор))( (1/n)∑[k=1;n]Xk  -  (1/n)∑[k=1;n]a)=

=(1/n)∑[k=1;n](Xk – a)(c.2) + (a – X(инд.n)(вектор))(c.2) + 2(a – 

- X(инд.n)(вектор))(X(инд.n)(вектор) – a)= (1/n)∑[k=1;n](Xk – a)(c.2) - 

- (a – X(инд.n)(вектор))(с.2).   (1)

EDв= (1/n)∑[k=1;n]E(Xk – a)(c.2) - E(a – X(инд.n)(вектор))(с.2).
Т.к. а – произвольное число => a=Ex1=Exk => EDв=)= (1/n)∑[k=1;n](Xk – 

- EXk)(c.2) -  (a – X(инд.n)(вектор))(с.2)=|D(X1)=D(Xk)= σ(c.2)|= 

=(1/n)∑[k=1;n]σ(c.2) – E(a – X(инд.n)(вектор))(с.2) = σ(c.2) – E(a – 

- X(инд.n)(вектор))(с.2). Поскольку E(a – X(инд.n)(вектор))(c.2)>0, то Dв не может быть несмещенной оценкой для истинной дисперсии, т.к. для этого должно быть EDв=σ(с.2). Найдем величину смещения, выразим ее в более удобной форме. E(a – X(инд.n)(вектор))(с.2)=E(a – 

- (1/n)∑[k=1;n]x(инд.i))(c.2) = E( (1/n)∑[k=1;n]a – (1/n)∑[k=1;n]Xk)(c.2)=

=E( (1/n) ∑[k=1;n] (Xk – a))(c.2) = (1/n(c.2))E(∑(Xk – a))(c.2)=(1/n(c.2))*

*E(∑[k=1;n]∑[m=1;n](Xk – a)(Xm – a))=(1/n(c.2))∑[m,k=1;n]E(Xk – a)*

*(Xm – a)=|a=Exk=Exm|=(1/n(c.2))∑[m,k=1;n]K(Xk, Xm)= |т.к. случайные величины независимы => они не коррелированны => K(Xk,Xm)=0, k≠m, K(Xk,Xm)=σ(c.2), k=m | = (1/n(c.2))∑[k=m=1;n]σ(c.2)=nσ(c.2)/n(c.2)=σ(c.2)/n.

Таким образом, показали, что EDв=σ(c.2) – (σ(c.2)/n)=σ(c.2)(1 – (1/n)) =>

Dв не является несмещенной оценкой для истинной дисперсии, т.е. для σ(с.2). Поэтому, когда объем маленький, вместо Dв импользуют другую статистику – исправленную дисперсию. Из послед. равенства => 

(n/(n-1))EDв=σ(c.2), E(n/(n-1))Dв=σ(c.2); S(с.2)=(n/(n-1))*(1/n)*

*∑[k=1;n](Xk – X(инд.n)(вектор))(с.2)=(1/(n-1))∑(Xk – 

- X(инд.n)(вектор))(c.2) эта оценка будет несмещенной, т.е. ES(c.2)=σ(c.2).

S(c.2) – исправленная дисперси, несмещенная оценка. ЗАМЕЧАНИЕ: Т.к. a=Ex1=EX(инд.n)(вектор), E(a – X(инд.n)(вектор))(с.2) = 

= E(X(инд.n)(вектор) – EX(инд.n)(вектор))(с.2)=D(X(инд.n)(вектор)) =>

нашли дисперсию выборочного среднего. D(X(инд.n)(вектор))=σ(с.2)/n.

Будет ли Dв состоят. оценкой, т.е. верно ли, что Dв (σ(c.2)=D(x1), воспользуемся (V) и заметим, что X(инд.n)(вектор)(a, при n(∞ => (a-

-X(инд.n)(вектор))(с.2) (0 (при n(∞); y1…yn… - послед. н.о.р.с.в. 
y1=(x1-a)(c.2)…yn=(Xn – a)(c.2). Тогда по закону больших чисел: (y1+…+yn)/n(Ey1=E(x1 – a)(c.2)=|a=Ex1|=E(x1-Ex1)(c.2)=σ(c.2) =>

(1/n)∑[k=1;n](Xk – a)(c.2) ( (при n(∞) σ(c.2)=D(x1). Т.к. доказали, что (a-

-X(инд.n)(вектор))(c.2)(0 => Dв((при n(∞) σ(c.2), т.е. Dв – сост. оценка для истинной дисперсии. Т.к. исправленная дисперсия S(c.2)=(n/(n-1))Dв, то S(c.2)((при n(∞)σ(c.2), тоже является сост. оценкой для истинной дисперсии. 

ВЫБОРОЧНЫЕ МОМЕНТЫ

E(инд.ε), D(ε); Eε(c.m) ~ (1/n)∑[k=1;n]X(инд.k)(c.m) – выборочный момент m-го порядка. E(ε-a)(c.m)~(1/n)∑[k=1;n](Xk – X(инд.n)(вектор))(с.m) выборочный центральный момент m-го порядка, при m=2 – дисперсия. УПРАЖНЕНИЕ Показать, что выборочный начальный момент любого порядка является несмещенной, сост. оценкой для истин. момента (Eε(c.m)).

МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ (ПОСТРОЕНИЯ) СОСТОЯТЕЛЬНЫХ ОЦЕНОК. МЕТОД МОМЕНТОВ ПИРСОНА.

ЗАМЕЧАНИЕ: Ранее мы получили оценки для математического ожидания и для дисперсии: Eε≈X(инд.n)(вектор)=(1/n)∑[k=1;n]εk; D(ε)≈Dв=

=(1/n)∑[k=1;n](εk – X(инд.n)(вектор))(с.2); D(ε)≈S(c.2)=(1/(n-1))*

*∑[k=1;n](εk – X(инд.n)(вектор))(с.2). Точно также мы можем получить оценки для других центральных и начальных моментов. Eε(c.k)≈

≈(1/n)∑[k=1;n](εm)(c.k); УПРАЖНЕНИЕ: показать, что эта оценка является состоят. и несмещенной. Центральный момент k-го порядка можно оценить с помощью статистики: E(ε-Eε)(c.k)=(1/n)∑[m=1;n](εm – 

- X(инд.n)(вектор))(с.k). Можно показать, что данная статистика является сост-ой оценкой для данного центрального момента. В связи с этим возникает вопрос, как в общем случае строить сост. оценки для неизвестных параметров.

МЕТОД ПИРСОНА

Предположим, что есть ε, с помощью эксперимента нужно найти θ1, θ2. Это означает, что информация об этих параметрах имеется в данном эксперименте. А т.к. максимальная информация содержится в функции распределения, то принято считать, что эта функция распределения зависит от θ1, θ2: F(инд.ε)(x|θ1,θ2). Предположим, что F имеет плотность (P(инд.ε)(x)=(d/dx)F(инд.ε)(x)), которая в данном случае зависит от θ1, θ2: P(инд.ε)(x|θ1,θ2)=(d/dx)F(инд.ε)(x|θ1,θ2) => лбые числовые характеристики, поскольку они вычисляются с помощью ρ или F, тоже должны зависить от неизвестных параметров θ1, θ2.   Eε=∫[-∞;+∞]xP(инд.ε)(x)|θ1,θ2)dx=

=m1(θ2,θ2); Dε=∫[-∞;+∞](ε – m1(θ1,θ2))(c.2)P(инд.ε)(x|θ1,θ2)dx=m2(θ1,θ2). 

Т.о. по крайней мере формальнолюбые моменты – функции от неизвестных параметров. Последнее справедливо и в случае дискретных распределений или дискретных случайных величин. Пирсон предложил для нахождения оценок параметров θ1 и θ2 приравнять теоретические моменты к выборочным (т.е. к их оценкам). {m1(θ1,θ2)=X(инд.n)(вектор), m2(θ1,θ2)=Dв}. В результате получаем систему 2 уравнений относительно θ1,θ2. Правая часть системы фактически зависит от ε1…εn. => Решение θ1*=θ1*(ε1…εn), θ2*=θ2*(ε1…εn) тоже зависит от наблюдений. В качестве оценок θ1 и θ2 надо брать решение θ1*≈θ1*(ε1…εn) и θ2≈θ2(c.2)(ε1…εn).

ЗАМЕЧАНИЕ: Оценки параметров, полученные методом моментов иногда принято называть MM-оценка. Можно показать, что при достаточно общих условиях MM-оценки являются состоят-ми оценками для θ1 и θ2. 

ПРИМЕР: ε – N(a, σ), a,σ – неизв., чтобы их оценить проводить серию экспериментов ε1…εn, каждое из которых N(a,σ).  Eε=a, D(ε)=σ(c.2), m1(a, σ)=a, m2(a,σ)=σ(c.2), или можно составить систему {a=X(инд.n)(вектор), σ(c.2)=Dв}. 
МЕТОД МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ

Пусть дан случайный эксперимент ε, нужно изм-ть θ1 и θ2, т.е. F(инд.ε)=F(инд.ε)(x|θ1,θ2), ε1…εn – н.о.р.с.в. Пусть x1…xn – значения случ. эксп. ОПРЕДЕЛЕНИЕ: функцией правдоподобия называется функция L(θ1,θ2|x1…xn)=П[k=1;n] P(Xk|θ1,θ2). ЗАМЕЧАНИЕ: Функция правдоподобия является функцией от (θ1, θ2), в то же время, если зафиксировать эти параметры, то ее можно рассматривать как  плотность совместного распределения ε1…εn. Метод максимального правдоподобия основан на следующих рассуждениях: - функция правдоподобия при фиксированных θ1 и θ2. Является плотностью совместного распределения, с другой стороны в результате эксперимента выпали числа x1…xn. По видимому раз именно эти числа выпали, то вероятность их появления должна быть максимальна, т.е. L как f от θ1 и θ2 должна принимать максимальн. значения.    max L(θ1,θ2|x1…xn)=L(θ1*,θ2*|x1…xn) => для нахождения оценок неизвестных параметров, необходимо найти max L, т.е. решить: {(∂/∂θ1)L(θ1,θ2|x1…xn)}=0; (∂/∂θ2)L(θ1,θ2|x1…xn)=0} – система уравнений правдоподобия. Поскольку функция L принимает максимальные значения в тех же точках, что и logL, то мы можем данную систему заменить на: {(∂/∂θ1) lnL(θ1,θ2|x1…xn)=0, (∂/∂θ2) lnL(θ1,θ2|x1…xn)=0} – система уравнений правдоподобия. Решая ее, находим θ1*=θ1*(x1…xn), 

θ2*=θ2*(x1…xn), при которых L принимает наибольшие значения. Оказывается в качестве оценок θ1 и θ2, можно взять θ1* и θ2*. Оценки по методу максимального правдоподобия МП-оценки. ПРИМЕР: ε, N(a,σ), a,σ – неизвестны, есть выборка ε1…εn, x1…xn – соответствующие значения. P(инд.σ)(x)=P(x|a,σ)=(1/√2π`σ)e(c.(-1/2)((x-a)/σ)(c.2)) => L(a,σ|x1…xn)=

=П[k=1;n](1/√2π`σ) e(c.(-1/2)((x-a)/σ)(c.2));

lnL(a,σ)=∑[k=1;n] (ln(1/√2π`) – lnσ  - (1/2)((Xk – a)/σ)(c.2))) = n ln(1/√2π`) –

- n lnσ – (1/2σ(c.2))∑[k=1;n](Xk – a)(c.2). Составим уравнения правдопдобия: {(∂/∂a)lnL(a,σ)=(1/σ(c.2))∑[k=1;n](Xk – a)=0, (∂/∂σ) lnL(a,σ)=(-n/σ) +

+ (1/σ(c.2))∑[k=1;n](Xk – a)(c.2)=0}; a=Xk, ∑[k=1,n](Xk – a)=0, ∑[k=1;n]Xk=na=0, a=(1/n)∑[k=1;n]Xk=X(инд.n)(вектор); nσ(c.2)=

=∑[k=1;n](Xk – a)(c.2)=∑[k=1;n](Xk – X(инд.n)(вектор))(с.2);

σ(c.2)=(1/n)∑[k=1;n](Xk – X(инд.n)(вектор))(с.2)=Dв. Т.е. {a=X(инд.n)(вектор); σ(c.2)=Dв}.

МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

Выбирается класс каких-то функций. 

δ(инд.k)(c.2)=(f(x1)-y(инд.k))(c.2), 

∑[k=1;n]δ(инд.k)(c.2)=min, δ(инд.k)=y(инд.k) –

-ax(инд.k)-b; необходимо, чтобы 
∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)(c.2)=min; 

{∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)Xk=0, 

∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)=0;}


{a∑[k=1;n]X(инд.k)(c.2)+b∑[k=1;n]Xk=∑[k=1;n]x(инд.k)y(инд.k), a∑[k=1;n]X(инд.k) + nb = ∑[k=1;n]y(инд.k)} (*).

УПРАЖНЕНИЕ: Построить такую же систему для параболы (3 уравнения, 3 неизвестных). ЗАМЕЧАНИЕ: В результате решения (*) получиим a*=a*(x1…xn, y1…yn), b*=b*(x1…xn, y1…yn).    a* и b*, которые являются оценками a и b, называют МНК-оценками.

ЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИОННАЯ МОДЕЛЬ И МЕТОД МАКСИМУМА ПРАВДОПОДОБИЯ.

y=ax+b+δ. Предполагается, что переменная х – неслучайная, a,b – неизвестные неслучайные, a δ – случайная величина, которая интерпретируется как ошибка измерения, δ~N(0, σ). Необходимо по результатам наблюдения оценить a,b,δ. Предпол., что в  результате повторения испытаний, появились (yk, xk), y(инд.k)=ax(инд.k)+b+δ(инд.k). 

δ1…δn – н.о.р.с.в. с N(0, σ). Воспользуемся методом максимального правдопдобия для решения задачи. Составим L для δ1…δn: L(a,b,σ|δ1…δn)=

=П[k=1;n] (1/√2π`σ)e(c.(-1/2)δ(инд.k)(c.2)/σ(c.2))=П[k=1;n](1/√2π`σ)*

*e(c.(-1/2)((y(инд.k)-ax(инд.k)-b)/σ)(c.2)); lnL(a,b,σ)=(n/√2π`) – n lnσ –

- (1/2σ(c.2))∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)(c.2).

δ1…δn – н.о.р.с.в., N(0,σ), δ~N(0,σ), P(x)=(1/√2π`σ)*

*e(c.(-1/2)(δ(инд.k)(c.2)/σ(c.2)), lnL(a,b,σ)= n ln(1/√2π`) – n lnσ –

- (1/2σ(c.2))∑[k=1;n]δ(инд.k)(c.2)=n ln(1/√2π`) – n lnσ – (1/2σ(c.2))*

*∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)(c.2); 

{∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-b)X(инд.k)=0, ∑[k=1;n](y(инд.k)-ax(инд.k)-

-b)=0}; {a∑[k=1;n]X(инд.k)(c.2) + b∑[k=1;n]X(инд.k)=

=∑[k=1;n]x(инд.k)y(инд.k), (1)   a∑[k=1;n]X(инд.k)+bn=∑[k=1;n]y(инд.k)  (2), σ(c.2)=(1/n)∑[k=1;n]δ(инд.k)(c.2) (3) }. 

Если рассматривать (1) и (2) и сравнить их с системой уравнений полученной МНК, то окажется, то эти уравнения идентичны, => оценки a и b, полученные МНК, совпадают с полученными ММП. (3) – оценка дисперсии разброса, что не дает МНК. 

ДОВЕРИТЕЛЬНЫЕ ИНТЕРВАЛЫ. ДОВЕРИТЕЛЬНОЕ ОЦЕНИВАНИЕ.

До сих пор мы рассматривали задачи точечной оценки параметров, которые в случае скаляр. параметра можно интерпретировать следующим образом 

ε: F(инд.ε)(x)=F(инд.ε)(x|θ), ε1…εn – н.о.р.с.в.

θ*(ε1…εn)≈θ – статистика ≈ истинному параметру.

Строятся 2 статистики θ1*(ε1…εn), θ2*(ε1…εn), причем 

θ1*≤θ2*, α≈1, α=0,9; 0,95; 0,99.   α – доверительная вероятность, уровень доверия. Задача доверительного оценивания заключается в том, чтобы построить θ1*, θ2* такие, чтобы выполнилось равенство P(θ1*(ε1…εn)<θ<θ2*(ε1…εn))=α, α заранее задается. (θ1*(ε1…εn), θ2*(ε1…εn)) – доверительный интервал для неизвестного параметра θ с уровнем доверия α. 

НЕКОТОРЫЕ СТАНДАРТНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

1) Распределение χ (инд.n)(c.2) с n степенями свободы. Механизм построения такого распределения следующий: ε1…εn – н.о.р.с.в., N(0;1), 

χ (инд.n)(c.2)=ε1(c.2)+…+εn(c.2) – случайная величина. Оказывается 

данная случайная величина имеет распределение χ(c.2) с n 

степенями свободы. Распределение χ(с.2) появляется, например, как 

распределение выборочной дисперсии.

2) Распределение Стьюдента (Student) или Госсета. Механизм  появления распределения Стьюдента следующий: ε0,ε1…εn – 

н.о.р.с.в., N(0;1).  t(инд.n)=ε0/√(1/n)∑[k=1;n]ε(инд.k)(c.2)`.

 Данная СВ имеет ρ распределение, при этом говорят, 

что она имеет распределение Стьюдента с n степенями 

свободы. 

3) Распределение Фишера. Механизм появления распределения Фишера: ε1…εn, ε1…εm – н.о.р.с.в., N(0,1). Составим СВ f(инд.n,m)=(1/n)∑[k=1;n]ε(инд.k)(c.2)/(1/m)∑[k=1;m]∑[l=1;m]η(инд.l)(c.2).

f(инд.n,m) имеет распределение Фишера с (n,m) степенями свободы. Распределение отношений двух выборочных дисперсий. Построение доверительных интервалов в случае нормально распределенной выборки. ε1…εn – н.о.р.с.в., N(a,σ). 1) a-? σ-известно.    a=Eε≈X(инд.n)(вектор)=

=(/1n)∑[k=1;n]ε(инд.k), EX(инд.n)(вектор)=E(1/n)∑[k=1;n]ε(инд.k)=

=(1/n)∑[k=1;n]Eε(инд.k)=na/n=a; D(X(инд.n)(вектор)=E(X(инд.n)(вектор) –

-EX(инд.n)(вектор))(с.2)=E((1/n)∑[k=1;n]ε(инд.k) – (1/n)∑[k=1;n]a)(c.2)=

=E((1/n)∑[k=1;n](ε(инд.k) – a))(c.2)=(1/n(c.2))E(∑[k=1;n](ε(инд.k)-a))(c.2)=

=(1/n(c.2))E(∑[k=1;n]∑[k=1;n](ε(инд.k)-a)(ε(инд.l)-a))=

=(1/n(c.2))∑[k,l=1;n]E(ε(инд.k)-a)(ε(инд.l)-a)=(1/n(c.2))∑[k,l=1;n]K(εk,εl)=

=| т.к. εk, εl – нез. СВ, то K(εk,εl)=0, k≠l|, |k=l; k(εk,εl)=D(εk)=σ(c.2)|=

=(1/n(c.2))∑[k=l=1;n]σ(c.2)=nσ(c.2)/n(c.2)=σ(c.2)/n; D(X(инд.n)(вектор))=

=σ(c.2)/n. Можем найти точ*** распределение СВ X(инд.n)(вектор), для этого воспользуемся тем, что характеристическая функция однозначно определяет распределение СВ. Если СВ ε распределена с N(a,σ), то φ(инд.ε)(t)=e(c.ita – (t(c.2)σ(c.2)/2)). Напоминание φ(инд.X(инд.n)(вектор)(t)=Ee(c.itX(инд.n)(вектор))=Ee(c. i(t/n)∑[k=1;n]εk)=

=| характеристическая функция суммы СВ = пр-ию хар. функций| = 

= П[k=1;n] Ee(c.i(t/n)εk), т.е. X(инд.n)(вектор) имеет нормальное распределение N(a, σ/√n`). Построим доверительный интервал, α=1. 

η=(X(инд.n)(вектор)-a)/(σ/√n`)~N(0,1) <-> Ф(x) – табличная. α≈1, α(x(инд.α), P(|η|<x(инд.α))=α=2Ф(x(инд.α)), Ф(х)=∫[0;x](1/√2π`)*

*e(c.-y(c.2)/2)dy – функция Лапласа. По α/2 по таблице находим x(инд.α).

P(|η|<x(инд.α))=α; P(|(X(инд.n)(вектор)-a)/(σ/√n`)|<x(инд.α))=α, 
P(-x(инд.α)<(a-X(инд.n)(вектор))/(σ/√n`))<x(инд.α))=α; P(X(инд.n)(вектор)-

- x(инд.α)(σ/√n`)<a<X(инд.n)(вектор)+x(инд.α)(σ/√n`))=α, левая часть – θ1*(ε1…εn), правая часть θ2*(ε1…εn), P(θ1*(ε1…εn)<a<θ2*(ε1…εn))=α.

Т.о.  постр. довер. интервал для неизв. а, который имеет вид: (X(инд.n)(вектор)-х(инд.α)(σ/√n`), X(инд.n)(вектор)+x(инд.α)(σ/√n`)), который с задан. довер. вероятностью α на*** неизвестный параметр a.

ЗАМЕЧАНИЕ: Если ε1…εn – н.о.р.с.в., которые не обязательно имеют норсвльное распределение, можно строить точно такими же  спос. довер. интервалы для среднего, однако они будут носить приближ. характер в силу ЦПТ. Оказывается, что X(инд.n)(вектор) имеет приблизительно нормальное распределение. 2) Пусть ε1…εn – н.о.р.с.в., N(a,σ), a-?, σ – неизвестно, a≈X(инд.n)(вектор), σ(c.2)≈Dв (выбороч.), t(инд.n-1)=(X(инд.n)(вектор)-a)/

/√Dв/n`. Существует теорема, что СВ t(инд.n-1) имеет распределение Стьюдента с (n-1) степеннью свободы. P(|t(инд.n-1)|<T(инд.n-α))=α, α≈1.

По таблице по α,n находим T(инд.nα) => (α,n)(T(инд.nα), P(-T(инд.nα)<

<t(инд.n-1)<T(инд.nα))=α, P(-T(инд.nα)<(a-X(инд.n)(вектор))/√(1/n)Dв`<

<T(инд.nα))=α, P(X(инд.n)(вектор) – T(инд.nα)√(1/n)Dв`, X(инд.n)+

+T(инд.nα)√(1/n)Dв`),   3) σ-?, σ(c.2)≈Dв, если а – известно, тогда (1/n)∑[k=1;n](εk – a)(c.2) имеет распределение χ (инд.n)(c.2). 

Если а – неизв., то а заменяем на X(инд.n)(вектор), т.е. (1/n)∑[k=1;n](εk –

- X(инд.n)(вектор))(с.2) имеет распределение 
χ (инд.n-1)(c.2). Мы можем воспользоваться таблицей для 
χ (инд.n)(c.2), для χ(инд.n-1)(c.2).

Оказывается справедлива следующая теорема:

m(инд.α)/σ(c.2)=(1/nσ(c.2))∑[k=1;n](εk – a) ~ χ (инд.n)(c.2) – 

распределение с n степенями свободы. 

P(χ (инд.n)(c.2) < χ (инд.n,α)(c.2))=α, 

P(m2/σ(c.2)<χ (инд.n,α)(c.2))=α, 

P(m2/χ (инд.n,α)(c.2)<σ(c.2))=α≈1, 

 левостор.

P(χ(инд.n)(c.2)>χ(инд.n,α)(c.2))=α≈1, 

P(m2/σ(c.2)>χ(инд.n,α)(c.2))=α, 

P(σ(c.2)<m2/χ(инд.n,α)(c.2)=α получили правосторонний доверительный интервал. P(χ(инд.n,α1)(c.2)<χ(инд.n)(c.2)<χ(инд.n,α2)(c.2))=α≈1, 

P(χ(инд.n)(c.2)<χ(инд.n,α1)(c.2))=(1-α)/2, P(χ(инд.n)(c.2)>χ(инд.n,α2)(c.2))=

=(1-α)/2. Извстны χ(инд.n,α1) и χ(инд.n,α2)(c.2).

P(χ(инд.,α1)(c.2)<m2/σ(c.2)<χ(инд.n,α2)(c.2))=P(m2/χ(инд.n,α2)(c.2)<σ(c.2)<

<m2/χ(инд.n,α1)(c.2))=α≈1 – двустор. довер. интервал. σ-?, a – неизв. В этом случае nDв/σ(c.2) имеет χ(инд.n-1)(c.2). можно таким же образом постороить все довер. интервалы. УПР-ИЕ: проделать это самостоятельно. ЗАМЕЧАНИЕ: Доверительные интервалы для неизвестных параметров a и σ были построены при очень сильном ограничении, что наша выборка имеет нормальное распределение. Однако, в силу ЦПТ, доверительный интервал можно строить и не для нормального распределения случайных величин, но в этом случае формулы носят приближенный характер и верить им можно, если объем выборки достаточно большой.
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