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КЛАССИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ СОБЫТИЯ. ПОЛЕ СОБЫТИЙ. ПОЛНАЯ ГРУППА СОБЫТИЙ. АКСИОМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТИ.                                        (с) http://karatel.nm.ru

Возможный результат (исход) некоторого эксперимента (испытания) при определенных условиях называется событием. Событие, которое обязательно имеет место при испытании называется достоверным событием и обозначается U, событие, которое не может наступить не при каких условиях данного испытания называется невозможным (V). Два события называются несовместимыми, если появление одного из них исключает появление другого. Совокупность всех возможных ри данном испытании событий включая достоверные и невозможные называется полем событий. Все события обозначаются заглавными латинскими буквами A1,B1,B2. S – поле событий. {w1,w2,w3…}(A. При многократном испытании, те события, которые нас интересуют, называются элементарным исходом. Множество их образует событие. Вероятность события равна отношению числа благоприятствующих исходов к общему числу исходов в испытании. 0≤P(A)=m/n≤1; m – число благопр. исх., n – общее число испытаний. Комбинаторные формулы (позволяют вычислить число различных комбинаций между цифрами): 1) комбинация элементов из нескольких групп. Имеем несколько групп, n1({a1,a2…an}, n2({b1,b2..bn}… …n(инд.r)({c1,c2…cn}. Сколько комбинаций может быть: N=n1*n2*n3* 

*…*n(инд.r), если n1=n2=…=n(инд.r), N=n(c.2). Монеты кидаем 1 по 5 раз: N=2(c.5), 2) число перестановок из n элементов: n;N=n!, 3) число размещения без возврата: n – число элементов размест. по k – элементом с учетом порядка, k<n; A – число размещений из n по k; A(инд.n)(c.k)=

=n(n-1)(n-2)…(n-k+1); A(инд.n)(с.k)=n(c.k) (с возвратом). Пример: A(инд.10)(c.2)=10*9=90 комбинаций (для 10-ти цифр: 1234567890). Например спортлото. 4) число сочетаний из n элементов по k: 

C(инд.n)(c.k)=n!/k!(n-k)!, порядок элементов не важен. 

КОМБИНАЦИИ СОБЫТИЙ

Объединением или суммой 2 событий А1 и А2 называется 

событие А, состоящее в наступлении или А1 или А2, 

A=A1+A2=A1VA2. Пересечением (произведением) 2х

событий А1 и А2 называется событие А, которое состоит 

в наступлении и события А1 и события А2: дизъюнкция 

A=A1/\A2=A1A2. Событие, состоящее в ненаступлении события А называется отрицанием события А и обозначается А(вектор) (дополнительное событие). Полная группа событий – это совокупность всех событий, происходящих хотя бы 1 раз при испытании. 

ТЕОРЕМА сложения вероятности: вероятность объединения событий равна сумме вероятностей событий, вхоящих в объединение P(V(инд.i)A(инд.i))=[i]∑P(A(инд.i)), “хотя бы 1 раз”=VA(инд.i). Два единственно возможных и совместных исходов данного испытания называются противоположными событиями и образуют полную группу событий =1. A1+A2+…+An – полная группа, P(VAi)=1, пусть полная группа состоит из A“хотя бы 1 раз”, A(вект.)”ни разу”; P(A)+P(A(вект.))=1, 

P(A)=1-P(A(вект.)). Аксиомы теории вероятности: P(A), P(B) связанные с некоторым событием, являются вероятностями, если удовлетворяют следующим условиям: 1) вероятность достоверного события P(U)=1, P(A)>0 и выполняется теорема сложения P(V(инд.i)Ai)=[i]∑P(Ai).

УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ

Условной вероятностью события В при гипотезе А называют отношение вероятности пересечения событий к безусловной вероятности события А:  

P(B/A)=P(A∩B)/P(A).  ТЕОРЕМА УМНОЖЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ: вероятность пересечения 2-х событий равна произведению вероятности события А на условную вероятность В в предположении, что А произошло. P(A∩B)=P(A)P(B/A). СЛЕДСТВИЕ: дано: A1, A2…, Ai ЄS (поле событий), тогда вероятность пересечения этих событий равна произведению безусловной вероятности одного из событий на условные вероятности всех остальных, причем условная вероятность последующего события вычисляется, что все предыдущие события имели место. Пример: 12345, какова вероятность, что 2 выбранные цифры будут четными: B={2;4}, A – первая четная цифра, P(A)=2/5, P(B/A)=1/4, P=P(A)P(B/A)=1/10.

БЕЗУСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ. НЕЗАВИСИМЫЕ СОБЫТИЯ

2 события называются независимыми, если вероятность пересечения этих событий равна произведению ………

.


ЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА: если m и n в формуле Бернули велико, то пользуются этой теоремой: вероятность того, что событие А по схеме Бернули будет иметь место точно m раз P(m)=(1/√npq)*φ(x), φ(x) – специальная табулированная функция. φ(x)=(1/√2π)exp(-x(c.2)/2), 

x=(m-np)/√npq` - находим х. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ТЕОРЕМА ЛАПЛАСА: m'≤m≤m", P(m'≤m≤m")=P(m=m(инд.k))=[m(инд.k)]∑(1/√npq`)*φ(x). Вероятность того, что P(m'<m≤m")=Ф(x")-Ф(x'); Ф(х)=(1/√2π)*

*∫[0 – x]exp(-x(c.2)/2)dx. Свойства функции: Ф(0)=0, Ф(-х)=-Ф(х), Ф(х(∞)=0,5; x'=(m'-np)/√npq`; x"=(m"-np)/√npq`.

ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ СХЕМЫ БЕРНУЛИ

Проведено n испытаний, m раз событие имело место, m/n – относитеьная частота события. Закон: Вероятность того, что относительная частота события по схеме Бернули удовлетворяет неравенству P{|m/n  - p|<ε}(1, ε – сколь угодно малое положительное число ( при n(∞. Рассмотрим неравенство –ε<m/n  - p<ε, теперь найдем вероятность этого: P{-ε√n/pq`<

<(m-np)/√npq`<ε√n/pq`}=Ф(х")-Ф(х'), x'= - ε√n/pq`. Учитывая свойства  инт. Лапласа: P{…}=2Ф(ε√n/pq`), n(∞, Ф(∞)(0,5. Получаем P(1, значит относительная частота стремится к вероятности.

СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА (СВ)

СВ называется переменная величина, которая принимает свои возможные значения в зависимости от случая, который заранее невозможно предугадать. Например игральная кость – Х(1,2,3,4,5,6). Обозначается X,Y,Z, значения X(x1,x2…).

ДИСКРЕТНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА (ДСВ). ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДСВ.

Случайная величина называется дискретной,если она принимает случайные изолированные значения, причем каждое значение этой СВ содержит окрестность, в которой нет других значений СВ. Причем каждое значение СВ определяется с некоторой вероятностью. Соответствие всех значений ДСВ и вероятности этих значений Х(х1,х2…) называется распределением случайной величины P(p1,p2…). ПРИМЕРЫ: 1) схема Бернули – P=e(c.m)(инд.n)p(c.n)q(c.n-m), 2) локальный закон Лапласа: P=φ(x)/√npq`. Эти 2 закона используются при 0,1<p>1 и при n(∞. Если P мало, а n велико, тогда используется феноминальный закон Пуассона: 
P(k)=λ(c.k)e(c.-λ)/k!, λ=np, k=0,1,2…n. Зная закон распределения ДСВ мы можем найти функцию распределения ДСВ F(x). ФРСВ – вероятность того, что СВ принимает значения <x, F(x)=P(X<x). 

F(x)=∑[k, x(инд.k)<X] P(X=x(инд.k). 

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ (ДСВ).

    МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ СВ.

Обозначается: М(Х)=МХ=∑[i=1,n] p(инд.i)x(инд.i), X={x1,…xn; p1…,pn. М≈среднему значению величины. Допустим провели эксперимент: значения СВ: х1…,хn, частота встречи: n1,…n(инд.N). N – раз. 

n1/N, n2/N,…n(инд.N)/N – найдем среднее. Среднее значение – X(надчерк)=∑[i=1,N] x(инд.i)n(инд.i)/N, если N(∞, то n(инд.i)/N(Pi. Получим MX≈X(надч). СВОЙСТВА математического ожидания: 1) математическое ожидание постоянно = const, M(C)=C. 2) постоянную можно выносить M(CX)=CM(X), 3) мат ожидание произведения 2х СВ M(XY)=M(X)M(Y). Возьмем 2 возможных значения, закон распределения произведения вероятностей: XY={x1y1,x1y2,x2y1,x2y2;p1g1,p1g2, p2g1, p2g2.    X={x1,x2;p1,p2.   Y={y1,y2;g1,g2.    4) мат ожидание суммы 2х СВ: M(X+Y)=M(X)+M(Y).

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ ЧИСЛА ПОЯВЛЕНИЙ СОБЫТИЯ В N НЕЗАВИСИМЫХ ИСПЫТАНИЯХ.

Проводим испытания по схеме Бернули. Событие А может появиться с вероятностью Р. Вводим рассматриваемю СВ: Х={1  0; p   1-p.   1-появилось, 0 – не появилось. МХ=1*р+0*(1-р)=р. Мы имеем N событий: x1,…xn (x = либо 1, либо 0). В каждом испутании M=p.  x=∑[i=1, n] x(инд.i). MX=M∑[i=1,n]x(инд.i)=∑[i=1, n] MX(инд.i)=np. Дисперсия ДСВ: введем понятие ОТКЛОНЕНИЕ (центрированная величина) – это Х(сверху *)=Х-

-МХ. Рассматривают дисперсию СВ    =DX=M(X-MX)(c.2) – математическое ожидание квадрата отклонения СВ от математического ожидания. Если задан закон изменения СВ Х={x1…xn;p1…pn. MX=∑xi pi, X-MX={x1-MX,…xn-MX; p1,…,pn. DX=∑[i=1,n] (Xi-MX)(c.2)pi. На практике: DX=M(X(c.2))-(MX)(c.2) – простая форма. Воспользуемся определением: (X-MX)(c.2)=x(c.2)-2XMX+(MX)(c.2), DX=M(X(c.2)-2XMX+

+(MX)(c.2))=M(X(c.2))-2MXMX+(MX)(c.2)=M(X(c.2))-(MX)(c.2). 
СВОЙСТВА ДИСПЕРСИИ ДСВ: 1) D(C)=0, C=const, дисперсия – это разброс. 2) D(CX)=M(CX-M(CX))(c.2)=C(c.2)DX, 3) D(X+Y)=DX+DY, 4) D(X-Y)=D(X+(-1)Y)=DX+(-1)(c.2)DY=DX+DY. Средне-квадратическое отклонение: δ(х)=δх=√D`. Дисперсия числа появлений события в n независимых событиях по схеме Бернули: найдем дисперсию СВ при 1 испытании, X={1, 0; p; q=1-p. MX=p.   DX=MX(c.2)-(MX)(c.2)=p-p(c.2)=

=p(1-p)=pq. А мы рассмотрим n случайных величин и поэтому D(∑[i] xi)=

=npq.

НЕПРЕРЫВНАЯ СВ. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ.

Непрерывная СВ полностью заполняет промежуток ab   xЄab. Функция распределения F(x)=P(X<x). Вероятность того, что значение случайной величины меньше х. СВ называется непрерывной, если ее функция распределения является непрерывной кусочно-дифференцируемой функцией с непрерывной производной. Свойства функции распределения СВ: 1) т.к. функция F(x)=P(X<x), то 0≤F(x)≤1. 2) F(x) неубывающая функция на интервале a≤x≤b, т.е. x2>x1, F(x2)>F(x1). Докажем: имеем 2 значения СВ х1 и х2, причем х2>х1, события P(X<x2)=P(X<x1)+P(x1<X<x2) , P(x1<X<x2)=P(X<x2)-P(X<x1)=F(x2)-F(x1)>0 из определения функции распределения. СЛЕДСТВИЕ 1: P(a≤X≤b)=F(b)-F(a) – вероятность что Х из (а,b). СЛЕДСТВИЕ 2: вероятность того, что непрерывная СВ принимает некоторое точное значение =0. Д-во: рассмотрим промежуток x1-x1+∆x, тогда P(x1+∆x<X<x1)=F(x1+∆x)-F(x1), ∆x(0, => P(x=x1)=0.

ПЛОТНОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНОЙ СВ

- называется функция f(x)=F '(x). Если нам задана производная, а Р-?, 

P(a≤X≤b)=∫[a-b] f(x)dx=F(b)-F(a). Плотность распределения позволяет найти функцию распределения: F(x)=∫[-∞-x] f(x)dx. Но рассматривают весь промежуток – 3 интервала. Задана плотность распределения: f(x)={0,X<a; (1/(b-a)), a≤X≤b; 0, x>b.     F(x)=∫[-∞-x]f(x)dx, 1) X<a, F(x)=∫[-∞-x] 0dx=0, P=0, 2) a≤X≤b, F(x)=∫[-∞-x] f(x)dx=∫[-∞-a]0dx +∫[a-x](1/(b-a))dx=(x-a)/(b-a), 

3) X>b, F(x)=…=∫[-∞-a]0dx +∫[a-b]dx/(b-a) +∫[b-x]0dx=1. В общем случае: -∞. F(x)={0, x<a; (x-a)/(b-a), a≤X≤b; 1, X>b. 

УСЛОВИЕ НОРМИРОВКИ

Возможно 2 случая: 1) a≤X≤b, то ∫[0-b]f(x)dx=1 – это условие нормировки. 2) Если  -∞<X<∞, то   ∫[-∞-∞]f(x)dx=1 – условие нормировки. Используя для нахождения некоторой постоянной/параметра.   a≤X≤b, lim[x(a+]F(x)=0, lim[x(a+]f(x)=0, lim[x(b-]F(x)=1, lim[x(b-]f(x)=0, Возможны: -∞<X<b…

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕПРЕРЫВНОЙ СВ, ВЕРОЯТНОСТНЫЙ ХАРАКТЕР ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

f(x)=F '(x), f(x) – не убывающая => F '(x)>0, f(x)>0. По определению производной f(x)=lim[∆x(0] (F(x+∆x)-F(x))/∆x.    ∆F=F(x+∆x)-F(x)≈dF(x)=

=F '(x)∆x=f(x)∆x. Вероятностный смысл разности – вероятность попадания СВ в интервал. P(x<X<x+∆x)=F(x+∆x)-F(x)=f(x)∆x.   P=f(x)∆x (∆x – длина интервала). МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ НСВ: задан интервал всех  значений НСВ:  a|-------x(инд.i)|///////////|x(инд.i+∆x)-------|b. Разбиваем на отрезки и рассматриваем элементарный отрезок: P(x(инд.i)<X<x(инд.i+∆x))

=f(x(инд.i))∆x,  M(X)=x(инд.i)f(x(инд.i))∆x(инд.i).    M(X)=∑M(x(инд.i))=

=∑x(инд.i)f(x(инд.i))∆x(инд.i).   Возьмем интервал: M(X)=MX=

=lim[∆x(0]∑x(инд.i)f(x(инд.i))∆x(инд.i)=∫[a-b]xf(x)dx – выражение для мат ожидания. Интервал определенный, если интервал конечен. Может быть и ∫[-∞;∞] если взять сходящийся интервал по всей оси. ДИСПЕРСИЯ НСВ: DX=M(X-MX)(c.2)=∫[a-b](X-MX)(c.2)f(x)dx. Для практических расчетов: DX=∫[a-b]x(c.2)f(x)dx – (MX)(c.2). Примеры распределения НСВ: 1) равномерный закон распределения НСВ – НСВ называется равномерно распределенной, если на интервале всех возможных значений плотность распределения сохраняет свое постоянное значение f(x)=C(const), xЄ(a,b). По условию нормировки ∫[a-b]f(x)dx=1, ∫[a-b]Cdx=1, C=1/(b-a).     

f(x)=1/(b-a). Зная f(x) можно найти: F(x)=∫[-∞;x]f(x)dx=∫[-∞;a]0dx+

+∫[a;x]1/(b-a)dx=(x-a)/(b-a). Вычисляем МО: MX=∫[a-b]xdx/(b-a)=

=1(b(c.2)-a(c.2))/2(b-a)=(a+b)/2.     DX=∫[a-b]x(c.2)dx/(b-a)  -  ((a+b)/2)(c.2)=

=(b(c.3)-a(c.3))/3(b-a)   -   ((a+b)/2)(c.2)=(a-b)(c.2)/12.    НОРМАЛЬНЫЙ ЗАКОН РАСПРЕДЕЛЕНИЯ: СВ называется нормально распределенной, если она имеет f(x) в виде: f(x)=(1/δ√2π`)*exp(-(x-a)(c.2)/2δ(c.2)),   a,δ-?. Выясним вероятностный смысл. Найдем МХ. Берем -∞<x<∞, 

MX=(1/δ√2π`)*∫[-∞;∞]x*exp(-(x-a)(c.2)/2δ(c.2))dx=|t=(x-a)/δ; x=δt+a; dx=δdt|=

=(1/√2π`)*∫[-∞;∞](δt+a)*exp(-t(c.2)/2)dt=(1*δ/√2π`)*∫[-∞;∞]t exp(-t(c.2)/2)+

+(a/√2π`)∫[-∞;∞]exp(-t(c.2)/2)dt= |-exp(-t(c.2)/2)|[-∞;∞]=0| =a=MX.    

Здесь: ∫[-∞;∞]exp(-t(c.2)/2)dt=√2π`.    DX=(1/δ√2π`)∫[-∞;∞](x-a)(c.2)*

*exp(-(x-a)(c.2)/2δ(c.2))dx= |t=(x-a)/δ; x=δt+a; dx=δdt|=(δ(c.2)/√2π`)*

*∫[-∞;∞]t(c.2) exp(-t(c.2)/2)dt= |u=t; dv=t exp(-t(c.2)/2)dt|=δ(c.2)=DX
Вероятность попадания НВС в 

заданный интервал: P(α<x<β)-?

по определению P=F(β)-F(α)=

=∫[α-β]f(x)dx   ∫-?. P(α<x<β)=

=(1/δ√2π`)*∫[α-β]exp(-(x-a)(c.2)/

/2δ(c.2))dx= |t=(x-a)/δ; x=δt+a;

t0=(α-a)/δ; t1=(β-a)/δ| =(1/√2π`)*

*∫[(α-a)/δ; (β-a)/δ]exp(-t(c.2)/2)dt=

=(1/√2π`)∫[0; (β-a)/δ]exp(-t(c.2)/2)dt –

- (1/√2π`)∫[0; (α –a)/δ]exp(-t(c.2)/2)dt=  | (1/2π)∫[0-x]exp(-x(c.2)/2)dx=Ф(х)|  =

= Ф((β-а)/δ)-Ф((α – а)/δ)=P(α<x<β). ВЫЧИСЛЕНИЕ вероятности заданного отклонения для НСВ: |x-a|<δ – максимальное отклонение.  P(|x-a|<δ)-? Дано: δ случайная величина должна попасть –δ<x-a<δ,  -δ+a<x<δ+a.   

P(-δ+a<x<δ+a)=Ф((δ+a-a)/σ)-Ф((-δ+a-a)/σ)=| Ф(-x)= -Ф(х)| = 2Ф(δ/σ). Возьмем δ=σ t, P(|x-a|<σ t)=2Ф(t). При t=3, P(|x-a|<3σ)=0,9987 – правило 3х сигм. ПОКАЗАТЕЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: величина имеет показательное распределение, если f(x)={0,x<0; λe(c.-λx), x≥0.      0≤x<∞ - только положительные значения. Зная f(x) можем найти MX, DX.   

MX=∫[0-∞]xλe(c.-λx)dx=1/λ,  DX=λ∫[0-∞](x-  1/λ)(c.2)exp(-λx)dx=1/λ(c.2).  

f(x)=∫[-∞;x]λe(c.-λx)dx=∫[0-x]λe(c.-λx)dx=1-e(c.-λx).   F(x) – вероятность отказа. F(x)=P(t>T).   T – время безотказной работы.  R(x)=1-F(x)=

=P(t<T)=exp(-λx),   λ – параметр. 

СИСТЕМЫ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН (МНОГОМЕРНЫЕ ИЛИ ВЕКТОРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ (СВ).

x1,x2…xn – несколько СВ. Описывают процес – задана систематическая СВ или случайный вектор Х(x1,…,xn). В зависимости от характера компонент (дискретный или непрерывный) определяют и характер случайного вектора. Рассмотрим случайный вектор z(X,Y). СВ Х может принимать значения (x1…xn), Y(y1…yn). Функция распределения двумерной СВ представляет собой функцию двух переменных F(x,y). Для того, чтоб определить функцию надо знать закон распределения СВ – соответствие значения СВ и их вероятностей. Для дискретной СВ закон задается в виде таблицы, где в клетках вероятности. ТАБЛИЦА (надо рисовать): строка 1 (x,x1,x2,x3,…,xn,∑), строка 2 (y, P11,P21,P31…Pn1,P(y1)), строка 3 (y2, P12, P22, …Pn2, P(y2)), …строки..., строка предпоследняя (ym, P1m, P2m…, 1), строка последняя (∑, P(x1), P(x2)…).    P(y1) – вероятность, что y1 принимается. Непрерывная СВ характеризуется плотностью распределения f(x,y)=∂F(x,y)/∂x∂y.  F(x,y)=P(X<x,Y<y).   F(x,y)≥0, f(x,y)≥0, F(x,y)=

=∫[-∞;y]∫[-∞;x]f(x,y)dxdy,  (∫∫[по Дxy] f(x,y)dxdy=1), F(x)=∫[-∞;∞]dy*

*∫[-∞;x]f(x,y)dx, если вся числовая ось, F(y)=∫[-∞;∞]dx∫[-∞;y]f(x,y)dy, 

(∫[-∞;∞]∫[-∞;∞]f(x,y)dxdy=1. 
КОРЕЛЯЦИОННЫЙ МОМЕНТ, КОЭФФИЦИЕНТ КОРЕЛЯЦИИ

Мерой оценки связи 2х СВ z(X,Y), X,Y – связь? является кореляционный момент. По определению Kxy=M(X(с волной))*M(Y(с волной)). X(с волной) – отклонение, X(с волной)=X-MX, Y(с волной)=Y-MX. Для дискретной СВ: Kxy=∑[по ij] (x(инд.i)-m(инд.x))p(инд.ij)(y(инд.j)- 

-m(инд.y))=∑[по i]∑[по j] (x(инд.i)-m(инд.x))(y(инд.i)-m(инд.y))P(инд.ij).

Kxy=m(инд.xy)/δ(инд.x)δ(инд.y), |Kxy|≤1. Если Kxy=0, то СВ независимы. Если с непрерывной СВ, то m(инд.xy)=∫∫[по Дxy](x-m(инд.х))(y-m(инд.y))*

*f(x,y)dydx.   δ(инд.x)=√Д(инд.х)`=M(X(c.2))-(MX)(c.2), m(инд.х)=MX=

=∫[-∞;∞]∫[-∞;∞] xf(x,y)dxdy, m(инд.y)=аналогично…. 

ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОДИНАКОВО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СВ, ВЗАИМНОНЕЗАВИСИМЫХ.

Имеется случайные величины (СВ)   х1,..,xn. И они имеют одинаковые числовые характеритики. Мат. ожидпния и дисперсии равны =m, =D. 

√D`=δ, x(надч.), D(надч) – среднее. Нас интересует: M(x(надч)), D(x(надч), δ(х(надч))-? x(надч)=∑x(инд.i) /n, M(x(надч))=M(∑x(инд.i) /n)=(1/n)*

*∑[i=1,n] Mx(инд.i)=nm/n=m, D(x(надч))=D(∑x(инд.i) /n)=(1/n(c.2))*

*∑[1,n] Dx(инд.i)=nD/n(c.2)=D/n, δ(х(надч))=√D/n`=δ/√n`.

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

- изучает и устанавливает закономерности, которым подчинены массовые явления, аппаратом теории вероятности. Основное понятие – генеральная совокупность, случайная выборка. X(x1,x2..,xn) – генеральная совокупность. N – объем генеральной совокупности, чем больше, тем применимей к математической статистике. Из генеральной совокупности мы имеем случайно выбранные значения – случайная выборка. X*(x1,x2,

…,xk). Число выборок бесконечно, но все характеризуют генеральную совокупность. Задачей математической статистики является – по исследованию случайной выборки установить закономерность в генеральной совокупности.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ СЛУЧАЙНОЙ ВЫБОРКИ

Чтобы установить закон, вводится вспомогательная случайная величина (СВ), которая может принимать знаения из случайной выборки. Закон распределения случайной выборки представляет собой соответствие значения выборочных СВ и их относительных частот. W=n(инд.k)/k – относительная частота. F(x)=W(x*<x). Для дисретных величин строят полигон – график 

зависимости W=f(x). Для 

непрерывной СВ строят 

гистограммы: все 

возможные значения a<x<b 

и построим W=f(x). 

Разбиваем ab на одинаковые интервалы: сколько значений попало в 

1 промежуток, во 2 и т.д. 
ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ И ВЫБОРКИ

Генеральная средняя X(инд.Г)(надч)=∑[i=1,n]x(инд.i)/N=m. Дисперсия генеральной совокупности: D(инд.Г)=∑n(инд.i)(x(инд.i)-m)(c.2)/N, δ(инд.Г)=√D(инд.Г)`, X(инд.в)(надч)=∑[1,n]n(инд.i)x(инд.i) /k, D(инд.в)=∑n(инд.i)(x(инд.i)-x(инд.в)(надч))(с.2) /k, δ(инд.в)=√D(инд.в)`. Индекс “в” – выборочная. Дл того, чтобы числовые характеристики с выборки могли оценивать числовые характеристики генеральной совокупности, они должны удовлетворять следующим требования – оценка должна быть несмещенной. Математическое ожидание этой оценки должно быть равно истинному значению M(θ*)=θ, θ*=f(x1,x2..,xk) – оценка или статистика, θ ({Хг(надч), Dг, δг. 2) оценка должна быть состоятельной – это значит, что при увеличении объема выборки θ*(θ – некоторому значению, при k(∞, P{|θ*-θ|<ε}<1, k(∞. 3) оценка должна быть эффективной, т.е. D(θ*) должна быть минимальной. 4) оценка должна быть ассимптотически нормальной – при увеличении объема выборки θ*( к нормальному распределению. Рассмотрим точечные оценки генеральной совокупности: Xг(надч)=(∑ni xi)/N=a, Xв(с волной)-? M(Xв(с волной))=

=M=(∑xi /k)=(1/k)*M(∑xi)=(1/k)*(∑MXi)=(1/k)*a*k=a, M(Xв(с волной))=a – среднее значение генеральной совокупности =Xг(надчеркнутое). Мы можем по Х(надч) оценить генеарльную совокупность Хг(надч)=∑ni xi /N=a, 
Хг(надч)≈Хв(надч). Выборочная дисперсия: Dв=∑ni (xi –Xв(надч))(с.2)/k-?

и Dг-? Найдем M(Dв)-? САМОСТОЯТЕЛЬНО :(((.     

Dг≈Sв(с.2)=(n / (n-1))*Dв, n – объем выборки. Dг≈Sв(с.2)=∑ni (xi-Xв)(с.2)/

/(n-1), δг~S.

ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ЧИСЛОВЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ

дают большую погрешность. Доверительный интервал для оценки математического ожидания нормально-распределенной при известной дисперсии генеральной совокупности. Предполагается, что генеральная совокупность имеет нормальное распределение. Используются интервальные оценки. θ* - оценка по выборке, θ – числовая характеристика генеральной совокупности. С некоторой доверительной вероятностью выполняется неравенство: P{|θ*-θ|<ε}=γ – надежность. ={0,95-0,99}, 

|θ*-θ|<ε, -ε<θ*-θ<ε,  -ε+θ*<θ<ε+θ* - доверительный интервал. Пусть дано: δг, нормальное распределение δг=δв/√n`, P{|Хв(надч)-a|<δ}=γ, 

P{|Xв(надч)-a|<δ}=2Ф(δ/δв).

МЕТОДЫ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ ГЕНЕРАЛЬНОЙ СОВОКУПНОСТИ

Мы считаем, что θ – истинное значение генеральной совокупности и оцениваем его по статистике θ*=f(x1,x2…,xn). Мы должны установить интервал истинного значения |θ-θ*|<δ -? Мы можем только определить вероятность, что оценка будет выполняться. Доверительная вероятность P{|θ-θ*|<δ}=γ={0,95…0,99} или надежность, δ-? Вычисление доверительного интервала при заданном значении δг (среднее квадратическое отклонение) для средней генеральной. Закон распределения нормальный. Для оценки мы используем предварительные оценки. 1) δг, (x(надч)(инд.в))=x(инд.г), D(x(надч)(инд.в))=Dг/n=δг(с.2)/n, n – объем выборки, δв= σг/√n`, распишем доверительный интервал. Дано: n, x(надч)(инд.в), σг; δ-? |Xг(надч) – Xв(надч)|<δ-? Решение: 
P{Xв(надч)-δ<Xг(надч)<Xв(надч)+δ}=γ=2Ф(δ/σв)=2Ф(δ√n`/σг), δ√n`/σг=t – квантиль – значение распределения СВ, для которых функция принимает заданные значения, δ=t σг / √n`, доверительный интервал 
Xв(надч)-(t σг / √n`)<Xг(надч)<Xв(надч)+ (t σг/ √n`), t=t(n,γ), подставляя t находим доверительный интервал. Задача другая: 2) σг не известна, Дано:

[image: image4.png]


n, Xв(надч), γ; δв (это доверительный интервал) -? Dг≈n Dв/(n-1)=Sв(с.2),

σг≈Sв, P{|Xг(надч)-Xв(надч)|<δ}=γ=2Ф(δ√n`/σг)=2Ф(t), обозначаем δ√n`/Sв=t, δ=t Sв / √n`. 3) оценка генеральной дисперсии или среднеквадратического σг -? Дано: n,γ,Xв(в), Sв(с.2), мы хотим 
P{|Sв-σг|<δ}=γ, Решение: Sв-δ<σг<Sв+δ, δ-? Sв(1-(δ/Sв))<σг<Sв(1+(δ/Sв)),

δ/Sв=q(γ,n) – из таблицы. Sв(1-q)<σг<Sв(1+q), Может оказаться q>1, а σг>0, 0<σг<Sв(1+q). 

МЕТОД МАКСИМАЛЬНОГО ПРАВДОПОДОБИЯ

Распределение Бернули – вероятность, что испытание наступит k раз P(x=k)=C(инд.n)(c.k) p(c.k) q(c.n-k), P(X=xi)=e(c.-λ) xi(c.λ) – распределние Пуассона. P-?, λ-? f(X=xi)=λe(c.-λ xi). Метод определения параметров известного распределения – метод максимального правдоподобия. Строится функция правдоподобия для дискретной и непрерывной СВ: ДИСКРЕТНАЯ: надо оценить параметр распределения θ*. Строится: L(x1,x2…,xn, θ)=P(x1,θ)*…*P(xn,θ) – дискретная случайная величина (ДСВ), P – вероятность, что СВ принимает значения xn при параметре θ. 

НЕПРЕРЫВНАЯ: L(x1,x2…xn,θ)=f(x1,θ)f(x2,θ)*…*f(xn,θ) – непрерывная случайная величина (НСВ). L'=0, L(lnL, (lnL)'=0 (θ? нашли его оценку θ=θ*. Теперь найдем L"|(инд.θ=θ*)<0. 

Для НЕПРЕРЫВНОЙ СВ: метод ТОЧЕЧНОЙ ОЦЕНКИ. Оценить параметр L(x1,x2…xn,θ)=f(x1,θ)f(x2,θ)*…*f(xn,θ); θ-? Строится функция lnL или L.

dlnL/dθ=0(θ. Показательный закон распределения НСВ: Дано: 
f(x)=λe(c.-λx) – показательный закон распределения, λ-? (θ выборка x – от x1 до xk, n – от n1 до nk. Строим функцию максимального правдоподобия: 

L(x1x2…xk,θ)=[λe(c.-λx1)](c.n1)[λe(c.-λx2)](c.n2)*…*[λe(c.-λ xk](c.nk)=

=λ(c.n1)e(c.-λn1x1)*…*λ(c.nk)e(c.-λ nk xk)=λ(c.n1+n2+…+nk)e(c.-(x1n1+

+x2n2+…+xk nk)λ). Прологарифмируем: (∑[1;k] ni = k – объем выборки)

lnL=k lnλ – λ∑[1;k] xi ni *lne; d lnL/dλ=(k/λ)- ∑[1;k] xi ni =0; λ=k/∑[1;k]xi ni=

=1/(∑xi ni /k)=1/(x(вектор)(инд.в)).

СТАТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ

Для проверки предположения о законе распределения СВ и для сравнения числовых характеристик числовых выборок используются понятия – гипотеза и уровень значимости. Гипотеза – любое предположение о законе распределения СВ. Можем выдвинуть несколько гипотез. Для каждой образуется критерий, по которому мы принимаем или отклоняем гипотезу. Имеется генеральная совокупность, изучается ее признак. Чтобы оценить числовые характеристики сделаем выборки, выдвигаем для них гипотезы, проверяем критерий. Или принимаем или нет. Критерий – некое правило. Существует несколько критериев математической статистики. Выбор критерия – на числовой оси выбирается интервал, в котором значения выборки встречаются с наибольшей вероятностью. Выдвигаем гипотезу о законе распределения СВ. Согласно ему вычисляем теоретические частоты или вероятности для значений выборки. Если эти теоретические частоты попадают в наш интервал с выбранной вероятностью, то этот интервал называется интервалом принятия гипотезы, а гипотеза принимается. Если не попадает, то гипотеза отклоняется. Эти частоты – критическая область – область непринятия гипотезы.

КРИТЕРИЙ ПИРСОНА: χ (с.2)

Мы должны определить уровень значимости вначале. Уровень значимости – вероятность ошибки гипотезы, т.е. это вероятность того, что СВ попадает в критическую область при условии, что гипотеза наша верна P(xЄG/H)=α={0,001;0,05;0,01…} – ошибка мала, задаем сами. Есть наблюдаемые частоты – ni, вычисляем по гипотезе теоретическую частоту – ni', вычисляем критерий χ (с.2) = ∑[1; k] (ni – ni')(c.2)/ni '. По заданному уровню значимости и по объему выборки мы определяем из таблицы критическое значение χ (с.2) (α, k-1); δ=k-1 – число степеней свободы.

Если вычисленное χ (с.2) < χ (инд.кр)(с.2), то гипотеза принимается, 

если же >, то отвергается. Для нормального закона распределения ni ' вычисляется следующим образом: ni ' = khφ(Ui)/σ(инд.в), 

k – объем выборки, φ(Ui) – табличная. Ui=(xi – x(вектор)(инд.в))/σ(инд.в);

h=xi – x(инд.i-1).

ЭЛЕМЕНТЫ КОРРЕЛЯЦИОННО-РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА

Корреляционный анализ – установление связи между СВ X,Y. Регрессионный анализ – установление характера связи между СВ. 

Линейная регрессия: имеем 2-мерную выборку x,y. Связь между этими СВ устанавливается по коэффициенту корреляции. 

Устанавливается корреляционный момент С, 

коэффициент корреляции Kxy=Cxy/σ(инд.х)σ(инд.y). 

Корреляционный момент: Cxy=((∑n(инд.xy)xi yi)/n) –

- x(вектор) y(вектор). Среднеквадратическое 

σ(инд.х)(с.2)=((∑n(инд.х)x(c.2))/n) – (х(вектор))(с.2),

σ(инд.y)(c.2)=((∑n(инд.y)y(c.2))/n) – (y(вектор))(с.2).

-1≤ Kxy ≤1. Если Kxy=0, то связи почти нет. Определим характер этой связи: Х -–может быть случайной, а может быть детерминированной (точно измеренной). Величина y=f(x) – всегда случайная - характер этой функции.

Зависимость между (y,x) y=a+bx линейна – предположим. <- линейная математическая модель. a,b-? МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ:

имеем значение x; y – наблюдаемые значения, y теоретическое значение ≈ ax+b. Коэффициенты a,b определяем из условия минимума функционала S=∑[i] (yi (с волной) – yi)(с.2) = минимальное значение. ∂S/∂a=0, ∂S/∂b=0;

S=∑(a xi + b – yi)(c.2); ∂S/∂a=∑(a xi + b – yi) xi =0;  ∂S/∂b=∑[i] (a xi +b – yi) =

=0. Решаем систему 2х уравнений: {∑[i] a xi(c.2) +b xi = ∑[i] yi xi; 

∑[i] a xi + nb = ∑[i] yi} – решая находим а,b. 

b=(∑[i] yi / n) – a(∑ xi / n)=y(вектор) – a x(вектор); 

∑[i] a xi(c.2) + (xi ∑ yi / n) – a(xi ∑xi / n)=∑ yi – xi.    a-? Отсюда находим а и окажется, что a,b такие, что уравнение регрессии можем записать следующим образом: y – y(вектор) = K(инд.xy) (σ(инд.y)/σ(инд.x))*

*(x – x(вектор)).     y=a+bx +cx(c.2), a,b,c-?, x(с волной) = lnx, y=a+bx(c.2).
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