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Теория вероятностей

Классическое определение вероятности.
Основные формулы исчисления вероятностей
Разберём весьма частный, однако, часто встречающийся случай: ( состоит из конечного числа N равновероятных событий.
Понятие ''равновероятности'' здесь является исходным, неопределяемым. Основанием для суждения о равновозможности, равновероятности обычно слу​жит физическая симметрия, равноправие исходов. Понятие "вероятность" здесь уже является производным, определяемым: вероятностью P(A) события A называется

P(A)

,
где N(A) – число элементарных событий, благоприятствующих событию A.

В этих условиях выведем основные формулы исчисления вероятностей.

1(. Вероятность достоверного события равна 1: P(()1. Это очевидно, так как  N(()N.

2(. Вероятность невозможного события равна 0: P(()0.  Это ясно, поскольку N(()0.
3(. P(

)1P(A). Справедливость равенства следует из равенства N(A)
N(

)N.
4(. 0(P(A)(1 для (A, поскольку 0(N(A)(N.
5(. A(B ( P(A)(P(B), поскольку в этом случае N(A)(N(B).
6(. Для любых событий A и B: P(AB)(P(A), так как N(AB)(N(A).
7(. Теорема сложения для несовместимых событий. Если события A и B несовместимы, то вероятность их суммы равна сумме вероятностей:

P(AB)P(A)P(B).

Действительно, N(AB)N(A)N(B) и остаётся разделить это равенство на N.

8(. Теорема сложения в общем случае:
P(AB)P(A)P(B)P(AB).

Действительно, из определения суммы событий: N(AB)N(A)N(B)
N(AB). Деля почленно это равенство на N, убеждаемся в справедливости теоремы.
9(. Обобщение теоремы сложения на n событий:
P(A1A2(An)

(1)k1

P(Aj1Aj2(Ajk).

Формула доказывается методом математической индукции несложно, но громоздко. Во внутренней сумме число слагаемых, очевидно, равно 

 и суммирование ведётся по всевозможным наборам различных натуральных индексов  j1, j2, ( , jk.

10(. Условная вероятность.
Добавим к комплексу условий, реализация которых интерпретируется как опыт, ещё одно условие: произошло событие B; это возможно практически лишь в случае, когда P(B)0. Все опыты, в которых B не произошло, мы как бы игнорируем. Считаем, что добавление события B к комплексу условий не нарушает равновероятности исходов и не меняет природы самих исходов. Теперь опыт может иметь лишь один из N(B) исходов, а из них событию A благоприятствуют N(AB) исходов. В соответствии с классическим определением, вероятность события A при условии, что произошло событие B, равна:

P(A(B)





.

Таким образом, по существу, условная вероятность ничем не отличается от обычной, безусловной вероятности.

В случае, если A(B, формула для условной вероятности упрощается:

P(A(B)

,

так как здесь ABA.

11(. Теорема умножения: вероятность совместного наступления двух событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого при условии, что первое произошло:

P(AB)P(B)(P(A(B)P(A)(P(B(A).

Первая из этих формул для P(B)0 является лишь формой записи формулы пункта 10( для условной вероятности; вторая получена из неё перестановкой местами A и B, что для P(A)0 возможно. Вместе с тем ясно, что теорема умножения верна и для случая P(A)0 или P(B)0, но при этом она становится тривиальной и бессодержательной.

12(. Независимость событий.

Будем говорить, что событие A не зависит от события B, если P(A(B)P(A). В этом случае теорема умножения упрощается: P(AB)P(A)(P(B).

И наоборот, для событий, имеющих положительную вероятность, из последней формулы следует независимость события A от B:

P(A(B)



P(A).
Таким образом, второе эквивалентное определение независимости: события A и B, имеющие положительные вероятности, независимы, если вероятность их произведения равна произведению их вероятностей:  P(AB)P(A)P(B). События A и B в этом определении симметричны: если событие A не зависит от B, то и B не зависит от A.

Если события A и B независимы, то независимы также и события A и 

.
Действительно:

P(

(A)P(B(A)







1,

откуда:

P(

(A)1P(B(A)1P(B),

а это и доказывает наше утверждение.

Ясно, что независимы также и события 

, 

.

Если события A и B независимы, то они не могут быть несовместимыми: если A и B – одновременно несовместимы и независимы, то, с одной стороны, AB( и P(AB)0, а, с другой, – P(AB)P(A)(P(B), что противоречит предположению о положительности вероятностей P(A) и P(B).

Обобщение понятия независимости на n событий: события A1, A2, ( , An называются независимыми в совокупности, если для любого набора различных индексов j1, j2, ( , jk вероятность произведения событий Aj1Aj2(Ajk равна произведению вероятностей событий Aj1, Aj2, ( , Ajk:

P(Aj1Aj2(Ajk)P(Aj1)(P(Aj2)(((P(Ajk).
Можно думать, что для независимости событий в совокупности достаточно попарной независимости, Конкретные примеры, однако, доказывают, что это не так.

Таким образом, для независимых событий легко вычислять вероятность произведения, а для несовместимых событий легко вычислять вероятность суммы.

Если события A1, A2, ( , An независимы, то

P(A1A2(An)P(

)1P(

)(P(

)(((P(

).

Если события A1, A2, ( , An несовместимы, то

P(

(

(((

)P(

)1P(A1A2(An)1

P(Ak).

13(. Теорема умножения для n событий:

P(A1A2(An)P(A1)(P(A2(An(A1).

Учитывая, что условные вероятности ничем не отличаются от безусловных – лишь добавляется к комплексу условий ещё одно, которое в дальнейшем терять или отбрасывать нельзя, – можем продолжить:

P(A1A2(An)P(A1)(P(A2(A1)(P(A3(An(A1A2) ( .
Окончательно:

P(A1A2(An)P(A1)(P(A2(A1)(P(A3(A1A2)(((P(An(A1A2(An1).

Эта теорема позволяет дать ещё одно определение независимости в совокупности: события A1, A2, ( , An, имеющие положительные вероятности, независимы в совокупности, если для любого набора неравных индексов
P(Aj1Aj2(Ajk(Ai1Ai2(Aim)P(Aj1Aj2(Ajk),

что легко устанавливается по теореме умножения и формуле для условных вероятностей.

14(. Формула полной вероятности.

Пусть A1, A2, ( , An – любое разбиение пространства (, B – любое событие. Тогда BB(B(A1A2(An)BA1BA2(BAn и получаем формулу полной вероятности:

P(B)

P(BAk)

P(Ak)(P(B(Ak).

Обычно A1, A2, ( , An – взаимоисключающие друг друга ситуации, в которых может происходить событие B. 

15(. Формулы Байеса.

В обозначениях предыдущего пункта:

P(Ak(B)



,  k1, 2, ( , n,

и мы получили формулы Байеса, которые называют также формулами вероятностей гипотез: если событие B может произойти лишь с одним и только одним из событий A1, A2, ( , An и оно действительно произошло, то, спрашивается, с каким из событий Ak оно произошло? Можно сделать n гипотез и, соответственно, формулы Байеса дают апостериорные вероятности P(Ak(B) для этих гипотез, выражая их через априорные вероятности P(Am) и условные вероятности P(B(Am) того, что в условиях m-ой гипотезы произойдёт событие B.

Таковы основные формулы исчисления вероятностей. Они получены в условиях весьма частного случая – классической схемы, т. е. для пространства конечного числа N равновероятных элементарных событий. В этой схеме число событий, которым благоприятствуют ровно k исходов, равно 

, а общее число различных событий, следовательно, равно 2N.

Весьма неожиданно, что все полученные формулы являются общими и в действительности сохраняют свою силу для любого пространства элементарных событий. Покажем это.

 Понятие об аксиоматическом построении
теории вероятностей
Пусть дано пространство элементарных событий (. Множество ( событий A, B, C, ( назовём полем событий, если

а) (((;

б) A, B(( ( AB((, AB((, 

((, 

((.

Таким образом, введённые действия с событиями: сложение, умножение и переход к противоположному событию – не выводят нас из поля событий, поле событий замкнуто относительно этих операций.

Очевидно, также, что (((.

Примем следующие три аксиомы:
I. Любому событию A из поля событий ( приведено в соответствие неотрицательное число P(A), называемое вероятностью события A.

II. P(()1: вероятность достоверного события равна единице.
III. Аксиома сложения. Вероятность суммы несовместимых событий равна сумме их вероятностей.
Если A1, A2, ( , An – попарно несовместимые события, то
P(A1A2(An)

P(Ak).

Тройка ((, (, P(()) называется вероятностным пространством.
Таким образом, поле событий ( является областью определения вероятностной функции P((), при этом, как будет показано ниже (4(), отрезок (0; 1( является областью её значений.
Все пятнадцать формул исчисления вероятностей оказываются следствием трёх только что введённых аксиом. Действительно:

1(. P(()1 по II аксиоме.

2(. (((, (((, поэтому по III аксиоме: P(()P(()P((), откуда P(()0.

В классической схеме были справедливы и обратные утверждения: если P(A)1, то событие A – достоверное; если P(A)0, то событие A – невозможное. В общей же схеме обратные утверждения, вообще говоря, ошибочны. При​ходится вводить особые названия для событий единичной и нулевой вероятности: если P(A)1, то говорят, что событие A происходит почти наверное, если P(A)0, говорят, что событие A почти наверное не происходит. Пожалуй, именно это различие значительно усложняет строгую теорию вероятностей по сравнению с классическим случаем.

3(. A

( и A

(. Поэтому по аксиомам III и II: P(A)P(

)P(()1. Отсюда: P(

)1P(A).

4(. По аксиоме I: P(A)(0. Так как P(A)P(

)P(()1, и, ввиду аксиомы I: P(

)(0, то P(A)(1. Итак, для любого события A: 0(P(A)(1.

5(. Если A(B, то BA

B, и слагаемые здесь несовместимы. По аксиоме III: P(B)P(A)P(

B); по I аксиоме: P(

B)(0; поэтому P(B)(P(A).

6(. Для любых двух событий A и B: P(AB)(P(A).

Действительно: AABA

 и по аксиомам III и I:
P(A)P(AB)P(A

)(P(AB).

7(. Формула P(AB)P(A)P(B) в случае, когда AB(, верна по аксиоме III.

8(. Докажем теорему сложения для двух событий:

P(AB)P(A)P(B)P(AB).

Очевидно, 

[image: image1.bmp]ABAB

,
BABB

,

причём в обоих равенствах справа слагаемые несовместимы. По III аксиоме:

[image: image2.bmp]P(AB)P(A)P(B

),
P(B)P(AB)P(B

).

Вычитая почленно нижнее равенство из верхнего, получим теорему сложения.

9(. Теорема сложения для n событий

P(A1A2(An)

(1)k1

P(Aj1Aj2(Ajk)
является прямым следствием теоремы сложения для двух событий.

10(. Формула для условной вероятности

P(A(B)


является определением условной вероятности в предположении, что вероятность P(B) ненулевая: P(B)0. Вероятность P(A(B) показывает, какая часть ве​роятности P(B) приходится на долю события A.

11(. Прямым следствием определения условной вероятности оказывается формула:

P(AB)P(B)(P(A(B)P(A)(P(B(A).

12(. Совершенно так же, как и в классической схеме, на основе последних формул строится понятие независимости событий: события A и B независимы в том и только в том случае, когда P(AB)P(A)(P(B).

13(. Теорема умножения для n событий
P(A1A2(An)P(A1)(P(A2(A1)(P(A3(A1A2)(((P(An(A1A2(An1)
является прямым следствием теоремы умножения для двух событий.

14(, 15(. Выводы формулы полной вероятности и формул вероятностей гипотез воспроизводятся без изменений: для любого события B и любого разбиения пространства ( ((A1A2(An):

P(B)

P(Ak)(P(B(Ak),

P(Ak(B)



,  k1, 2, ( , n.

В более полных, чем наш, курсах теории вероятностей приходится рассматривать также и суммы бесконечного числа событий и, соответственно, требовать, чтобы эта операция не выводила из поля событий: для бесконечной последовательности попарно несовместимых событий A1, A2, ( , An, ( требуют, чтобы 

An((. Такие поля событий называются борелевскими полями или сигма-алгебрами. Приходится для борелевского поля событий усиливать аксиому III, распространяя её и на бесконечные суммы попарно несовместимых событий:

P(

An)

P(An).

Любопытно отметить, что в изложенном аксиоматическом построении те​ории вероятностей не нашлось места такому понятию, как событие "произо​шло" или "не произошло". Теория вероятностей оказывается частью теории меры, причём характерными свойствами вероятностной меры оказываются её неотрицательность: P(A)(0 и нормированность на единицу: P(()1. Про​сматривая выведенные свойства вероятностной функции P((), можно заметить, что она ведёт себя подобно массе: единичная (масса вероятности( распределяется в пространстве (. Если нас интересует вероятность некоторого события A, то мы должны подсчитать, сколько этой массы досталось множеству A.

Одномерные случайные величины
Пусть имеется вероятностное пространство ((, (, P(()) Определим на ( числовую функцию XX((): каждому элементарному событию ( приведено в соответствие вещественное число X((). Такая функция называется случайной величиной. Мы ставим опыт, получаем элементарное событие (, смотрим, какое число X(()x было приведено ему в соответствие, и говорим: в опыте случайная величина X приняла значение x.

Рассмотрим простейший случай: число возможных значений случайной величины X конечно или счётно: x1, ( , xk, ( Такую случайную величину называют дискретной. Законом распределения дискретной случайной величины называют совокупность вероятностей её возможных значений: pkP(Xxk(. Будем предполагать, что события (Xxk( содержатся в поле событий (, и тем самым вероятности pk определены.

Очевидно, одно и только одно из своих значений случайная величина обязательно примет. Поэтому выполняется равенство



pk1,

называемое иногда условием нормировки в дискретном случае.

Задать случайную величину значит задать закон её распределения: т. е. указать её возможные значения и распределение вероятностей между ними.

В общем случае общепринятый способ задания случайной величины даёт так называемая функция распределения:
F(x)P(Xx(.

Она указывает, какая вероятность досталась не отдельным точкам, а полуоси левее точки x, не включая саму точку x. Приходится дополнительно предполагать, что событие (Xx(((, в противном случае функция распределения была бы не определена.

Дискретную случайную величину можно задавать её функцией распределения. Нетрудно сообразить, что это будет ступенчатая функция с разрывами в точках xk и скачками pk в этих точках:

F(x)P(Xx(

P(Xxk(

pk,

где суммирование ведётся по всем тем возможным значениям X, которые оказались меньше x.

Если существует такая функция p(x(, которая позволяет представить функ​цию распределения интегралом:

F(x)

p(x(dx,

то случайная величина X называется непрерывной, а p(x( – плотностью вероятности случайной величины X.

Функция распределения F(x) непрерывной случайной величины является непрерывной функцией (отсюда и название случайной величины), и, более того, – дифференцируемой функцией: F((x)p(x(.

В более общем случае случайная величина X может принадлежать к смешанному типу: вероятность распределяется как между отдельными точками (дискретная составляющая), так и на интервалах (непрерывная составляющая). Если отдельным точкам xk достались вероятности pk, а остальная вероятность пошла на непрерывное распределение с линейной плотностью p(x(, то:

F(x)P(Xx(

P(Xxk(

p(x(dx.

Если суммарная вероятность, доставшаяся точкам xk случайной величины X смешанного типа, равна A (

pkA), а на непрерывное распределение X ухо​дит вероятность B, (

p(x(dxB), то AB1.

Можно считать, что случайная величина X является смесью двух случайных величин: дискретной Y с возможными значениями xk и вероятностями 

pk и непрерывной Z с плотностью 

p(x(. Функция распределения X имеет вид: F(x)AFY(x)BFZ(x).
Вообще, если имеются случайные величины Xi, i1, 2, ( , n с функциями распределения FXi(x), то смесью этих случайных величин называют случайную величину с функцией распределения

F(x)

AiFXi(x),

где числа Ai удовлетворяют условиям: 0(Ai(1, A1A2(An1, и играют роль весовых множителей, они регулируют вклад в смесь отдельных составляющих. Функция F(x), очевидно, обладает необходимыми свойствами функции распределения и может задавать случайную величину.

Основные свойства функции распределения F(x)
и плотности вероятности p(x)
1(. Считаем, что случайная величина X или совсем не принимает значений (( или почти наверное их не принимает: P(X(((P(X(((0. При этом предположении:



F(x(F((((0, 

F(x(F((((1.

2(. F(x) – монотонно-неубывающая функция:

x1x2 ( F(x1((F(x2(.
Действительно: (Xx2((Xx1((x1(Xx2(. Справа стоит сумма двух несовместимых событий. Поэтому:

P(Xx2(P(Xx1(P(x1(Xx2(,

или:

F(x2(F(x1(P(x1(Xx2(
и неравенство F(x2((F(x1( следует из неотрицательности вероятности P(x1(X
x2(.

3(. В доказательстве второго свойства мы выразили через функцию распределения вероятность попадания случайной величины X в полуоткрытый интервал:

P(x1(Xx2(F(x2(F(x1(.

4(. Перепишем последнее равенство, взяв x1x, x2x(, (>0:

P(x(Xx((F(x((F(x(.

Перейдём здесь к пределу при ((0: P(Xx(

F(x((F(x(F(x0(F(x(. Таким образом, для любой случайной величины X вероятность любого конкретного значения равна скачку F(x0(F(x( её функции распределения в точке x. Во всех точках непрерывности F(x( этот скачок и, следовательно, вероятность P(Xx(, равны нулю. Для непрерывных случайных величин все точки таковы, и ни одной из них не досталось положительной вероятности.

Если мы наблюдаем непрерывную случайную величину и получили значение Xx, то мы получили пример события A(Xx(, вероятность которого равна нулю, которое, однако, произошло, а событие 
 EMBED Equation.2  


(X(x(, вероятность которого рана единице, не произошло. Ясно, что повторить появление события A почти наверное не удастся.

Так как функция распределения определена равенством F(x)P(Xx(, где под знаком вероятности стоит строгое неравенство, то вероятность, возможно сосредоточенная в точке x, не учитывается, поэтому F(x( – функция, непрерывная слева:


F(x((F(x0(F(x(.

5(. Теперь нетрудно выразить через F(x( вероятность попадания случайной величины в произвольный интервал:

P(x1(X(x2(F(x20(F(x1(,
P(x1(X(x2(F(x2(F(x10(,
P(x1(X(x2(F(x20(F(x10(.

6(. Плотность вероятности p(x( неотрицательна. Это следует из монотонного неубывания F(x(.

7(. Переходя к пределу при x((( в равенстве F(x)

p(x(dx, и учитывая, что F((((1, получим условие нормировки для непрерывной случайной величины:



p(x(dx1.

Геометрический смысл этого равенства: площадь под кривой плотности вероятности всегда равна единице.

8(. Общее правило вычисления вероятностей для дискретной и непрерывной случайной величины: если A –– некоторое числовое множество на вещественной оси, то

P(X(A(

P(Xxk(,
P(X(A(

p(x(dx
и ясно, что в непрерывном случае вероятность событий (X(A( определена лишь для таких множеств A , для которых имеет смысл интеграл 

p(x(dx.
9(. Мы считаем, что задавая произвольную функцию F(x( с обязательными свойствами функции распределения: монотонное неубывание, непрерывность слева, F((((0, F((((1, – мы задаём некоторую случайную величину. Если F(x( – ступенчатая функция, то она задаёт дискретную случайную величину: точки скачков – её возможные значения, величины скачков – их вероятности.

Дискретную случайную величину можно задать таблицей её возможных значений и их вероятностей: xk, pk, k1, 2, ( , n, лишь бы были (pk(0 и 

pk1.

Непрерывную случайную величину можно задать плотностью вероятности p(x(. В качестве таковой может служить любая неотрицательная функция, удовлетворяющая условию нормировки: 

p(x(dx1.

Основные случайные величины
Любой сходящийся интеграл от неотрицательной функции порождает непрерывное распределение. Именно, если 

((x(dxI, то роль плотности играет



((x(, если x(A,
0, если x(A.

Любая конечная сумма или сходящийся ряд с неотрицательными слагае​мыми порождает дискретное распределение. Именно: если 

qkS, то роль дискретных вероятностей играют pk

qk, а в качестве xk можно взять любые числа; наиболее простой выбор: xkk.

Рассмотрим конкретные примеры.

1(. Равномерное распределение. Его порождает интеграл 

dxba.



, если x((a, b(,
0, если x((a, b(.

Этот закон распределения будем обозначать R(a, b); числа a и b называются параметрами распределения. Тот факт, что случайная величина X равномерно распределена на отрезке (a, b(, будем обозначать следующим образом: X(R(a, b).

В частности, плотность случайной величины X(R(0, 1) имеет наиболее простой вид:

1, если  x((0, 1(,
0, если  x((0, 1(.

Функция распределения такой случайной величины равна:

0, если  x0,
x, если  0(x(1,
1, если  x0.
Если мы наугад выбираем точку на отрезке (0, 1(, то её абсцисса x является конкретным значением случайной величины X(R(0, 1). Слово ''наугад" имеет в теории вероятностей терминологическое значение и говорится с целью подчеркнуть, что соответствующая непрерывная случайная величина распределена равномерно, или дискретная случайная величина имеет конечное число N возможных равновероятных значений.

2(. Экспоненциальное распределение.

Его порождает интеграл 

exdx

, 0.
Плотность вероятности, очевидно, равна

ex, если  x(0,
0, если  x0,
а функция распределения:

1ex, если  x(0,
0, если  x0.

То обстоятельство, что случайная величина распределена по экспоненциальному закону, будем записывать так: X(Exp(),  называется параметром распределения (0).

3(. Распределение Коши. Его порождает интеграл 



dx.
Плотность вероятности: p(x(

, ((x((.

4(. Гамма-распределение. Его порождает интеграл, который определяет гамма-функцию: (((

ett1dt, 0. Выполним в этом интеграле замену переменной, положим: tx, 0:
(((

exx1dx.

Соответствующая плотность вероятности равна:



x1ex, если  x0,
0, если  x(0.
Будем обозначать это распределение ((, ),  и  – параметры распределения (0, 0).
5(. Нормальное распределение. Его порождает интеграл Пуассона:
I



dx

.

Докажем это равенство. Интеграл бы легко вычислялся, если бы подынтегральное выражение содержало множитель x. Такой множитель можно ввести под знак интеграла с помощью следующего остроумного приёма.

Запишем квадрат интеграла в следующем виде:

I2



dx(



dy,
а теперь представим произведение интегралов как двойной интеграл:

I2
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dxdy.
Перейдём в этом интеграле к полярным координатам. Положим: xrcos, y
rsin, и ещё вспомним, что абсолютная величина якобиана при переходе от декартовых координат к полярным равна r. Заметим, наконец, что областью интегрирования двойного интеграла является вся плоскость, так что границы изменения переменных r и , соответственно, таковы: r((0( (((, ((0( 2(. Поэтому:

I2

d



rdr.
Теперь легко убедиться, что 



rdr1, а потому I22.

Распределение с плотностью
p(x(



, x((((( (((
называется стандартным нормальным законом и обозначается N(0, 1).
Ему соответствует функция распределения:
F0(x(





dx.
Обычно принято табулировать интеграл
(x(





dx,

называемый интегралом ошибок или интегралом Лапласа. Функция распределения стандартного нормального закона просто выражается через этот интеграл:

F0(x(



(x).

Если в интеграл Пуассона ввести параметры масштаба и сдвига с помощью замены переменной, заменив x на 

, то он примет вид:







dx1.

Случайную величину с плотностью вероятности

p(x(



, x((((( (((,

называют нормально распределённой случайной величиной или просто нормальной. Соответствующий ей закон распределения обозначают N(a, ), a и  – параметры распределения (0, a – любое вещественное число).

График p(x) представлен на рис. 1.

	


a – точка максимума p(x), его значение равно 

. Так как площадь под кривой всегда равна единице, то чем меньше , тем больше вероятности сосредоточивается вблизи максимума. Таким образом, устанавливаем вероятностный смысл параметров нормального закона: областью наиболее вероятных значений нормальной случайной величины является окрестность точки a, а  указывает на степень концентрации вероятности в окрестности точки a – чем меньше , тем менее вероятны заметные отклонения X от a.

Функцию распределения произвольного нормального закона легко выразить через интеграл Лапласа. Для этого нужно в выражении для функции распределения

F(x(





dx
выполнить замену переменной, положив 

y:

F(x(





dy



(

).
6(. Геометрическое распределение. Его порождает геометрическая прогрессия: 



qk1, 0q1.

Соответствующая дискретная случайная величина имеет возможные значения xkk,  k1, 2, ( с вероятностями pk(1q)qk1. Обозначение геометрического распределения: G(q(, q – параметр распределения (0q1).

7(. Пуассоновское распределение. Его порождает разложение в ряд показательной функции: e
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, 0, которому отвечает дискретная случайная величина, принимающая целые неотрицательные значения xkk,  k0, 1, 2, ( с вероятностями pk

.

Будем обозначать это распределение через ((),  – параметр распределения (0).
8(. Биномиальное распределение. Его порождает формула бинома Ньютона: (pq)n
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pmqnm.

Чтобы сумма вероятностей распределения pk равнялась единице и все они были положительными, возьмём p0, q0, pq1, т. е. q1p. Возможными значениями будем считать xkk,  k0, 1, 2, ( , n, а их вероятностями – pk

pkqnk. Обозначим это распределение B(n, p), n и p – параметры распределения (0p1, n(N, т. е. n – натуральное число).

Биномиальная случайная величина появляется, например, в схеме Бернулли, называемой также схемой последовательных независимых испытаний. Состоит она в следующем: осуществляется некоторый комплекс условий, при котором мы имеем одно и только одно из двух событий: либо (успех(, либо (не​удачу(, причём вероятность (успеха( равна p, вероятность (неудачи( равна q
1p; эта попытка независимым образом повторяется n раз. Считая опытом все n попыток, можем считать элементарным событием опыта цепочку длины n, полученных в результате опыта (успехов( (У) и (неудач( (Н): УУУННУ
Н(У.

Определим случайную величину X, задав её как число успехов в одном опыте. Событию (Xk( благоприятствуют те элементарные события, которые содержат (успех( ровно k раз, а (неудачу( – остальные nk раз. Число таких благоприятствующих событию (Xk( элементарных событий, равно, очевидно, 

, а вероятности всех их одинаковы и по теореме умножения для независимых событий равны pkqnk. Окончательно получаем: P(Xk(

pkqnk, а возможными значениями случайной величины X оказываются числа xkk,  k
0, 1, 2, ( n. Таким образом, число успехов X в схеме Бернулли – биномиальная случайная величина: X(B(n, p).

Пусть имеется вероятностное пространство ((, (, P(()) и рассматривается некоторое событие A. Обозначим его вероятность P(A(p. Пусть испытание независимым образом повторяется n раз, причём событие A в этих n последовательных попытках наблюдалось k раз. Число k называется абсолютной частотой события A. Оно является конкретным значением случайной величины X, определённой на серии из n независимых испытаний. Ничто не мешает объявить событие A (успехом(, а событие 

 – (неудачей(. Это превращает последовательность из n испытаний в схему Бернулли, а абсолютная частота события A оказывается распределённой по закону Бернулли.
Геометрическое распределение также просто связано со схемой Бернулли: будем повторять попытку до появления первого (успеха(. Элементарным событием в таком опыте является цепочка, у которой (успех( расположен только на последнем (k-м) месте, а на всех предыдущих местах (а их k1) – только (не​удачи(: ННННН(НУ. Свяжем с этим опытом случайную величину X – общее число попыток в опыте. Очевидно, значениями этой случайной величины могут быть xkk,  k1, 2, 3, ( , а их вероятности pkqk1p, что и совпадает с геометрическим распределением G(p(.

Двумерные случайные веЛИчины
Двумерной случайной величиной называется пара случайных величин, определённых на вероятностном пространстве ((, (, P(()). Результат наблюдения двумерной случайной величины (X, Y) можно изобразить точкой (x, y) на плоскости. Закон распределения вероятностей между возможными значениями двумерной случайной величины даётся совместной функцией распределения:
F(x, y)P(Xx, Yy(
показывающей, какая вероятностная масса лежит внутри заштрихованного квадранта (рис. 2).

	


Запятая в записи вероятности P(Xx, Yy( заменяет знак умножения между событиями (Xx( и (Yy(.

Выделим два простейших случая: непрерывный и дискретный.
Двумерная случайная величина (X, Y) называется непрерывной, если существует такая функция p(x, y(, что

F(x, y)
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p(x, y(dxdy.

Очевидно, p(x, y)

F(x, y).

Функция p(x, y( называется совместной плотностью вероятности; она играет роль поверхностной плотности распределения единичной вероятностной массы на двумерной плоскости. Вероятность того, что (X, Y) попадёт в область A на двумерной плоскости, вычисляется так:

P(A)

p(x, y(dxdy,

и эта вероятность определена для таких событий A, для которых определён интеграл справа.

В дискретном случае возможные значения (X, Y) можно представить как упорядоченные пары чисел (xi, yj) и закон распределения давать в виде таблицы: pijP(Xxi, Yyj(.

Если известен закон распределения двумерной случайной величины (X, Y), то можно найти также законы распределения компонент X и Y.

В общем случае:

FX(x)P(Xx(P(Xx, Y(((F(x, (().

Аналогично: FY(y)F(((, y).

В непрерывном случае:

pX(x)

FX(x)

F(x, (()



dx

p(x, y(dy

p(x, y(dy.

Аналогично:

pY(y)

p(x, y(dx.

В дискретном случае:

piP(Xxi(P(Xxi, ((Y(((

pij.

Аналогично:

qjP(Yyj(

pij.

Обратная задача – восстановить закон распределения двумерной случайной величины по законам распределения компонент – решается для независимых компонент.
Естественно называть случайные величины X и Y независимыми, если события (Xx( и (Yy( независимы, т. е., если

F(x, y)P(Xx, Yy(P(Xx(P(Yy(FX(x)FY(y).

Если F(x, y) дифференцируема, то

p(x, y)

F(x, y)

FX(x)FY(y)

FX(x)

FY(y)pX(x)pY(y).

В дискретном случае:

pijP(Xxi, Yyj(P(Xxi(P(Yyj(piqj.

Совершенно аналогично вводятся n-мерные случайные величины.
Например, пусть независимые случайные величины Xi, i1, 2, ( , n распределены по стандартному нормальному закону: Xi(N(0, 1), i1, 2, ( , n. Их совместная плотность вероятности равна:

p(x1, x2, ( , xn)

exp(
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xi2).

Выполним невырожденное линейное преобразование и введём новые случайные величины

Yk

aijXi, k1, 2, ( , n.

Это преобразование можно переписать в матричном виде: YAX, где XT
(X1, X2, ( , Xn), YT(Y1, Y2, ( , Yn), A((aij((, DetA(0. Так как преобразование невырождено, то оно обратимо, так что XA1Y. В евклидовом пространстве переменных y1, y2, ( , yn совместная плотность вероятности вектора Y равна 

q(y1, y2, ( , yn)

exp(

YT(Y),

где (ATA – матрица квадратичной формы в показателе экспоненты, а |DetA|J – якобиан преобразования.
Обратно, если совместная плотность вероятности n-мерного вектора равна
q(y1, y2, ( , yn)C(exp(

YT(Y),

где ( – положительно определённая матрица (что нужно для сходимости интеграла по всему пространству), а C – константа, то существует такая матрица A, что (ATA, С|DetA|

 и преобразование YAX, (XA1Y) приводит к независимым компонентам Xi(N(0, 1), i1, 2, ( , n.
Можно сделать ещё одно обобщение, введя параметры масштаба и сдвига по всем осям.

n-мерной нормальной плотностью называется

p(x1, x2, ( , xn)

exp(
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aik(xibi)(xkbk)),

где aik, bi – параметры n-мерного нормального вектора, A((aij(( – положительно определённая матрица.

(2 – распределение
Пусть X1, X2, ( , Xn – независимые (в совокупности) нормально распределённые случайные величины: Xi(N(0, 1), i1, 2, ( , n.

Определим сумму их квадратов: 

(n2

Xi2
и найдём закон распределения случайной величины (n2:
F(n2(x)
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exp(



 EMBED Equation.2  
xi2)dx1dx2(dxn, x0.

Принимая во внимание, что подынтегральная функция принимает постоянное значение на любой n-мерной сфере (x12x22(xn2r2), проведём интегрирование по сферическим слоям. Обозначим через Vn(r) объём n-мерной сферы радиуса r, а через Sn(r) – площадь её поверхности.

Отметим, что:

Sn(r)

Vn(r), Vn(r)

Sn(r)dx.

В частности, в двумерном и трёхмерном случаях имеем:
V2(r)r2, S2(r)2r, V3(r)

r3, S3(r)4r2.

Ясно, что можно считать

Vn(r)Cnrn, Sn(r)nCnrn1,

где Cn – константа, которую мы найдём ниже.
Продолжим теперь преобразование функции распределения (n2:

F(n2(x)



exp(

r2)nCnrn1dr.

Мы превратили n-кратный интеграл в обычный однократный.
Из последнего равенства найдём плотность вероятности:

p(n2(x)

F(n2(x)

exp(

)



 ( p(n2(x)
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, x0.

Если x(0, то ясно, что p(n2(x)(0.

Прежде, чем перейти к вычислению константы Cn, напомним определение и свойства гамма-функции, которыми нам ещё не раз придётся пользоваться.

––(––
Определение и свойства гамма-функции

Гамма-функция определена на положительной полуоси равенством:

((x(

ettx1dt, x0.

Свойства гамма-функции:
1(. ((x1(x((x(. Это свойство легко доказывается интегрированием по частям интеграла, определяющего ((x1(: ((x1(

ettxdt.

2(. ((1(1.
3(. Для любого натурального n: ((n1(n! Доказательство этого факта сразу следует из двух первых свойств. Данное свойство показывает, что гамма-функция является естественным обобщением факториала.

4(. ((

(

.
Для доказательства этого свойства достаточно сделать замену переменной в интеграле, определяющем ((

(:

((

(

et

dt
и положить t

y2:

((

(





dy.

Вспоминая рассмотренный нами выше интеграл Пуассона I



dx

, находим, что ((

(

.
5(. Для полуцелого положительного n: ((n

(



.
Это равенство доказывается по индукции с использованием свойств 1( и 4(.

6(. Формула Стирлинга:

при x(((: ((x1((

xxex.
Мы приведём не вполне строгое, но достаточно простое доказательство этой формулы.
При любом фиксированном x (x0):

((x1(

ettxdt

exlnttdt

e((t)dt,
где ((t)xlntt.

Легко убедиться, что функция ((t) имеет максимум при tx. Разложим ((t) в ряд Тейлора в окрестности точки tx, ограничиваясь первыми тремя слагаемыми:

((t)(xlnxx
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xlnxx

(

)2.

Поэтому

((x1((exlnxx



dtxxex



dt.

Введём новую переменную: y

. Имеем:

((x1((xxex





dy.

В последнем интеграле при больших x (x((() нижний предел интегрирования можно заменить на ((: 



dy(



dyI – интеграл Пуассона и, как мы знаем, он равен 

. Поэтому при больших положительных x:

((x1((xxex
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,

что и требовалось доказать.

––(––
Выше мы получили выражение для плотности вероятности p(n2(x):

p(n2(x)





 EMBED Equation.2  
 при x0 и p(n2(x)(0 при x(0
и нам осталось найти величину константы Cn.

Воспользуемся свойством нормированности p(n2(x):









 EMBED Equation.2  
dx1.

Подстановка x

 приводит интеграл к гамма-функции:





(

et

dt1 ( 

((

(1 ( Cn



.

Итак, мы можем в окончательном виде записать плотность вероятности и функцию распределения случайной величины (n2:

p(n2(x)
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, при x0, и p(n2(x)(0, при x(0,

F(n2(x)
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dx, при x0, и F(n2(x)(0, при x(0.

Этот закон табулирован и нет необходимости вычислять интеграл точно даже для чётных n, при которых он берётся в элементарных функциях.

Попутно мы нашли общие формулы для объёма n-мерного шара и площади поверхности n-мерной сферы:

Vn(r)

rn, Sn(r)

rn1.

( – распределение
При y0:

F(n(y)P((ny(P((n2y2(
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dx.

Отсюда:

p(n(y)

F(n(y)



yn1, при y0, и p(n(y)(0, при y(0.

и, следовательно, 

F(n(x)





yn1dy, при y0 и F(n(x)(0, при y(0.

Распределение Стьюдента
Пусть даны две независимые случайные величины X(N(0, 1), и (n.

Определим случайную величину Tn равенством: Tn

 и найдём закон её распределения.

Совместная плотность вероятности двумерной случайной величины (X, (n) равна:

p(x, y)







yn1, для (((x(((, 0(y(((.

Функция распределения дроби Tn равна:

FTn(t)P(Tnt(P(

t(P(Xt(n(.
Неравенству Xt(n благоприятствуют точки, занимающие область, заштрихованную на Рис. 3:

	


Этой области досталась вероятность:

FTn(t)P(Tnt(

dy

p(x, y)dx



dy



yn1dx.
Отсюда находим плотность вероятности:

pTn(t)

FTn(t)



yn1

ydy.

Отметим, что в интеграле t играет роль параметра и сделаем замену переменной:

u

y2 ( y

 ( dy

.

Имеем:

pTn(t)

(

(

 

eu

du
и, выражая интеграл через гамма-функцию, мы можем записать плотность распределения Стьюдента в следующем – окончательном виде:

pTn(t)

(

.

Отметим, что при n1 из этой формулы получается плотность распределения Коши:

pT1(t)

,

т. е. случайную величину, распределенную по закону Коши, можно считать отношением двух независимых случайных величин, X

, где Xi(N(0, 1), i1, 2.
Замечание. Часто случайную величину Tn определяют с дополнительным множителем: Tn

(

. В этом случае плотность вероятности имеет вид:

pTn(t)

((1

)

.
Дополнительные множители появляются и в выражении для функции распределения.
Числовые характеристики случайных величин:
математическое ожидание, дисперсия,
коэффициент корреляции
Наиболее полная информация о случайной величине содержится в законе её распределения. Более бедную, но зато и более конкретную информацию о ней дают её числовые характеристики. Простейшей из них является математическое ожидание, которое интерпретируется как среднее значение случайной величины. Если посмотреть на закон распределения как на распределение единичной вероятностной массы между значениями случайной величины, то в качестве среднего значения можно взять координаты центра тяжести этой массы. По известным из анализа и механики формулам получаем формулы для вычисления абсциссы центра тяжести:


xp(x(dx – в непрерывном случае,


xkpk – в дискретном случае.

Для того, чтобы дать определение, пригодное и для общего случая, необходимо обобщить понятие риманова интеграла.

Сделаем поэтому небольшое математическое отступление.

––(––
Интеграл Стилтьеса

Интеграл Стилтьеса определяется для двух функций: одна из них ((x( – называется интегрируемой, другая F(x( – интегрирующей. Разобьём всю ось на интервалы (tk: (tk( tk1(, относя для определённости к интервалу левый конец и исключая правый. В каждом интервале выберем произвольно точку (k и составим интегральную сумму



(((k((F(tk1(F(tk((.

Перейдём к пределу, устремив наибольший из интервалов к нулю. Если предел существует и не зависит ни от способа разбиения оси на интервалы, ни от способа выбора точек (k на них, то он называется интегралом Стилтьеса от функции ((x( по функции F(x( и обозначается: 

((x(dF(x(.

Легко убедиться в том, что обычные свойства интеграла сохраняются: постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, интеграл от суммы равен сумме интегралов.

Интеграл Римана является частным случаем интеграла Стилтьеса для F(x(x.
Рассмотрим два частных случая:

a. F(x( – ступенчатая функция, имеющая в точках xi скачки величины pi и постоянная между этими точками. Приращения F(tk1(F(tk( на тех интервалах (tk, которые не содержат точек разрыва функции F(x(, равны нулю; если же точка xi является единственной точкой разрыва F(x(, содержащейся в интервале (tk, то разность F(tk1(F(tk( равна pi. Считая, что все точки разрыва изолированные, при переходе к пределу получим: 

((x(dF(x(

((xi(pi.

b. F(x( – дифференцируемая функция: существует производная F((x(p(x(. В интегральной сумме для интеграла Стилтьеса 

(((k((F(tk1(F(tk(( каж​дую из разностей (F(tk1(F(tk(( заменим по формуле Лагранжа: на каждом промежутке (tk найдётся такая точка (k, в которой F(tk1(F(tk(F(((k(
p((k((tk; пользуясь произволом в выборе точек (k из промежутка (tk, возьмём в каждом слагаемом интегральной суммы (k(k и тогда сумма примет вид:



(((k(p((k((tk,

а это – ни что иное, как риманова интегральная сумма для функции ((x(p(x(. Поэтому:



((x(dF(x(

((x(p(x(dx.
В теории вероятностей интеграл Стилтьеса оказался удобным средством объединения случаев непрерывного и дискретного распределений в общем случае.

––(––
Вернёмся к изучению числовых характеристик случайных величин.

1(. Выше мы ввели понятие математического ожидания для дискретной и непрерывной случайных величин.

Пусть теперь X – случайная величина с функцией распределения F(x(. Возьмём произвольную функцию ((x(.

Назовём математическим ожиданием функции ( от случайной величины X число M((X(, определяемое равенством:

M((X(

((x(dF(x(.
В частности, для непрерывной случайной величины с плотностью вероятности p(x( получаем:

M((X(

((x(p(x(dx,
а для дискретной случайной величины с распределением pkP(Xxk(:

M((X(

((xk(pk.

В случае, когда ((x(x, последние три формулы принимают вид:

MX

xdF(x( – в общем случае,
MX

xp(x(dx – в непрерывном случае,
MX

xkpk – в дискретном случае.

Формулы для непрерывного и дискретного случаев совпали с формулами для абсциссы центра тяжести распределения вероятностной массы, и тем самым оправдывается истолкование математического ожидания случайной величины X как среднего значения.
Для корректности определения математического ожидания следует обсудить вопрос о его существовании и единственности.

Вопрос о единственности M((X( возникает потому, что ((X( сама является случайной величиной со своей функцией распределения F((x( и в соответствии с нашим определением её математическое ожидание равно 

xdF((x(.

Для однозначности определения необходимо выполнение равенства



((x(p(x(dx

xdF((x(
и такое равенство действительно можно доказать: оно даёт правило замены переменных в интеграле Стилтьеса. Мы здесь вынуждены принять его без доказательства.

Вопрос о существовании математического ожидания: ясно, что в непрерывном и дискретном случае любая ограниченная случайная величина имеет математическое ожидание. Если же X может принимать сколь угодно большие значения, то в дискретном случае сумма, определяющая MX, становится бесконечным рядом, а в непрерывном – интеграл становится несобственным, причём оба могут расходиться. Очевидно, в непрерывном случае достаточным условием существования среднего значения у случайной величины является 

p(x(O(

) при x((( ((0),

а в дискретном случае: 

xkpkO(

) при k(( ((0).

Однако оба эти условия не являются необходимыми.

Легко также придумать примеры случайных величин, не имеющих среднего. Для непрерывного случая таким примером может служить распределение Коши. В дискретном подобный пример придумать ещё проще, если учесть, что вероятность pk можно приписать сколь угодно большим числам xk.
Если дана двумерная случайная величина (X, Y), то математическое ожидание функции ((X, Y) определяется равенствами

M((X, Y(
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((x, y)p(x, y(dxdy – в непрерывном случае
(интеграл берётся по всей плоскости),

M((X, Y(

((xi, yj)pij – в дискретном случае
(сумма берётся по всем возможным значениям
двумерной случайной величины).

2(. Второй по важности числовой характеристикой случайной величины X служит её дисперсия DX. Дисперсией называется

DXM((XMX(2(

(xMX(2dF(x(,
т. е. среднее значение квадрата отклонения случайной величины от её среднего. Эта формула в непрерывном случае переходит в

DX

(xMX(2p(x(dx,
а в дискретном в:

DX

(xkMX(2pk.

Если среднее есть не у всех случайных величин, то дисперсия и подавно. В дальнейшем все теоремы о MX и DX без особых оговорок формулируются лишь для тех X, которые их имеют.

Размерность дисперсии равна квадрату размерности случайной величины X. Поэтому иногда удобно вместо DX рассматривать величину (X

, называемую средним квадратичным отклонением случайной величины X или просто стандартом.
Дисперсия и стандарт мыслятся как меры разброса значений случайной величины вокруг её среднего.
3(. Докажем несколько простых утверждений:

 Математическое ожидание постоянной C равно C: MCC.

 Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания:

              M(CX(CMX.

Дисперсия постоянной равна нулю: DC0.

 Постоянный множитель выносится за знак дисперсии в квадрате:

              D(CX(C2DX.

Постоянную C можно рассматривать как частный случай дискретной случайной величины, принимающей единственное значение C с вероятностью, равной 1. Поэтому MCC(1C.
Свойство M(CX(CMX следует из определения математического ожидания как предела интегральных сумм: постоянный множитель можно выносить за знак суммы и знак интеграла.
О дисперсии:

DCM((CMC(2(M((CC(2(M00;
D(CX(M((CXM(CX((2(M((CXCM(X((2(
M(C2(CMC(2(C2(M((XMX(2(C2DX.

4(. Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме их математических ожиданий: 

M(XY(MXMY.

Докажем эту теорему отдельно для непрерывного и дискретного случая.
a. Непрерывный случай. Пусть p(x, y( – двумерная плотность вероятности.
Согласно определению математического ожидания функции от двумерной случайной величины: 
M(XY(
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(xy)p(x, y(dxdy.

Представляя двойной интеграл как сумму двух повторных и выбирая соответствующий порядок интегрирования в слагаемых, имеем:

M(XY(

xdx

p(x, y(dy

ydy

p(x, y(dx


xpX(x(dx

ypY(y(dyMXMY.

b. Дискретный случай. 
M(XY(

(xiyj)pij.

Представляем двойную сумму как две повторные:

M(XY(

xi

pij

yi

pij

xipi

yjpjMXMY.

Аналогично эту теорему можно доказать для смешанного случая. Общая же формулировка потребовала бы введения двумерного интеграла Стилтьеса.
5(. Предыдущая теорема естественно обобщается на сумму n слагаемых:

M



MXi.

Как частный случай применения этой формулы отметим следующую задачу: имеются события A1, A2, ( , An, их вероятности соответственно равны p1, p2, ( , pn. Спрашивается, чему равно ожидаемое число событий A1, A2, ( , An, которые произойдут в опыте? Определим вспомогательные случайные величины Xi равенствами:
1, если событие Ai произошло,
0, если событие Ai не произошло.

Всего в опыте происходит 

Xi событий, а ожидаемое число равно
M



MXi

pi.

6(. Ещё одна формула для дисперсии: DXM(X2(M2(X(.

Действительно, в силу теорем 3( и 4( имеем:
DXM((XMX(2(M(X2(MX(MXM(M(X(2(
M(X2(2.M2(X(M2(X(M(X2(M2(X(.

В частности, если MX0, то DXM(X2(.
7(. Нормированной случайной величиной X( назовём:
X(

.

Это – безразмерная случайная величина, причём:
a) MX(0, b) M(X(2(1, c) DX(1.

Действительно, по теореме 3( и 4(:
MX(M(

)

(MXMX(0,
M(X(2(M(

(

M((XMX(2(

DX1,
DX(M(X(2((MX((2101.
8(. Если DX0, то почти наверное Xconst. Действительно,
DX

(xMX(2dF(x(.
Интегрируемая функция (xMX(2 неотрицательна, причём обращается в ноль, только в точке xMX. Интегрирующая функция F(x( монотонно неубывающая, причём её наименьшее значение (0, а наибольшее (1. Очевидно, равенство DX0 возможно лишь в том случае, когда весь рост функции F(x( сосредоточен в точке MX,  а это и означает, что Xconst почти наверное.
9(. Пусть дана двумерная случайная величина (X, Y). Назовем коэффициентом корреляции двумерной случайной величины число

rr(X, Y(M(X(, Y((

.
Числитель здесь называется ковариацией случайных величин X и Y:

cov(X, Y(M((XMX((YMY((M(XY(MX(MY.
Из определения коэффициента корреляции следует, что
cov(X, Y(r(

(

.
Очевидно, коэффициент корреляции не меняется при линейном преобразовании случайных величин; в частности, r(X, Y(r(X(, Y((.

Коэффициент корреляции – числовая характеристика пары случайных величин, определённых на одном и том же вероятностном пространстве, –заслу​жил репутацию меры линейной связи величин X и Y.

Основанием к этому служат последующие теоремы о коэффициенте корреляции.
10(. M(XY(MX(MYcov(X, Y( или M(XY(MX(MYr(

(

.
Действительно:
M(XY(M(((XMX(MX((((YMY(MY((
M((XMX(((YMY((MY(M(XMX(MX(M(YMY(M(MX(MY(
MX(MYcov(X, Y(.
   Если коэффициент корреляции равен нулю, то математическое ожидание произведения случайных величин равно произведению их математических ожиданий: r0 ( M(X(Y(MX(MY.

   Случайные величины X и Y, коэффициент корреляции которых равен нулю, называются некоррелированными.
11(. Если случайные величины X и Y независимы, то M(XY(MX(MY.

Докажем эту теорему отдельно для непрерывного и дискретного случая.
a. Непрерывный случай. Пусть p(x, y( – двумерная плотность вероятности. Так как X и Y независимы, то p(x, y(pX(x(pY(y(. Поэтому:
M(XY(
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xyp(x, y(dxdy

xpX(x(dx

ypY(y(dyMX(MY.

b. Дискретный случай. Вероятности pij можно представить как: pijpiqj 
M(XY(

xiyjpij

xiyjpiqj

xipi

yjqjMX(MY.

12(. Если случайные величины X и Y независимы, то они некоррелированы: r0.
Это утверждение следует из 11( и формулы для коэффициента корреляции:

r

.

13(. Для двух произвольных случайных величин X и Y:
D(X(Y(DXDY(2r
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или

D(X(Y((X2(Y2(2r(X(Y.

Для некоррелированных, тем более – для независимых случайных величин:

D(X(Y(DXDY.

В частности, D(aXb(a2DX, D(Xc(DX.

14(. Как частный случай теоремы 13( находим: D(X((Y((2(1(r(.
Для доказательства достаточно воспользоваться теоремой 7(.
15(. Обобщим теорему 13( на случай n слагаемых. 
D

M

M


M




DXi2

cov(Xi, Xj(

DXi2

r(Xi, Xj(((i((j,

где (i

, (j


   Для попарно некоррелированных случайных величин дисперсия суммы
 равна сумме дисперсий: D



DXi.
16(. Для того, чтобы случайные величины X и Y были связаны линейно, необходимо и достаточно, чтобы их коэффициент корреляции r был равен (1.

a. Необходимость. Пусть YaXb. 

Имеем: 
r



M((XMX(((aXbM(aXb(((


M((XMX(((aXaMXbMb((


a(M((XMX(2(

DX

signa.
b. Достаточность. Пусть r(1.
По теореме 14(:  D(X((Y((2(1(r(.
Поэтому, если r1, то D(X(Y((2(1r(0 и по теореме 8(: с вероятностью, равной 1, X(Y(const ( 



const, т. е. X и Y связаны ли​нейно.
Если же r1, то D(X(Y((2(1r(0 и почти наверное X(Y(const ( 



const и опять получается, что X и Y линейно связаны.

17(. Пусть наблюдается двумерная случайная величина (X, Y), при этом представляет интерес случайная величина Y, тогда как измерению доступны значения случайной величины X. Желательно по X предсказать (в каком-то смысле – наилучшим образом) Y. В качестве предсказания можно мыслить различные функции ((X): Y(((X), а качество приближения оценивать среднеквадратической ошибкой: оптимальным считать такое приближение ((X), которое минимизирует математическое ожидание M((Y((X)(2(.
Здесь мы найдём лучшее приближение среди всех линейных приближений, причём будем решать эту задачу для нормированных случайных величин X(, Y(, т. е. будем предполагать, что Y((aX((b.
Ищем такие a и b, которые минимизируют функцию
I(a, b(M((Y(aX(b(2(.
Очевидно,
I(a, b(M(Y(2(a2(MX((2b22aM(X(Y((2bMY(2abMX(
и по теореме 7(:
I(a, b(1a2b22ar.
Уравнения для нахождения экстремума:


2a2r0,


2b0.
Отсюда следует, что ar, b0 и наилучшее предсказание: Y((rX( или:


(r

,
что можно переписать в виде:

Y(r

(XMX(MY
(именно эту формулу мы бы получили, если бы решали задачу для (X, Y), а не для (X(, Y()).
Прямая
yr

(xMX(MY
называется линией регрессии Y на X.
В частности, если X и Y – независимые случайной величины, то наша формула указывает следующее наилучшее предсказание: Y(MY и никакой информации о Y случайная величина X не содержит.

18(. Для n-мерной случайной величины (X1, X2, ( , Xn) роль дисперсии играет так называемая ковариационная матрица:
D((cov(Xi, Xj(((,
или
D((rij(i(j((,
где rijr(Xi, Xj(, (i

, (j


D – симметричная матрица размера n(n с диагональными элементами, равными дисперсиям случайных величин.

Найдём ковариационную матрицу n-мерного нормального закона, задава​емого совместной плотностью
p(x1, x2, ( , xn)

exp(

(xa)T((xa)),
где xT(x1, x2, ( , xn), aT(a1, a2, ( , an), (ATA((aij((.

С помощью линейного преобразования YA(Xa) можно привести квад​ратичную форму (xa)T((xa) к сумме квадратов переменных y1, y2, ( , yn.
Плотность p(x1, x2, ( , xn) постоянна на эллипсоидах (xa)T((xa)const. Из соображений симметрии ясно, что центр тяжести такого распределения лежит в точке (a1, a2, ( , an), так что вектор математических ожиданий равен

(MX1, MX2, ( , MXn)(a1, a2, ( , an).

Ковариационная матрица выглядит поэтому так:

D((M((Xiai((Xjaj((((.

Общий элемент этой матрицы равен

cov(Xi, Xj(



(xiai((xjaj(exp(
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aij(xiai)(xjaj))dx1(dxn.

Переходим к новым переменным y1, y2, ( , yn по формуле YA(Xa). Якобиан этого преобразования, очевидно, равен J



. Матрица A обратима, так что XaA1Y.

При вычислении интеграла учёт чётности и нечётности отдельных слагаемых даёт:

cov(Xi, Xj(
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 yk2(A1)ki(A1)kjexp(



yi2)dy1(dyn


(A1)ki(A1)kj,

а это есть, очевидно, общий элемент матрицы (ATA)1. Отсюда следует, что ковариационная матрица D есть матрица, обратная матрице (:

D(1.

Нормальный n-мерный закон можно поэтому задать с помощью вектора математических ожиданий a(a1, a2, ( , an) и ковариационной матрицы D:

p(x1, x2, ( , xn)

exp(

(xa)D1(xa)T).

Ковариационная матрица двумерного нормального закона равна:

D

.

В соответствии с правилами нахождения обратной матрицы, известными из алгебры, легко вычислить D1, т. е. матрицу (:

(

.

Поэтому двумерную нормальную плотность можно задать следующей формулой:

p(x, y(

exp(

(

2r



((.

Устройство матрицы A можно понять из геометрических соображений. Поскольку положительно определённая квадратичная форма определяет эллипсоид, можно с помощью поворота координатной системы, т. е. с помощью ортогонального преобразования XaOY, YOT(Xa) направить оси координат по осям симметрии эллипсоида. Это приводит квадратичную форму в показателе экспоненты к сумме 

iyi2:
p(y1, y2, ( , yn)

exp(

YTOT(OY),
где OT(O – диагональная матрица: diag(1, 2, ( , n).

19(. Пусть X1, X2, ( , Xn – попарно некоррелированные случайные величины с одинаковыми математическими ожиданиями и одинаковыми дисперсиями: 

MXia, DXi(2, i1, 2, ( , n.

Обозначим через 

 среднее арифметическое величин X1, X2, ( , Xn:







Xi.

Тогда: 

a, 



(2.

Эти равенства непосредственно следуют из теорем 3(, 5( и 15(.

Теорема 19(, в частности, применима к последовательности X1, X2, ( , Xn независимых и одинаково распределённых случайных величин, имеющих математическое ожидание и дисперсию. В этой схеме содержится случай повторных независимых измерений физической величины, точное значение которой равно a; в измерения вкрадываются случайные ошибки и n независимых измерений дают случайные значения X1, X2, ( , Xn. Если измерения не содержат систематической ошибки (на вероятностном языке это означает, что MXia, i1, 2, ( , n) и являются равноточными (т. е. DXi(2, i1, 2, ( , n), то среднее арифметическое 

 обладает двумя упомянутыми свойствами: 

a, 




(2. Это означает, что среднее арифметическое также не содержит систематической погрешности, а его среднеквадратическая ошибка в 

 раз меньше, чем ошибка одного измерения. Это объясняет выгодность повторения независимых измерений для более точного измерения. Однако в то же время ясно, что точность растёт медленнее, чем число наблюдений. Чтобы, например, повысить точность измерений в десять раз, нужно увеличить число наблюдений в сто раз.
Неравенство П. Л. Чебышёва и законы больших чисел
Неравенство Чебышёва.
 Пусть случайная величина X такова, что математическое ожидание её квад-
 рата существует и конечно: M(X2(((.
 Тогда для любого 0 справедливо неравенство:
             P(|X|(((

.
Доказательство. ( Введём случайную величину Y:
0, если |X|(
2, если |X|(
Это дискретная случайная величина. Её закон распределения даётся двумя вероятностями:
P(Y0(P(|X|(,
P(Y2(P(|X|((;

её математическое ожидание равно: MY2P(|X|((.

Легко проверить, что Y(X2. В самом деле, если Y0, то неравенство очевидно; если Y2, то при этом |X|( ( X2(2. Отсюда: MY(M(X2), что можно переписать в виде:
P(|X|(((

. (
Неравенство Чебышёва записывают и в других формах. Например, применим его к случайной величине XMX, в предположении, что существует дисперсия DX:
P(|XMX|(((



.
Для противоположного события:

P(|XMX|((1

.
Применим неравенство Чебышёва в последней форме к среднему арифметическому 

 попарно некоррелированных случайных величин X1, X2, ( , Xn c одинаковыми математическими ожиданиями MXia и одинаковыми дисперсиями DXi(2:
1(P(|

a|((1

, (0.
Перейдём здесь к пределу при n(((:


P(|

a|(1, (0.
Мы получили так называемый закон больших чисел в форме Чебышёва.
  Закон больших чисел в форме Чебышёва
  Среднее арифметическое 

 отличается от истинного среднего значения
 a меньше сколь угодно малого 0 при достаточно большом числе наблюде-
 ний с вероятностью, сколь угодно близкой к единице.

  Это утверждение кратко записывается так: 
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a – и читается: (

 схо-
 дится по вероятности к a.(
В частности, закон больших чисел Чебышёва действует в схеме повторных независимых равноточных измерений без систематической погрешности любой физической величины a и оправдывает нашу интуитивную веру в среднее арифметическое 

 как хорошее приближение для a. Мы получаем уверенность в том, что при достаточно большом числе измерений мы будем знать истинное значение измеряемой величины a сколь угодно точно со сколь угодно большой вероятностью. Однако закон больших чисел указывает лишь очень грубо, сколько наблюдений достаточно выполнить, чтобы добиться заданной точности: если мы хотим, чтобы P(|

a|((1, достаточно произвести n(

 наблюдений.
Из закона больших чисел Чебышёва следует закон больших чисел Бернулли.

  Закон больших чисел в форме Бернулли.
  Относительная частота 

 события A сходится по вероятности к вероят-
 ности p события A: 

P((

p((1 для (0.

Действительно, пусть проведено n независимых опытов, в которых событие A произошло m раз. Введём случайные величины 

1, если событие Ai произошло,
0, если событие Ai не произошло.

Это дискретные случайные величины, причём:

MXi1(p0((1p)p, MXi212(p02((1p)p, DXiM(Xi2)(MXi)2pp2pq,




(XiX2(Xn)

.

Выполнены условия закона больших чисел Чебышёва, в котором ap, (2pq. Поэтому: 
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 p.

Закон больших чисел в форме Бернулли даёт обоснование нашей интуитивной веры в относительную частоту как приближение для вероятности: как бы ни было мало 0, для достаточно большого числа наблюдений n относительная частота 

 события A бу​дет отличаться от его вероятности p меньше этого  с вероятностью, как угодно близкой к единице.
Возможно нам хотелось бы большего, а именно: 



p. Но так много теория вероятностей дать не может. И это по существу! Например, при бросании монеты ничто не мешает ей всё время выпадать решкой, а для подобной серии испытаний относительная частота гербов равна нулю. Нетрудно также построить серию испытаний, для которой 




 принимает любое заданное значение на отрезке (0, 1(, либо не существует. Тем удивительнее усиленный закон больших чисел, доказанный Борелем.

  Усиленный закон больших чисел (Борель).
  Предел относительной частоты 

 события A существует и равен вероят-
 ности p этого события почти наверное: P(



p(1.

Связь относительной частоты и вероятности позволяет дать ещё одну мотивировку принятого в теории вероятностей определения математического ожидания и его толкования как среднего значения. Пусть дискретная случайная величина X с возможными значениями xk и вероятностями pk наблюдается n раз независимым образом; пусть частота xk равна mk, Среднее арифметическое этих наблюдений равно







xkmk

xk

.

Можно думать, что истинное среднее мы получим, сделав бесконечно много наблюдений, а относительные частоты  

  при этом почти наверное будут равны вероятностям pk. Это и даёт для истинного среднего выражение 

xkpk, т. е. MX.

Характеристические функции и моменты

До сих пор мы задавали случайные величины законом распределения. Характеристическая функция – ещё один способ представления случайных величин.

Пусть X – случайная величина. Её характеристической функцией f(t) назовём математическое ожидание случайной величины eitX:

f(t)MeitX,

где под комплекснозначной случайной величиной eitX мы понимаем комплексное число eitXcostXisintX, а

M(eitX)M(costX)iM(sintX);

независимая переменная t имеет размерность X1.

Характеристическая функция – преобразование Фурье-Стилтьеса функции распределения:

f(t)

eitxdF(x(.

В непрерывном случае f(t) – преобразование Фурье плотности вероятности:

f(t)

eitxp(x)dx.

Если f(t) абсолютно интегрируема, то обратное преобразование Фурье позволяет восстановить плотность p(x) по характеристической функции:

p(x)



eitxf(t)dt.

В дискретном случае:

f(t)

eitxkpk.

Особо отметим дискретные случайные величины с целочисленными значениями, например, при  xkk:

f(t)

eitkpk;

здесь f(t) – ряд Фурье в комплексной форме, вероятности pk играют роль коэффициентов Фурье и легко восстанавливаются по f(t):

pk



eiktf(t)dt.

В общем случае восстановление закона распределения по характеристической функции тоже возможно, но более сложно.

Важнейшим свойством характеристической функции, сделавшим её одним из главных инструментов современной теории вероятностей, оказалось то, что при суммировании независимых случайных величин их характеристические функции перемножаются: если X и Y независимы, то для случайной величины ZXY: fZ(t)fX(t)(fY(t).

Действительно,

fZ(t)M(eitZ)M(eit(XY))M(eitX(eitY)M(eitX)(M(eitY)fX(t)(fY(t).

Законы распределения при суммировании независимых слагаемых ведут себя гораздо сложнее. Например, в непрерывном случае по свойству преобразования Фурье произведению характеристических функций соответствует свёртка плотностей:

pZ(z)

pX(x)(pY(zx)dx.

Если YaXb, то

fY(t)M(eit(aXb))eitb(M(eitaX)eitb(fX(at).

Другим важным свойством характеристических функций является их простая связь с моментами.

  Начальным моментом порядка k называется mkM(Xk).
  Центральным моментом порядка k называется kM((XMX(k(.

В частности, MXm1, DX2. Отметим также, что m01, 01, 10.

Предполагая возможность дифференцирования под знаком математического ожидания в равенстве f(t)MeitX, получим: f(k)(t)ikM(Xk(eitX).

При t0: f(k)(0)ikM(Xk)ikmk ( mk

f(k)(0).

Таким образом, характеристическая функция позволяет заменить интегрирование при вычислении моментов дифференцированием.
В частности, 

MXm1

f((0), DXm2m12f(((0)(f((0(2(.

Если характеристическая функция f(t) разлагается в ряд Маклорена, то

f(t)



f(k)(0)tk



(it)k,

и, если моменты существуют, то они однозначно определяют f(t), т. е. закон распределения случайной величины X. Таким образом, совокупность начальных моментов также может задавать случайную величину.
  Центральные моменты просто связаны с начальными:

          kM((XMX(k(

(1(kj

mjm1kj, k2, 3, ( .
  Обратно: начальные моменты mk можно вычислять, зная центральные мо-
 менты k и математическое ожидание m1:
          mkM(((XMX(MX(k(



jm1kj, k2, 3, ( .
Характеристическую функцию определяют также и для n-мерной случайной величины (X1, X2, , ( , Xn): 

f(t1, t2, , ( , tn)M(expi(t1X1t2X2(tnXn)).

Например, для n-мерного нормального закона:

f(t1, ( , tn)



exp(i(t1X1(tnXn)

(xa)TD1(xa)(dx1(dxn
exp(iaTt

tTDt),

где a и t задаются как столбцы, в чём можно убедиться, осуществляя преобразования, описанные в теореме 18(.

Вычисление f(t), MX и DX для основных распределений
1(. X(B(n, p).

f(t)

eikt

pkqnk(peitq)n.

Небольшое упражнение на дифференцирование даёт:

MX

f((0)np, DXf(((0)(f((0(2(npq.

2(. X((().

f(t)

eikt

e



(eit)kexp((eit1)(.

Отсюда сразу найдём: MX, DX.

3(. X(R(a, b).

f(t)



eitxdx

(eitbeita).
Отсюда находим: MX

, DX

.

4(. X(Exp().

f(t)

eitxxdx

.

Из этого равенства: MX

, DX

.

5(. X(N(0, 1).

f(t)





dx.

Примем во внимание, что eitxcostxisintx:

f(t)





costxdx





sintxdx.

Второй из этих интегралов равен нулю, так как его подынтегральная функция нечётна. Ввиду чётности подынтегральной функции первого интеграла:

f(t)





costxdx.

Обозначим: J(t)



costxdx.

Очевидно,

J((t)

x

sintxdx

sintx

;

интегрируем по частям:

J((t)sintx(

t



costxdxtJ(t).

Таким образом, J((t)tJ(t), причём J(0)

.

Решение этого дифференциального уравнения находится без труда:

J(t)



costxdx



.

Окончательно: f(t)

.

Отсюда для X(N(a, ):  f(t)

 и сразу же находим: MXa, DX2.

По поводу характеристической функции нормального закона можно заметить интересное его свойство:

сумма независимых нормально распределённых случайных величин распределена по нормальному закону.

Действительно. Пусть X и Y независимые случайные величины, причём, X(N(a1, 1), Y(N(a2, 2), а ZXY.

Характеристические функции X и Y:  fX(t)

,  fY(t)

.

Для характеристической функции Z имеем:

fZ(t)fX(t)(fY(t)exp(i(a1a2)t

t2(,

но это означает, что Z(N(a1a2, 

).

Аналогичным свойством обладают и независимые пуассоновские случайные величины:

сумма независимых случайных величин, распределённых по закону Пуассона, распределена по закону Пуассона.
В самом деле, если X(((1), X(((2), то

fX(t)exp(1(eit1)(,  fY(t)exp(2(eit1)(,

поэтому характеристическая функция случайной величины ZXY:

fZ(t)fX(t)(fY(t)exp((12)(eit1)(,

но это значит, что Z(((12).

Законы, сохраняющиеся при сложении независимых случайных величин, называются безгранично делимыми. Нормальный и пуассоновский – примеры таких законов.
6(. X((, ). Здесь:



x1ex, если x0,
0, если x(0.

Найдём характеристическую функцию гамма-распределения. Имеем:

f(t)



x1ex(it)dx.

Положим в интеграле x

:

f(t)
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z1ezdz,

где интегрирование проводится по бесконечному лучу L, выходящему из начала координат и проходящему через точку  it. Можно доказать, что этот интеграл равен (). Поэтому:  f(t)

.

Сравнивая характеристические функции гамма-распределения и экспоненциального распределения, можно сделать следующий вывод:

сумма k независимых экспоненциальных слагаемых Xi(Exp() распределена по закону (k, ).

––(––
Иногда в сокращённых курсах теории вероятностей тему (характеристические функции( исключают. Принимая это во внимание, дадим независимый от этой темы вывод значений MX и DX основных распределений.

1(. X(B(n, p).

Введём вспомогательные случайные величины:

1, если в  i-ой попытке произошёл (успех(,
0, если в i -ой попытке произошла (неудача(.

Очевидно,

MXip, M(Xi2)12(p02(qp, DXipq.
Кроме того, X

Xi, причём слагаемые здесь независимы. Поэтому:

MX

MXinp, DX

DXinpq,
2(. X((().

Продифференцируем по  тождество 



e1: 

k

e



e0, откуда:



k

e.                        (()

Продифференцируем (() по  ещё раз: 

k2

e

k

e1, или:



k2

e2.                           ((()

Из ((): MX; из (() и (((): DXM(X2(M(X(2(2(2.
3(. X(R(a, b).

MX



xdx

; DX



(x

)2dx

.
4(. X(Exp().

Рассмотрим интеграл: I

exdx

. Дважды продифференцируем его по параметру : 



xexdx

, 



x2exdx

.
Поэтому:

MX

xexdx

, M(X2(

x2exdx

, DXM(X2(M(X(2

.
5(. X(N(a, ).

Найдём математическое ожидание X:

MX



x

dx.

Положим в интеграле 

y и представим его как сумму двух интегралов:

MX





dy



y

dy ( MXa.

Вычислим дисперсию:

DX



(xa)2

dx.

Замена переменной 

y приводит интеграл к виду

DX



y2

dyx







dy

 ( DX2.

Предельные теоремы
1(. Локальная теорема Муавра-Лапласа.
Теорема Муавра-Лапласа устанавливает условия, при которых биномиальную случайную величину можно приближённо рассматривать как нормальную.

  Пусть X(B(n, p). При n(( и любых фиксированных a и b, a(b:
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pmqnm(

exp(

( *)
 для любых m, удовлетворяющих неравенствам: a(

(b.

Доказательство. ( Доказательство теоремы основывается на формуле Стирлинга: при n((: n!(

nnen.

Введём величину y

 ( mnpy

 ( nmnqy

.

Величина y по условию оказывается ограниченной. Пусть n((, а m рассматриваем лишь такие, при которых a(y(b. Тогда:



pmqnm

pmqnm(



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

(1y

(m

(1y

(nm




exp((m

(ln(1y

((nm

(ln(1y

((


exp((npy



((y



y2((
                        (nqy



((y



y2((((
отбрасываем в показателе экспоненты бесконечно малые величины выше второго порядка:

(

exp(y



y2qy2y



y2py2(



,

что и требовалось доказать. (
Таким образом, при больших n, умерено больших m и фиксированном p (0p1) можно приближённо заменять биномиальное распределение нормальным: B(n, p)(N(np, 

).

Ошибка приближения зависит от того, достаточно ли велико n, не слишком ли близко p к 0 или к 1 и каково интересующее нас значение m. Эта ошибка в настоящее время хорошо изучена и оценена; при необходимости всю нужную информацию можно найти в литературе.

2(. Интегральная теорема Муавра-Лапласа.
  Пусть X(B(n, p). Тогда при n(( и любых фиксированных a и b, a(b:

          

P(a(

(b(





dy.

Доказательство. ( Обозначим: ym

. Имеем:

P(a(

(b(
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pmqnm(
но для всех m, по которым нужно суммировать, выполнена локальная теорема Муавра-Лапласа, так что:

(
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
соседние точки суммирования ym находятся друг от друга на расстоянии (ym
ym+1ym

. Поэтому, в соответствии с определением определённого интеграла:


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(ym







dy. (
Теорема Муавра-Лапласа позволяет уточнить связь относительной частоты и вероятности. Поскольку абсолютная частота m события A, имеющего вероятность p, распределена по биномиальному закону B(n, p), то

P((

p(((P((

p((P(

(

(

((
(





dy((

).
По этой формуле можно приближённо находить вероятность  заданного отклонения относительной частоты от вероятности, вычислять необходимое число опытов n, при котором с данной вероятностью  указанное отклонение не превышает . Исходное уравнение выглядит так: ((

).
3(. Центральная предельная теорема.
Переформулируем интегральную теорему Муавра-Лапласа, введя вспомогательные случайные величины, связанные со схемой Бернулли: 
1, если в  i-ом испытании произошёл (успех(,
0, если в i-ом испытании произошла (неудача(.

Тогда Sn

Xim, и MSn

MXinp, DSn

DXinpq, и теорему Муав​ра-Лапласа можно сформулировать так:



P(a(

(b(





dy,

т. е. центрированная и нормированная сумма Sn достаточно большого числа случайных величин Xi приближённо распределена по стандартному нормальному закону. Оказалось, что аналогичное утверждение верно для весьма широкого класса слагаемых, и центральная предельная теорема указывает точные ограничения (оказавшиеся весьма слабыми), которые нужно наложить на слагаемые, чтобы их центрированная и нормированная сумма в пределе была распределена по стандартному нормальному закону. Грубо говоря, смысл этих ограничений состоит в том, что слагаемые случайные величины должны быть бо​лее или менее равноправны. Именно центральная предельная теорема приводит, например, к тому, что большинство физических измерений приводят к нормально распределённым результатам: на результат отдельного измерения накладываются многие мелкие факторы, и суммарная ошибка по центральной предельной теореме оказывается нормально распределенной случайной величиной.

В качестве примера изложим здесь центральную предельную теорему в наиболее простом варианте: для одинаково распределённых слагаемых, имеющих дисперсию. Пусть Xi, i1, 2, ( – независимые случайные величины с одной и той же функцией распределения F(x(. Характеристическая функция их равна f(t)

eitxdF(x(.
Очевидно, если существует k-й начальный момент mk:
mk

xkdF(x(,
то существует и производная k-го порядка характеристической функции:

f(k)(t)ik

xkeitxdF(x(,

ибо (eitx(1. Если существует момент второго порядка m2 (т.е. дисперсия), то по формуле Тейлора, отсюда следует, что можно при t(0 представить характеристическую функцию в форме

f(t)f(0)

f((0)t

f(((0)t2((t2)1m1it

m2(it)2((t2).

Рассмотрим сумму Sn

Xi. Её центрирование и нормирование даёт:








,

где aMXi, (2Dxi. Случайная величина 

 имеет моменты m10, m21. Её характеристическая функция представляется в виде: f(t)1

t2((t2), а характеристическая функция  fn(t) центрированной и нормированной суммы Sn, очевидно, равна:
fn(t)(1

t2((

t2)(nexp(nln(1

t2((

t2)(
и при n((: fn(t)(

.
Характеристическая функция центрированной и нормированной суммы сходится к характеристической функции стандартного нормального закона. Отсюда можно вывести, что и функция распределения центрированной и нормированной суммы сходится к функции распределения нормального закона.
4(. Теорема Пуассона.
Теорема Пуассона устанавливает условия, при которых биномиальную случайную величину можно приближённо считать пуассоновской.
Докажем сначала чисто аналитический факт:
  При любом фиксированном (0, любом фиксированном целом m(0 и   при n((: 
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

e.

( Действительно,
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
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

e. (
Для достаточно больших n величина 
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 становится как угодно близкой к своему пределу. Обозначая 

p, ( np, можем записать приближённое равенство:



pmqnm(

e,

т. е. биномиальные вероятности можно считать пуассоновскими: B(n, p)(
(((), причём np. Поскольку в точной формулировке m и  фиксированы, а n((, то можно рассчитывать на малую погрешность приближения при большом n, малом p и умеренном np.

Математическая статистика

ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В теории вероятностей о вероятностях, законах распределения, параметрах случайных величин говорится как о чём-то данном, известном. Но встаёт вопрос: откуда их взять? Как найти параметры хотя бы приближённо? Как проверить предположение о том, что некоторая случайная величина распределена, например, по нормальному закону?

На эти и подобные им вопросы отвечает математическая статистика, причём информацию для ответов она берёт из наблюдений над случайными событиями и величинами. При этом наблюдения ведутся над реальными объектами и моделями, тогда как теория вероятностей изучает математические модели, в значительной степени идеализированные и абстрагированные. Соотношение между выводами математической теории и поведением реального мира приобретает уже не философский, а практический смысл. Можно сказать, что математическая статистика заведует связями теории вероятностей с внешним миром.

Ниже мы будем рассматривать одну единственную статистическую модель: предполагается, что существует случайная величина X, которую можно наблюдать повторно n раз в независимых опытах. Результатом таких наблюдений оказываются n значений, которые X приняла в n экспериментах: (x1, x2, ( (, xn), – так называемая выборка, n – объём выборки. На все вопросы о случайной величине X математическая статистика берётся отвечать по выборке.

В каждом опыте мы наблюдаем одну и туже случайную величину X; все опыты по предположению независимы. Можно считать, что фактически мы наблюдаем n-мерную случайную величину (X1, X2, ( , Xn) с независимыми компонентами, распределёнными одинаково – по тому же закону, что и X. Выборка (x1, x2, ( , xn) есть наблюдённое значение случайной величины (X1, X2, ( , Xn), выборка – одно из её возможных значений; её можно представить точкой в n-мерном евклидовом пространстве. Всё множество точек, которые могут быть выборками, образует так называемое выборочное пространство. По сути дела выборка – элементарное событие, а выборочное пространство – пространство элементарных событий (. Часто смотрят на выборку (x1, x2, ( , xn) как на случайную величину и не вводят особого обозначения (X1, X2, ( , Xn) для случайной величины.

Если X(N(a, ), то выборочным пространством оказывается всё евклидово пространство Rn. Если X(((), то выборочное пространство совпадает с целочисленной решёткой главного координатного угла. Если X(R(0, 1), то ( – единичный n-мерный куб.

Пусть X(F(x, ((: F(x, (( – функция распределения случайной величины X. Тогда совместная функция распределения выборки:
F(x1, x2, ( , xn)

F(xi, ((.

Если X имеет плотность вероятности p(x, ((, то совместная плотность вероятности выборки равна

p(x1, x2, ( , xn)

 p(xi, ((.

Познакомимся с важнейшими задачами математической статистики и с их статистическими решениями.

I. ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ЧАСТОТА КАК ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ
Пусть имеется событие A, вероятность которого P(A)p – неизвестна, и мы хотим найти её хотя бы приблизительно. Из курса теории вероятностей ответ нам известен: хорошим приближением для вероятности является относительная частота события. Если в n независимых опытах событие A произошло m раз, то P(A)(

. При этом:

1. В среднем мы не ошибаемся: M(

)(p.

Это свойство оценки называется несмещённостью.
2. Дисперсия оценки как угодно мала при достаточно большом числе опы​тов: D(

)

(0 при n((.

Дисперсия играет роль среднего квадрата ошибки.
3. Вероятность заметных отклонений относительной частоты от вероятности мала, поскольку по закону больших чисел Бернулли:
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p ( 

P((

p((1 для (0.

Это свойство оценки называется состоятельностью. Оно может быть усилено, поскольку по закону больших чисел Бореля:

P(

(p(1.

Итак, относительная частота – несмещённая, состоятельная оценка для вероятности со сколь угодно малой среднеквадратической ошибкой.
Решение I задачи, таким образом, нам известно, и оно послужит нам удобным образцом для более сложных задач.

Разумеется, нужно понимать, что полученный ответ точно укладывается в рамки той единственной модели, которую мы взялись изучать в математической статистике.

Можно считать, что мы имеем здесь дело с биномиальной случайной величиной X, а выборка состоит из одного наблюдения m. Либо можно считать, что мы имеем дело здесь со случайной величиной 

1, если событие A произошло,
0, если событие A не произошло.

Очевидно, X – дискретная случайная величина с двумя возможными значениями 1 и 0, а вероятности этих значений p и q1p. Мы уже встречались с подобной величиной и выяснили, что MXp, DXpq.

Соответственно выборка (x1, x2, ( , xn) состоит из m единиц и nm нулей, выборочное пространство состоит из вершин n-мерного единичного куба, и



(x1x2(+xn)=

,

так что ответ мы действительно получаем в терминах выборки:

pP(A)(

(x1x2(+xn)=

=

.

II. ЭМПИРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
КАК ОЦЕНКА ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
Пусть функция распределения случайной величины X неизвестна. Обозначим её F(x(. Требуется хотя бы приблизительно её найти. Получим выборку (x1, x2, ( , xn) и по ней построим так называемую эмпирическую функцию распределения:
Fn(x(=

, (((x(((,

где m(x( – число наблюдений в выборке, оказавшихся меньше x.

Убедимся в том, что эмпирическая функция распределения – хорошее при​ближение для F(x(.

Расположим наблюдения в порядке возрастания, причём повторяющиеся наблюдения выпишем лишь один раз: получим возрастающую последовательность y1y2(<yr, называемую вариационным рядом; члены её называются порядковыми статистиками. Так, y1

xi – минимальная порядковая статистика – первый член вариационного ряда; yr

xi – максимальная порядковая статистика – последний член вариационного ряда. Пусть частота значения yi равна mi. Тогда очевидно:

0, если x(y1,




mi, если ykx(yk1, k1, 2, ( , r1,
1, если xyr.

В частности, если все наблюдения различны (так будет, например, почти наверное для непрерывной случайной величины X), то вариационный ряд состоит из n порядковых статистик и

0, если x(y1,


, если ykx(yk1, k1, 2, ( , n1,
1, если xyn.

Очевидно, Fn(x( – ступенчатая неотрицательная монотонная функция, имеющая разрывы в точках yi, где она совершает скачки величины 

.

Она обладает всеми свойствами функции распределения и задаёт закон распределения дискретной случайной величины с возможными значениями yi и вероятностями 

. Она и решает нашу задачу приближённого описания F(x(.

Действительно, рассмотрим событие A(Xx(.

Его вероятность P(A)P(Xx(F(x(, его абсолютная частота mm(x(, его относительная частота равна Fn(x(, и мы свели рассматриваемую II задачу к I, ответ на которую мы уже знаем.

Следовательно, для любого x эмпирическая функция распределения Fn(x( приближённо равна F(x(, причём Fn(x( обладает следующими свойствами:

1. MFn(x)F(x(, т. е. Fn(x( – несмещённая оценка F(x(;

2. DFn(x)

(F(x((1F(x(((

0;

3. Fn(x)

F(x( ( 

P(|Fn(x)F(x(|(1, (0. И даже:

P(Fn(x)

F(x((1 – состоятельность оценки Fn(x(.

Итак, эмпирическая функция распределения Fn(x( для любого x – несмещённая, состоятельная оценка F(x( со сколь угодно малой среднеквадратической ошибкой.
III. СРЕДНЕЕ ВЫБОРОЧНОЕ КАК ОЦЕНКА
МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ
Требуется по выборке (x1, x2, ( , xn) оценить (т. е. приближённо найти) MX. Ответ нам уже известен: хорошим приближением для среднего значения случайной величины является среднее арифметическое наблюдений:

MX(





xi.

Очевидно, мы можем пользоваться теоремами о среднем арифметическом, применяя их к нашей выборке – последовательности одинаково распределённых независимых случайных величин. Будем предполагать, что X имеет MX
a, и DX(2.

1. В среднем мы не ошибаемся, поскольку 

a (имеет место несмещённость).

2. Среднеквадратическая ошибка приближения как угодно мала при n((, поскольку 



(0.

3. 

 подчиняется закону больших чисел Чебышёва:
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a, т. е. 

P(|

a|(1, (0,

следовательно имеет место состоятельность.

В статистике принято 

 называть средним выборочным. Таким образом, среднее выборочное – несмещённая состоятельная оценка для математического ожидания со сколь угодно малой дисперсией при достаточно большом объёме выборки.
IV. ЗАДАЧА ТОЧЕЧНОГО ОЦЕНИВАНИЯ
Пусть X(F(x, ((. Аналитический вид функции F(x, (( известен, но значение параметра ( – неизвестно. Требуется: понаблюдав n раз X, найти ( хотя бы приближённо, т. е. требуется указать такую функцию от выборки 

(x1, x2, ( , xn), чтобы можно было считать её приближением для (:

((

(x1, x2, ( , xn).

Такая функция 

 называется точечной оценкой параметра (. Следует учитывать, что в данной постановке задачи параметр ( может быть векторным – состоять из нескольких компонент; например, нормальный закон определяется двумя параметрами: a и (.

Предыдущие две задачи позволяют указать желательные свойства оценки:

1. Несмещенность: 

(x1, x2, ( , xn)(.

Несмещенность эквивалентна отсутствию систематической ошибки. 

2. Среднеквадратическая ошибка должна быть достаточно мала. Обыч​но ищут оценки, для которых 

(0 при n((; для них при достаточно большом объёме выборки среднеквадратическая ошибка оценки будет как угодно мала.

Иногда удаётся найти такую оценку 

(x1, x2, ( , xn), для которой дисперсия 

 минимальна по сравнению со всеми мыслимыми оценками. Такая оцен​ка называется эффективной. Однако редко бывает так, что эффективная оценка, если она существует, имеет и достаточно простой вид, удобный для практических расчётов. Часто бывает выгоднее пользоваться неэффективными, но более простыми оценками, расплачиваясь увеличением объёма выборки.

Во всяком случае, при сравнении двух несмещённых оценок лучше та, у которой дисперсия меньше: она, как говорят, эффективнее другой.

3. Состоятельность: желательно, чтобы вероятность заметных отклонений 

 от ( была достаточно мала. Это достигается, если оценка 

 подчиняется закону больших чисел:



P(|

(|(1, для (0,

т. е., если 

(x1, x2, ( , xn) сходится по вероятности к оцениваемому параметру. Ещё лучше, если имеет место обычная сходимость почти наверное.

Расскажем здесь о двух способах получения точечных оценок: о методе максимального правдоподобия и методе моментов.

Метод максимального правдоподобия Р. Фишера
Изложим этот метод отдельно для непрерывного и для дискретного случаев.

a. Пусть X – дискретная случайная величина с возможными значениями xi, вероятности которых pi((( зависят от неизвестного параметра (; аналитический вид функций pi((( известен. Наблюдаем X независимым образом n раз. Пусть значение xi наблюдалось mi раз. Вероятность получить ту выборку, которую мы получили, равна 

(((L((( – функция неизвестного параметра (.

При каких-то значениях ( она меньше, при других – больше. Если эта вероятность при некотором ( очень мала, то, надо полагать, такая выборка и не должна обычно наблюдаться. Но мы же её получили. Можно думать, что это произошло потому, что вероятность её получить достаточно велика. Принцип максимального правдоподобия состоит в том, чтобы в качестве оценки 

 параметра ( брать то значение (, при котором вероятность L((( нашей выборки максимальна. Функция L((( получила название функции правдоподобия, а значение 

, при котором функция правдоподобия достигает максимума, получило название оценки максимального правдоподобия параметра (. Изложенное рассуждение есть лишь эвристическое соображение, основанное на здравом смысле, а не на строгой логике, и вполне могло привести нас к неудаче. Практическое применение принципа Фишера, однако, приводит часто к весьма разумным и полезным результатам. Они-то и оправдывают этот принцип.

b. Пусть X – непрерывная случайная величина с плотностью вероятности p(x, ((. Совместная плотность вероятности выборки равна L(((

 p(xi, (( и называется функцией правдоподобия.

Принцип максимального правдоподобия состоит здесь в том, чтобы в качестве оценки параметра ( брать точку 

, в которой L((( достигает максимума.

Сделаем несколько вычислительных замечаний.

Если L((( – дифференцируемая функция, то поиск максимума ведётся обычными средствами анализа: ищется корень уравнения L((((0 и проверяется, действительно ли в нём экстремум. Часто в этом случае удобнее искать максимум не функции L(((, а функции lnL(((, используя монотонность логарифма.

Если параметр ( меняется в конечном отрезке, то нужно исследовать также и концы отрезка.

Если параметр ( векторный, то вместо обычной производной приходится рассматривать частные производные.

Посмотрим, как действует этот метод на конкретных примерах.
1(. X(((), (. Функция правдоподобия:

L(((



 ( lnL(((

mk(klnlnk!).

Лишь конечное число сомножителей в выражении L((( отлично от единицы, так что вопрос о сходимости бесконечного произведения не встаёт.

Имеем: 



lnL(((0 ( 

mk(

1(0 ( 



kmk

mk0
и так как 

mkn, то корнем 

lnL((( является 
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



kmk

.

Т. к. L((( при 0 положительна и, очевидно, L(0(0, 

L(((0, то экстремумом L((( может быть только максимум.
Поскольку параметр ( пуассоновской случайной величины является её математическим ожиданием, то результат 

(

, как мы знаем, весьма хорош.

2(. X(B(n, p). Считаем n известным, а p параметром: (p:

Функция правдоподобия: L(p(

(

pkqnk(mk.

Здесь не следует путать n с объёмом выборки, который равен 

mk.

Имеем:

lnL(p(

mk(ln

klnp(nk)ln(1p)(.
Найдём корень производной функции lnL(p(:


lnL(p(0 ( 

mk(



(0.
Корень полученного уравнения: 



.
Мы вновь получили разумный результат, поскольку

npMX,  а  



.
Методом максимального правдоподобия Р. Фишера нами получена та же оценка математического ожидания биномиального закона, какую бы мы написали для np – выборочное среднее.
3(. Найдём оценку максимального правдоподобия для вероятности события A: P(A)p, (p.

Будем считать, что n раз наблюдаются значения случайной величины

1, если событие A произошло,
0, если событие A не произошло.

Функция правдоподобия: L(p(pm(1p)nm.
Имеем:
lnL(p(mlnp(nm)ln(1p) ( 

lnL(p(0 ( 



0 ( 



,


 – корень уравнения. На концах отрезка (0, 1( функция L(p( обращается в ноль, а в остальных точках отрезка она положительна, так что единственная точка экстремума является точкой максимума.
Таким образом, метод максимального правдоподобия советует брать в качестве оценки вероятности события A его относительную частоту, что, как мы знаем, хорошо.
4(. X(Exp(), ((.
Функция правдоподобия: L(((

(exk, если xk(0, и L((((0, если хотя бы одно из xk0. Так как все выборочные значения xk положительны, то 

lnL((nln

xk ( 

lnL((0 ( 



xk0 ( 




Результат следует признать разумным, поскольку предлагается для 

 брать в качестве приближения 

, а 

MX.

5(. X(N(a, ). Здесь параметр ( состоит из двух компонент: ((a, ).

Функция правдоподобия: L(a, (

exp

(
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), откуда: 

lnL(a, (nln(nln


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(xka)2.

Уравнения для нахождения точки экстремума:



lnL(a, (
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(xka(0,


lnL(a, (


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(xka)20.

Отсюда находим точку экстремума (

,

): 


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xk

, 



.

Таким образом, для нормального закона в качестве оценки максимального правдоподобия мы получаем: для параметра a – выборочное среднее, а для дисперсии 2 – так называемую выборочную дисперсию (её обозначают S2): 

a(

, 2(



(xk

)2S2.

Легко проверить, что точка (

,

) действительно является точкой максимума функции L(a, ).

6(. X(R(a, b); ((a, b).

Плотность вероятности равномерного закона: 



, если x((a, b(,
0, если x((a, b(.

Функция правдоподобия:


, ( xk((a, b(,
0, если xk((a, b(.
Здесь мы имеем случай, когда максимум достигается не в корне производной, а в точке разрыва функции правдоподобия. Ясно, что максимум может достигаться лишь в случае, когда все наблюдения xk находятся в промежутке (a, b(, а при этом выражение 

 тем больше, чем ближе b к a, но сближать a и b можно лишь не выпуская все наблюдения из отрезка (a, b(. Следовательно, maxL(a, b( достигается при 



xk, 



xk.
7(. Пусть Х имеет гамма-распределение: X(((, ), (0, 0). Плотность распределения: p(x)

x1ex, при x(0; ((, ).

Функция правдоподобия:

L(, (

(

xk1exk(, (xk0,

её логарифм:

lnL(, (

(ln(1)lnxkxkln()(.

Уравнения максимального правдоподобия:



lnL

(lnlnxk(()(0,


lnL

(

xk(0,

где (()

ln() – логарифмическая производная гамма-функции, так что для оценок получаем систему двух уравнений:



lnxkn((()ln((,




,

и качество оценок уже не столь очевидно, как в предыдущих случаях.

Перейдем теперь к методу моментов.

Метод моментов
Пусть X(F(x, (1, (2, ( , (r), причём аналитический вид функции распределения случайной величины X известен. Для нахождения r неизвестных параметров нужно иметь r уравнений. Мы знаем, что хорошим приближением для функции распределения оказывается эмпирическая функция распределения: Fn(x((F(x(. Можно надеяться, что и числовые характеристики этих функций также близки друг к другу, в частности, близки моменты. Эмпирическая функция распределения представляет собой закон распределения дискретной случайной величины, возможные значения которой совпадают с выборочными значениями xi, а вероятности их равны 

, в частности, для непрерывной случайной величины X с вероятностью 1 эти вероятности равны 

. Выражения для моментов эмпирической функции распределения Fn(x( (их называют выборочными моментами) нетрудно написать:

ml



 EMBED Equation.2  
xkl, l
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(xk

(l.
Необходимые нам уравнения для нахождения параметров (1, (2, ( , (r мы получим, приравнивая соответствующие моменты случайной величины X моментам распределения Fn(x(:

ml((1, (2, ( , (r)
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xkl, l1, 2, ( , r,        (()

или:
ml((1, (2, ( , (r)

,
l((1, (2, ( , (r)
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(xk

(l, l1, 2, ( , r.

Успех этого метода в значительной степени зависит от того, сколь сложной оказывается соответствующая система уравнений ((() или ((()). Решения системы и берутся в качестве оценок 

, 

, ( , 

r для параметров (1, (2, ( , (r.

Например, для нормального закона система ((() имеет вид:

a

,
2



(xk

)2S2,

что совпадает с оценкой максимального правдоподобия, и это подтверждает разумность идеи.

Вообще, для произвольной случайной величины по методу моментов для математического ожидания – первого начального момента – мы получаем

MX(

,

а для дисперсии – второго центрального момента:

DX(



(xk

)2S2,

т. е. выборочную дисперсию. Первая оценка, как мы уже знаем, несмещенная, состоятельная, с дисперсией 



DX, которая при n(( сколь угодно мала. А второй оценкой займёмся здесь. В частности, обнаружим, что она имеет смещение, т. е. имеет систематическую погрешность.
С этой целью вычислим MS2:

MS2M(



((xkMX)(

MX)(2(




M((xkMX)2(

M((

MX)

(xkMX)(

M((

MX)2(


(n(DX2M((

MX)2(M((

MX)2(DX

DX

DX

DX.

Итак, MS2

DX, что указывает на смещённость S2 как оценки для DX. Однако множитель 

 для больших n близок к единице, и смещение асимптотически исчезает. Практики часто этой систематической ошибкой пренебрегают. Нетрудно её полностью исключить, если переписать последнее равенство в таком виде:

M(

S2(DX,

т.е. несмещенная оценка для дисперсии (обозначим её s2) равна

s2

S2



(xk

)2.

Вся поправка состоит лишь в том, чтобы делить сумму квадратов на число наблюдений без единицы.

Вместе с тем, этот пример показывает, что ни метод максимального правдоподобия, ни метод моментов не гарантируют несмещённости их оценок.

Отметим полезное тождество:

nS2(n1)s2

(xk

)2.
Мы решили здесь как частный случай задачу IV: нашли точечную несмещённую оценку дисперсии случайной величины X, имеющей дисперсию:
DX(s2



(xk

)2.
V. ГРУППИРОВКА НАБЛЮДЕНИЙ

Если объём выборки очень велик, то обрабатывать весь массив собранных данных бывает иногда затруднительно. С целью облегчить вычислительную работу в таких случаях производят так называемую группировку наблюдений. Она бывает также необходима для некоторых статистических процедур.

Представим выборку (x1, x2, ( , xn) в виде вариационного ряда: y1(y2(
(((yn. Величина yny1 называется размахом выборки. Разобьём отрезок (y1, yn( на N равных частей длины (

.

Поскольку неизбежно округление данных, следует договориться о концах интервалов: разбиваем весь отрезок (y1, yn( на отрезки 

(k(xk(

, xk(

(,

где xk( – середина k-ого полузакрытого интервала. При таком разбиении последний интервал берём в виде

(N(xN(

, xN(

(.

Обозначим через mk число наблюдений, попавших в k-й интервал (k. Числа  x1(x2((xN( называют интервальным вариационным рядом, mk – приписанные этим точкам частоты.
В принципе, можно строить интервальный вариационный ряд, производя, если это нужно, разбиение и на неравные интервалы.

Вся дальнейшая работа (например, построение эмпирической функции распределения, оценки и т. д.) осуществляется уже с интервальным вариационным рядом. При этом нужно не забывать, что группировка вносит в статистические вычисления дополнительную ошибку – ошибку на группировку.
Число интервалов N выбирают так, чтобы частоты mk были достаточно велики, а само число N не слишком велико.
Разбиение на неравные интервалы производят в том случае, если на оси x есть области очень бедные попавшими туда наблюдениями.

VI. ОЦЕНКА ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТИ
Пусть X – непрерывная случайная величина с плотностью вероятности p(x( (рис. 4). Требуется найти эту плотность, хотя бы приближённо, в точке x. 

	


Пусть ( – произвольный достаточно малый интервал с центром в точке x.

Очевидно, если интервал ( достаточно мал, а x – точка непрерывности плотности p(x(, то
P(X(((

p(x(dx(p(x(((.
Здесь буквой ( мы обозначили и интервал как множество точек, и его длину.
Отсюда:

p(x((

(P(X(((,                    (()

причём ошибка этого приближения тем меньше, чем меньше (.
Стоящую в (() вероятность P(X((( мы умеем приближённо оценивать частотой события (X(((: P(X((((

, где m( – число наблюдений в выборке, попавших в интервал (. Ошибка этого приближения в среднем тем меньше, чем больше n и m(, а для того, чтобы m( было достаточно велико, нужно, чтобы интервал ( был не слишком мал (иначе вероятность попасть в него при наблюдениях будет мала).

Итак:

p(x((

,

и процедура оценки плотности выглядит следующим образом: производим группировку наблюдений и по интервальному вариационному ряду находим оценку плотности p(x( в точках xk(:

p(xk(((

.
Графически можно отложить ординаты длины 

 в абсциссах xk(. Далее появляются две возможности: можно либо соединить полученные точки ломаной линией – получим полигон частот (рис. 5), либо провести через них горизонтальные отрезки – получим гистограмму (рис. 6).

	

	


Полигон и гистограмма и дают приближение для плотности p(x(. Закон больших чисел Бернулли и общеизвестные теоремы математического анализа позволяют утверждать, что в точках непрерывности плотности p(x( отклонения от неё гистограммы и полигона будут как угодно малы со сколь угодно большой вероятностью при достаточно больших n и N и достаточно малом (. Нужно помнить, что, с одной стороны, ( нужно делать малым, чтобы уменьшить ошибку от замены интеграла площадью ступеньки, а с другой стороны, нельзя взять ( слишком малым, чтобы не увеличить вероятностную ошибку от замены вероятности на относительную частоту.

VII. ИНТЕРВАЛЬНОЕ ОЦЕНИВАЕИЕ
Пусть X(F(x, (), причём вид функции распределения F(x, () известен, а параметр ( неизвестен (считаем его одномерным). Требуется по выборке указать такой интервал (

, 

(, который с заданной вероятностью ( накрывает неизвестный параметр (:

P(

(((

((.

Сам интервал (

, 

( называется доверительным, а ( – доверительной вероятностью. Концы интервала – функции от выборки:





(x1, x2, ( , xn), 



(x1, x2, ( , xn)

и являются случайными величинами. Желательно иметь ( близким к единице, а интервал – поменьше. Однако увеличивая (, мы будем получать всё более широкие интервалы и тем самым всё менее информативные интервалы, всё менее интересные. Желательным свойством можно считать условие: 





0, тог​да при достаточно большом числе наблюдений можно как угодно точно локализовать параметр (.

В качестве ( обычно берут числа 0,99, 0,95, 0,9. Выбор доверительной вероятности зависит от практических последствий в случае, когда доверительный интервал не накроет (. При (0,9 следует ожидать, что в среднем мы будем промахиваться в десятой части всех применений данного доверительного интервала. Если это не страшно, то можно брать (0,9. Если же нас в этих случаях ждут большие материальные потери или это ведёт к опасностям для человеческой жизни, то такая доверительная вероятность недопустимо мала.

Легко строить доверительный интервал для (, если мы имеем для параметра точечную оценку 

(x1, x2, ( , xn) и хотя бы приближённо знаем закон её распределения. Именно в этом случае по закону распределения 

, задавая (, мы можем находить такое (, чтобы

P((

((((((.

Иногда ( называют надёжностью оценки, а ( – её точностью. Здесь мож​но переписать неравенство под знаком вероятности в следующем виде:

P(

((((

(((,

и искомый доверительный интервал имеет вид (

(, 

(( и длину 2(.

Разберём несколько задач на построение доверительных интервалов.

1(. Приближённый доверительный интервал для вероятности события.
Пусть имеется событие A и для его вероятности P(A)p мы хотим построить доверительный интервал, сделав n опытов. Допустим, что в этих опытах событие A наступило m раз.

По интегральной теореме Муавра-Лапласа:

P(a(

(b((





dy.

Возьмём a(, b(:

P((

(((((





dy((((, (0.

Стоящее под знаком вероятности неравенство заменим равносильным:

P(m22mnpn2p2((2npq((((((, (0,

или, заменяя q на 1p:

P(p2(n2(2n(p(2mn(2n(m2(0((((((, (0.

Кривая yp2(n2(2n(p(2mn(2n(m2 как функция p является параболой.
Пусть её корни p1, p2, причём p1p2, т. е. 

P(p1(p(p2((((((, (0
и теперь мы можем указать процедуру построения доверительного интервала для p:

a) Задаём доверительную вероятность (.

b) По ( находим ( из уравнения (((((; корень уравнения легко определяется с помощью таблицы функции Лапласа.

c) Решаем квадратное уравнение p2(n2(2n(p(2mn(2n(m20, находим его корни p1, p2, p1p2.

d) Искомый приближённый доверительный интервал имеет вид: (p1( p2(.

Точность этого интервала зависит от того, достаточно ли мала ошибка при использовании теоремы Муавра-Лапласа, можно ли практически считать, что
m(N(np, 

).

2(. Доверительный интервал для параметра a нормального закона при известном (.
Пусть X(N(a, ), причём ( известно.

Получаем выборку (x1, x2, ( , xn). Среднее выборочное: 

(N(a, 

). Его нормированное уклонение:





(N(0, 1).

Поэтому:

P

((((, (0.

Заменим неравенство под знаком вероятности равносильным, разрешив его относительно a:
P(



(a(



(((((
и можно сформулировать процедуру построения доверительного интервала для параметра a:

a) Задаём доверительную вероятность (.

b) По ( с помощью таблицы функции Лапласа находим ( из уравнения (((((.

c)  Искомый доверительный интервал имеет вид (



, 



(,
Отметим, что длина доверительного интервала сколь угодно мала при больших n: 



 EMBED Equation.2  
0.

3(. Доверительные интервалы для параметров нормального закона.
Пусть X(N(a, ) и оба параметра неизвестны. Воспользуемся следующей теоремой о выборочном среднем 

 и выборочной дисперсии S2 для выборки из нормального закона:

a) 

(N(a, 

);
b) 

nS2((

;
c) 

 S2 – независимые случайные величины;

d) 

(

a)(Tn1.

Пункт a) этой теоремы очевиден, пункт d) следует из трёх предыдущих.

Действительно,



(N(0, 1); 



 EMBED Equation.2  
((n1
и из независимости 

 и S следует, что отношение 

:



 рас​пределено по закону Стьюдента с (n1) степенями свободы.

Пункты b) и c) примем без доказательства. Ограничимся только следующими замечаниями.

В выражении








слагаемые – квадраты случайных величин 

, распределённых по нормальному закону; если бы они были независимыми, то, как мы знаем, сумма была бы распределена по закону (n2; однако они связаны линейной зависимостью:





0.

Оказывается, это влияет лишь на число степеней свободы у (2, понижая его на единицу. Можно вместо величин (x1, x2, ( , xn) ввести с помощью линейного преобразования такие новые величины, которые остаются независимыми и нормальными, причем 

 и S2 выражаются через различные новые переменные. Это и обеспечивает независимость. К тому же S2 выражается через квадраты ровно (n1) таких новых величин, что и приводит к (

. Осуществление этой программы мы здесь опустим.

Теперь построить доверительный интервал для a уже нетрудно:

P(

(

a((((2

pTn1(t)dt, (0,

или

P(

(S(a(

(S(2

pTn1(t)dt.

Строим доверительный интервал так:

a) Задаём (.

b) По ( из таблицы распределения Стьюдента находим значение ( из урав​нения 

pTn1(t)dt

.

c) Нужный интервал имеет вид: (

(S, 

(S(.

Теорема о выборочном среднем позволяет построить доверительные интервалы также для (2 и (. Действительно, так как 

nS2((

, то для любых x1, x2, таких, что 0(x1x2((:
P(x1(

nS2(x2(



(x)dx.
Перепишем неравенство под знаком вероятности, решив его относительно (2:

P(

((2(

(



(x)dx.

	


Обычно выбирают x1, и x2 так, чтобы заштрихованные на рисунке площади были равны. Если мы хотим построить интервал с доверительной вероятностью (, то величина каждой из этих площадей, очевидно, равна 

.

Процедура построения интервала:

a) Задаём (.

b) Находим x1, и x2 по таблицам (2-распределения из уравнений:





(x)dx

, 



(x)dx

.

c) Вычисляем 

, что и решает нашу задачу.

Очевидно, для параметра ( доверительный интервал выглядит следующим образом:



.

VII. ПРОВЕРКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ГИПОТЕЗ
Любое предположение о случайной величине X, законе её распределения, параметрах, числовых характеристиках и т. п. назовём статистической гипотезой. Решение принять или отвергнуть гипотезу H будем принимать по выборке. Всё выборочное пространство ( распадается, таким образом, на два множества (H и 

, ((H

. При попадании выборочной точки в (H гипотеза H отвергается, при попадании в 

 гипотеза H принимается. Множество (H называется критической областью для данной гипотезы H. Чтобы определить процедуру проверки гипотезы H, достаточно задать критическую область (H. При такой договорённости мы можем совершить ошибки двух родов: ошибка первого рода состоит в отвержении верной гипотезы, ошибка второго рода состоит в принятии неверной гипотезы. Конкретные примеры показывают, что часто эти ошибки имеют весьма различный характер и значительно отличаются по своим конкретным последствиям. Иногда одна из ошибок бывает заметно более опасной, чем другая, и гипотезу H обычно формулируют так, чтобы ошибка первого рода была более опасной, и мы будем стремиться контролировать прежде всего её. Чтобы переставить ошибки местами, достаточно проверять вместо H гипотезу 

.

Сужая критическую область, мы уменьшаем вероятность ошибки первого рода, но при этом, как правило, возрастает вероятность ошибки второго рода, и наоборот. Чтобы сделать вероятность ошибки первого рода равной нулю, достаточно взять (H(, но при этом мы будем принимать и все неверные гипотезы; если взять (H(, то вероятность ошибки второго рода будет равна нулю, но при этом мы обязательно будем отвергать и все верные гипотезы. Уменьшая одну ошибку, мы расплачиваемся увеличением другой.

Во всей описанной схеме (её авторами являются Ю. Нейман и Д. Пирсон) ничего пока не говорилось о том, как гарантировать принятие истинной и отвержение ложной гипотезы. Основываясь на случайной выборке, мы не можем с абсолютной надёжностью (например, почти наверное) давать такую гарантию (исключение составляют лишь вырожденные случаи), а следовательно, не берёмся доказывать истинность или ложность гипотезы. Мы лишь проверяем, кажутся ли экспериментальные данные согласующимися с гипотезой, или, видимо, ей противоречат. Удовольствуемся следующим: будет хорошо, если отвергать верную гипотезу (т.е. совершать ошибку первого рода) и принимать ложную гипотезу (т.е. совершать ошибку второго рода) мы будем достаточно редко, – с заданной, достаточно малой или контролируемой удовлетворительной вероятностью.
Обозначим ( и ( вероятности ошибок первого и второго рода:

(P(((x1, x2, ( , xn(((H(H(, (P(((x1, x2, ( , xn((

(

(.

Отсюда ясно, что мы можем контролировать (, если знаем, при условии справедливости гипотезы H, закон распределения случайной величины X, и можем контролировать (, если знаем этот закон при условии справедливости гипотезы 

. Гипотезу, при которой закон распределения случайной величины X однозначно определяется, называют нулевой гипотезой. И здесь возникает существенная трудность: если гипотеза H нулевая, то обычно 

 уже ненулевая и если H не верна, то мы, как правило, не знаем, что имеет место в действительности, а поэтому и не можем контролировать (. Выход может состоять в том, что мы вычисляем ( для наиболее интересных, или наиболее опасных, или наиболее вероятных альтернатив.

Чаще всего критическая область строится с помощью некоторой функции от выборки K(x1, x2, ( , xn), называемой критерием. Ниже в наших примерах критическая зона определяется по критерию из неравенства K(x1, x2, ( , xn)C, где C – пороговое значение критерия, и тогда вероятности ошибок выглядят так:

(P(K(x1, x2, ( , xn(C(H(, (P(K(x1, x2, ( , xn((C(

(.

Из этих формул видно, что мы можем контролировать ( и (, если будем знать закон распределения критерия K как случайной величины, хотя бы приближённо при условии справедливости гипотезы H и при условии справедливости гипотезы 

.

Для данной гипотезы H обычно удаётся подобрать такой критерий K, что закон распределения его при истинности гипотезы H известен, и ( можно контролировать. Однако, при истинности 

 мы, вообще говоря, не можем оценить (, но утешением оказывается то обстоятельство, что для хорошо подобранных критериев при n(( вероятность ((0, и хотя мы не можем её вычислить, всё-таки остается уверенность, что при достаточно большом объёме выборки ошибка второго рода будет как угодно мала. Известная опасность кроется в том, что мы, как правило, не можем сказать, достаточно ли большим является доступный нам объём выборки.

Максимально допустимую величину вероятности ошибки первого рода ( называют уровнем значимости критерия; задав (, находят порог C из условия:
P(KC(H((.

Обычные значения уровня значимости для практики: (0,01; 0,05; 0,1. (В дискретном случае, правда, в качестве значений ( могут быть не любые числа, и это надо учитывать, иначе только что написанное уравнение окажется неразре​шимым). Уравнение же решается по таблицам точного или приближённого закона распределения критерия K.

Например, построив критическую область для уровня значимости (0,05, мы должны считаться с тем, что в сотне применений критерия мы в среднем пять раз отвергнем гипотезу, которая на самом деле верна. Если фактические последствия этих ошибок нас не пугают, то можем пользоваться данной критической областью. Если же они представляются неприемлемыми, то можем уменьшить (, но при этом увеличится (, и мы должны взвесить: приемлемы ли для нас последствия ошибок второго рода. Если нет, то остаётся либо отказаться от изучаемого критерия, либо увеличить число наблюдений: для разумно выбранного критерия при этом ( и ( уменьшаются.

Критерий должен обладать свойством реагировать на правильность или ошибочность гипотезы: он должен иметь тенденцию быть малым, если гипотеза верна, и быть большим, если она ошибочна.

Ясно, что если критерий ведёт себя наоборот, т. е. принимает малые значения, если гипотеза ошибочна, и большая, если она верна, то это тоже нас устроит; нужно лишь составлять критическую область из малых значений критерия.

Рассмотрим три важнейших критерия математической статистики: Колмогорова, Пирсона, Стьюдента.
Критерий Колмогорова

Пусть X – непрерывная случайная величина. Проверяется гипотеза H: некоторая функция F(x( является ни чем иным, как функцией распределения случайной величины X.

А. Н. Колмогоров доказал следующую теорему:

 если F(x( – истинная функция распределения, то при (С0:

           

P(



|Fn(x(F(x(|C(2

(1)k1e2k2C2.

Стоящая справа сумма – одна из семейства тета-функций – табулирована и не представляет трудностей при работе.

Считаем, что n достаточно велико, чтобы было справедливо приближённое равенство: 

P(



|Fn(x(F(x(|C((2

(1)k1e2k2C2.

Теорема Колмогорова подсказывает нам выбор критерия для проверки гипотезы H:

K(x1, x2, ( , xn(



|Fn(x(F(x(|.

Если H верна, то эмпирическая функция Fn(x( близка к истинной функции распределения F(x(: Fn(x((F(x(, и критерий имеет тенденцию быть малым. Если H не верна, то истинная функция распределения в какой-то области оси Ox отличается от Fn(x( на конечную величину, а поскольку Fn(x( близка к истинной функции распределения, то в этой области отклонение |Fn(x(F(x(| конечно, а множитель 

 делает критерий большим. Кроме того, по теореме Колмогорова мы приближённо знаем закон распределения.

Сформулируем процедуру проверки гипотезы H:

a) Задаём (.

b) Из таблицы распределения Колмогорова находим значение C из уравнения 2

(1)k1e2k2C2(.

c) Вычисляем K: K



|Fn(x(F(x(|.

d) Сравниваем K и С: если KС, то гипотезу H отвергаем, если K(С, то H принимаем.

Ошибку второго рода контролировать эффективно не удаётся, так как распределения критерия при гипотезе 

 мы не знаем. Однако можно доказать, что если H не верна, то при достаточно большом n из закона больших чисел следует, что критерий K отвергнет ошибочную гипотезу со сколь угодно большой вероятностью.

Недостатком критерия Колмогорова представляется то, что гипотеза долж​на точно задавать закон распределения F(x(. На практике чаще всего известен тип закона, но неизвестны параметры. Применение критерия Колмогорова не допускает оценки параметров по той же выборке, по которой вычисляется сам критерий, – это было бы прямой подгонкой. Однако, не запрещается оценить параметры по другой выборке, после чего функция распределения F(x( становится известной, и процедура проверки может применяться.

Критерий (2 Пирсона

Пусть A1, A2, ( , Ak – полная группа попарно несовместных событий, p1, p2, ( , pk – их вероятности. Предположим, что в n независимых испытаниях эти события произошли, соответственно, m1, m2, ( , mk раз, 

min. Как доказал Пирсон, в этих условиях



P





(x)dx,

т.е. величина 

(2


в пределе имеет (2-распределение с (k1) степенями свободы.

Считаем n достаточно большим, чтобы можно было пользоваться приближённым равенством.

Теорема Пирсона лежит в основе проверки нескольких статистических гипотез.

Простейшая из них касается дискретной случайной величины X с возможными значениями x1, x2, ( , xk. Гипотеза H состоит в том, что вероятности этих значений p1, p2, ( , pk. Получаем выборку, которая состоит из m1, m2, ( ( , mk раз повторившихся возможных значений x1, x2, ( , xk. Применима теорема Пирсона, причём Ai(Xxi(, 1, 2, ( , k. Она подсказывает, что в качестве критерия следует взять величину

K(2

.

Приближённо закон её распределения даёт теорема Пирсона. Кроме того, mi как абсолютные частоты событий Ai, подчиняются биномиальному закону:

mi(B(n, pi), i1, 2, ( , k,
Mminpi,

и, если гипотеза H верна, то mi(npi, так что числители в сумме (2, следует ожи​дать, малы, а знаменатели при достаточно большом n велики и критерий (2 имеет тенденцию быть малым. Если же гипотеза H не верна, то (i, для которого
P(Xxi((pi и mi(npi(,
где pi( – истинное значение вероятности P(Xxi(. Числитель i-ого слагаемого близок к n2(pipi()2, а само слагаемое примерно равно 

, причём 
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(. При достаточно большом n мы попадём в критическую область, поскольку критерий имеет тенденцию быть большим для неверной гипотезы.

Итак, процедура проверки гипотезы H по критерию Пирсона выглядит следующие образом:

a) Задаём уровень значимости (.

b) По таблицам (2-распределения находим пороговое значение C из уравнения 



(x)dx.

c) Вычисляем (2

.

d) Сравниваем (2 и C: если (2C, то H отвергается; если (2(C, то H принимается.

Из изложенного ясно, что все приближения, допущенные в процессе проверки, будут с большой вероятностью удовлетворительными, если для (i будут достаточно большими величины npi. Поэтому, если (i, для которых pi слишком малы, следует проводить группировку наблюдений и соответственно менять гипотезу, присоединяя маловероятные значения xi к соседним или объединяя их вместе. Группировку наблюдений в соответствующую группировку возможных значений нужно, в частности, проводить в случае, если число возможных значений k бесконечно.

Ошибку второго рода вновь невозможно эффективно контролировать, так как, если H не верна, мы обычно не знаем, что же имеет место в действительности. Однако утешением является уверенность в том, что при достаточно большом n вероятность принять неверную гипотезу как угодно мала для сколь угодно близких альтернатив.

Критерий (2 Пирсона можно применять и для проверки той же гипотезы, что и критерий Колмогорова: F(x( – функция распределения непрерывной случайной величины X. С этой целью разобьем ось Ox на интервалы (i такие, чтобы вероятности piP(X((i( были достаточно велики (достаточно велики должны быть числа npi). Роль событий Ai играют Ai(X((i( и проверяется гипотеза H: piP(X((i(, (i.

Пожалуй, все критерии выглядят более убедительными, когда они отвер​гают гипотезу, чем когда они её принимают: первое заключение делается по событию, которое практически невероятно и всё-таки произошло, а второе – по событию, которое весьма вероятно и действительно произошло. Здесь же это различие особенно чувствуется, так как мы фактически деформировали гипотезу, заменили её её следствием, из которого сама она не следует: если следствие отвергается, то отвергается и сама гипотеза; если же следствие принимается, это еще не доказывает верности самой гипотезы.

Выбор числа интервалов и их размеры определяются тем, чтобы в интервалы попадало достаточно большое число наблюдений: работа критерия Пирсона основана на том, сколь хорошо выполняется для (i приближение mi(npi, если H справедлива, и сколь плохо выполняется оно хотя бы для некоторых i, если H не справедлива. А на это можно рассчитывать лишь при достаточно большом числе наблюдений, попавших в интервалы (i.

Как оказалось, критерием (2 Пирсона можно пользоваться и в том случае, когда гипотеза задаёт закон распределения с точностью до параметров, например, в дискретном случае
H: pipi((1, (2, ( , (r), i1, 2, ( , k,
и r неизвестных параметров оцениваются по той же выборке, которая используется для проверки самой гипотезы.

Единственное изменение в процедуре проверки состоит в том, что в распределении (2 нужно брать число степеней свободы не k1, а  kr1.

Критерий Стьюдента

Пусть случайная величина X распределена по нормальному закону, и проверяется гипотеза H, состоящая в том, что число a есть ни что иное, как математическое ожидание X:

H: aMX.

Как мы установили выше, выборочное среднее и выборочная дисперсия подчиняются следующему закону:



Tn1.

Дробь Стьюдента 

 распределена по закону, носящему его имя, с n1 степенями свободы. При условии справедливости H
P







.

Эта теорема подсказывает выбор критерия для проверки гипотезы H:

K(x1, x2, ( , xn(

.

Закон его распределения нам известен, и критерий ведет себя именно так, как нужно: если гипотеза H верна, следует ожидать малых значений K, если H не верна, не следует ожидать малых значений K.

Процедура проверки такова:

a) Задаём (.

b) По таблицам распределения Стьюдента находим порог С из уравнения



pTn1(t)dt

.

c) Вычисляем K

.

d) Сравниваем K и С: если KС, то H отвергается; если K(С, H принимается.

Можно видоизменить критерий Стьюдента для следующего случая: имеются две независимые нормальные случайные величины X и Y, и получены две выборки (x1, x2, ( , xn) и (y1, y2, ( , ym). Дисперсии равны, но неизвестны: (1
(2(. Проверяется гипотеза H: MXMY.

Очевидно, в условиях справедливости H:





(N(0; (

),
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(xi

)2((

,
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(yj

)2((

,


(

(xi

)2

(yj

)2(((

,

и мы можем составить дробь Стьюдента:



Tnm2.

Очевидно, в качестве критерия нужно взять

K
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с критической областью KС.

VIII. МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
Сначала изложим метод наименьших квадратов в невероятностной интерпретации, как метод решения задачи аппроксимации.
Начнём с простейшего – линейного – случая. На плоскости дано множество точек (xi, yi), i1, 2, ( , n, явно располагающихся вблизи некоторой прямой. Из-за того, что глазу из всех линий проще всего выделить прямую, и того, что линейный случай часто встречается на практике, этот случай и занял особое место. Требуется в каком-то смысле наилучшим образом провести прямую, вокруг которой группируются точки. Обычно выбирают прямую, руководствуясь принципом наименьших квадратов: ищут прямую y(1x(0, максимизирующую сумму квадратов

(

(yi(1xi(0)2.

Разность yi(1xi(0 интерпретируется как ошибка отклонения ординаты 
i-ой точки от искомой прямой. Выбор в качестве меры отклонения точек (xi, yi) от точек прямой – суммы квадратов ошибок условен: можно было бы взять, на​пример, сумму модулей или сумму четвёртых степеней, однако это вызвало бы дополнительные аналитические и вычислительные трудности без видимых преимуществ. Как и все принципы, принцип наименьших квадратов не требует доказательства; он опирается на здравый смысл, а его полезность и разумность подтверждается практическим его применением.

Найдем прямую, минимизирующую (, обычным способом:



2

(yi(1xi(0(0, 


2

(yi(1xi(0(xi0,

или

(1

xi(0n

yi,
(1

xi2(0

xi

yixi.

Решение очевидно:

(1

,
(0

.

Аналогично по множеству точек (xi, yi) можно искать аппроксимирующий полином y(0(1x(2x2((kxk степени k. При этом мы должны минимизировать сумму квадратов 

(

(yi(0(1xi(2xi2((kxik)2.

Соответствующая система уравнений для неизвестных коэффициентов (0, (1, ( , (k   называется системой нормальных уравнений и имеет вид:

(0n(1(xi((k(xik(yi,
(0(xi(1(xi2((k(xik1(xiyi,
...........................
(0(xik(1(xik1((k(xi2k(xikyi,

В каждой сумме индекс суммирования i меняется от 1 до n.

Решение полученной системы линейных неоднородных уравнений легко определяется по правилу Крамера.

Удобно записать систему нормальных уравнений в сокращённом матричном виде. Для этого определим три матрицы-столбца:

X

, Y

, (

,

и так называемую структурную матрицу размера (k1)(n:

A

.

Тогда легко проверить, что система нормальных уравнений записывается в форме:

AAT(AY,

где AT – матрица, транспонированная по отношению к матрице A.
Если матрица AAT имеет обратную, то решение системы нормальных урав​нений сразу выписывается
((AAT)1AY.

Формулы линейного случая входят сюда как частный случай при k1.

Заменой функций и переменных к рассмотренным случаям можно свести и многие неполиномиальные зависимости. Например, для y(1lnx(0, вместо то​чек (xi, yi) можно рассматривать точки (lnxi, yi): получаем линейную зависимость с помощью введения логарифмического масштаба по одной из осей.

Для функции y

 следует взять точки (exi, yi2), i1, 2, ( , n, и т. д.

Полиномиальная аппроксимация часто появляется в следующем варианте: если мы аппроксимируем точки функцией f(x), то для аналитических функций бывает возможно ограничиться частью степенного ряда, дающей достаточную точность.

Описанная задача часто применяется практиками, и в таком виде метод наименьших квадратов не имеет никакого отношения к теории вероятностей. Он возникает как задача аппроксимации, как сокращённый аналитический способ представления наблюдений.

Вероятностный аспект появляется, например, в такой ситуации: имеются две физические величины, связанные детерминированным законом

y(0(1x(2x2((kxk,

но значения коэффициентов неизвестны и строгое выполнение закона не вызывает сомнений. Значение переменной x при эксперименте пусть задаётся точно, а в измерение величины y вкрадываются ошибки, так что опытные точки (xi, yi),  i1, 2, ( , n,  могут даже не удовлетворять уравнению. Если бы ошибок при измерении величины y не было, то достаточно было бы (k1) наблюдений, что​бы найти все коэффициенты. Ошибки приводят к тому, что, если пытаться решать систему

yi(0(1xi(2xi2((kxik, i1, 2, ( , n,

то она обычно оказывается противоречивой, несовместной.

Выход указывает принцип наименьших квадратов. Состоит он в том, чтобы выбрать коэффициенты, минимизируя сумму квадратов ошибок

(

(i2, (iyi((0(1xi(2xi2((kxik).

Вероятностный подход даёт возможность увидеть, когда принцип наименьших квадратов, как он сформулирован, хорош и когда плох. В сумму ( те точки, которые лежат на искомой кривой, вносят нулевой вклад; наибольший же вклад вносят наиболее ошибочные наблюдения, именно они и начинают особенно заметно влиять на результат, хотя менее всего заслуживают такого влияния. В особенности плохо, когда на оси Ox есть участки наиболее точных измерений и участки очень грубых измерений. Участки грубых наблюдений получают право определять сумму, вносить в неё основной вклад. Ясно, что наиболее естественный случай применения принципа наименьших квадратов – случай, когда априори средний квадрат ошибок одинаков во всех наблюдениях. Если систематических погрешностей в измерениях нет, т. е. M(i0 для (i, то это означает, что дисперсии ошибок должны быть одинаковы, или как говорят, наблюдения должны быть равноточными.

Если же наблюдения не равноточные, но дисперсии известны: D(i(i2, то можно внести коррективы в принцип наименьших квадратов, введя в сумму ( весовые множители, уравнивающие априорный вклад в сумму всех наблюдений, минимизировать 

(



.

К сожалению, как правило, параметры (i2 бывают неизвестны, и практики обрабатывают наблюдения так, словно они равноточные.

Чаще всего, когда путем замены x и y приводят зависимость yf(x) к линейной или полиномиальной с целью применить метод наименьших квадратов, то нарушают именно равноточностъ измерений, если она до этого была, придавая повышенный вес одним участкам наблюдений перед другими, причём обычно этот факт практиками молчаливо игнорируется. По поводу этого, однако, можно сказать, как и по поводу любого принципа, что если последствия его применения, связанные с ним ошибки нас устраивают, не чрезмерны, то всё в порядке.

В таком изложении метод наименьших квадратов применим к ошибкам (i, как угодно распределённым. Если же ошибки распределены по нормальному закону: (i(N(0, i), то полученные по методу наименьших квадратов оценки параметров (0, (1, ( , (k совпадают с их оценками по методу максимального правдоподобия: ведь неизвестные коэффициенты (0, (1, ( , (k становятся параметрами распределения случайной величины y.
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Рис. 4
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Рис. 5. Полигон частот.





Рис. 6. Гистограмма.
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Рис. 7.
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*) Знак ((( означает, что левая и правая части являются эквивалентными величинами, т. е. предел их отношения равен 1. При конечном и достаточно большом n этот знак можно понимать как знак приближённого равенства.
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