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Нелинейные системы автоматического управления.

&1. Нелинейности в автоматических системах.


В большинстве случаев реальные системы автоматического управления вследствие наличия люфтов, трения, ограниченной мощности сервоприводов и других факторов являются нелинейными автоматическими системами.


Замкнутые автоматические системы называются нелинейными, если протекающие в них процессы математически описываются нелинейными дифференциальными уравнениями. Дифференциальные уравнения, описывающие динамику процессов в автоматических системах, могут быть нелинейными вследствие того, что в них некоторые переменные или их производные входят не в первой степени, или имеется произведение переменных и производных, или иная нелинейная комбинация. Кроме того, сами коэффициенты уравнений могут быть функциями координат или их производных и изменяться в процессе работы системы. При этом понимается, что нелинейные соотношения для реально возможных отклонений переменных в системе, при исследовании не могут быть линеаризованы методом обычной линеаризации. Другими словами, автоматическая система считается нелинейной, если она содержит хотя бы одну существенную нелинейность.


При рассмотрении нелинейных звеньев следует отличать понятие нелинейного звена от нелинейности. Нелинейным звеном называется такой реальный элемент системы, который описывается нелинейным уравнением.


Уравнение нелинейного звена может иметь произвольный вид, как, например, 

x2 = F(x1)



(1)

для идеального нелинейного звена со статической нелинейностью, где  x2  и x1 – его выходная и входная величины;



(Tp+1)*x2 = F(x1)


(2)

для апериодического первого порядка нелинейного звена, где F(x1) – нелинейная статическая характеристика любого вида, p = d/dt – символ дифференцирования переменных по времени;



x2 = F (x1) = e -p F(x1),

(3)

когда кроме нелинейных соотношений между входной и выходной координатами нелинейного звена имеет место постоянное временное запаздывание;



(Tp+1)*x2 = F(x1, px1)

(4)

для апериодического первого порядка нелинейного звена с нелинейным введением производной;



[T(x1)p+1]*x2 = kx1

(5)

или

[T(x2)p+1]*x2 = kx1,

(6)

когда постоянная времени звена нелинейным образом зависит от входной или выходной величины нелинейного звена;



px2 = F(x1),



(7)

когда скорость на выходе звена нелинейно зависит от входной величины и другие. При этом под знаками нелинейных функций могут находиться как входная, так и выходная переменные нелинейного звена.


Переход к нелинейным дифференциальным уравнениям определяется как учётом нелинейности реальных характеристик элементов системы, так и дополнительным введением в систему элементов с существенно нелинейными характеристиками.


Обычно в первом случае нелинейности учитывают для рассмотрения изменения качества процесса управления за счёт влияния нелинейностей, присущих реальной системе, и исправления нежелательного эффекта, возникающего под влиянием этих нелинейностей.


Во втором случае речь идёт о повышении качества процессов или о получении принципиально новых алгоритмов в управлении за счёт введения дополнительных нелинейных элементов. При этом удаётся повысить быстродействие и точность системы, уменьшить перерегулирование или компенсировать нежелательное действие имеющихся нелинейностей.


При изучении нелинейных систем неприменим принцип наложения (принцип суперпозиции). Это обстоятельство чрезвычайно осложняет количественный анализ нелинейных систем автоматического управления.


Сложность решения нелинейных дифференциальных уравнений вызывает необходимость создания ряда приближённых методов, позволяющих судить о характере процессов, наблюдаемых в системе. При этом нелинейные характеристики реальных элементов системы заменяют некоторыми идеализированными приближёнными характеристиками, которые обусловлены как характером нелинейного элемента, так и принятым методом анализа системы.


Таким образом, при анализе процессов в реальной системе пользуются двумя этапами приближения: первый этап – составление нелинейных дифференциальных уравнений, приближённо описывающих систему, а второй – приближённое решение этих уравнений.


Если для полученных на первом этапе приближения уравнений находится точное решение, то говорят о точном решении задачи. Если же имеют место два этапа приближения, то есть полученные нелинейные уравнения решают рядом упрощений, то говорят о приближённом методе решения задачи.


Для решения нелинейных уравнений, кроме аналитических и графических методов, широко применяют методы моделирования с помощью аналоговой вычислительной техники и численное решение задач с помощью компьютеров.

&2. Структурная схема нелинейной системы.

При расчёте нелинейных автоматических систем принято выделять нелинейное звено, а все линейные звенья объединять в единый блок, называемый линейной частью системы. Линейная часть сама по себе может иметь любую структуру, в том числе многоконтурную с различного вида корректирующими устройствами, и описываться дифференциальным уравнением любого порядка.

В уравнении нелинейного звена могут находиться линейные элементы, как, например, (Tp+1)*x2 в уравнении (2), px2 в уравнении (7) и т.п. Поэтому из нелинейного элемента можно выделить нелинейность, т.е. входящую в это уравнение нелинейную функцию, а оставшуюся линейную функцию отнести к линейной части. Так, например, в уравнении (2) нелинейность можно выделить в виде:

z=F(x)


(8)

и получить линейное уравнение



(Tp+1)*x2=z,

(9)

которое отнесем к линейной части.

Таким образом структурную схему нелинейной системы можно представить в виде замкнутого контура с последовательно включенными нелинейным элементом и линейной частью.
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Рис.1. Структурная схема нелинейной системы.

Приведение структурной схемы нелинейной системы с нелинейностью в прямой цепи к расчётному виду.
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Рис.1, а
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Рис.1, б

Wл(s) = W1(s) + W2(s) .
(10)

Если нелинейный элемент находится в цепи обратной связи системы (рис. 2,а), то такая структурная схема также может быть приведена к виду схемы на рис. 2,б.
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Рис. 2,а



Рис. 2,б

Преобразованная  передаточная  функция  линейной части  в  этом

случае будет равна:

W2(s)



      1 + W1(s)*W2(s)*W3(s)  .

&3. Основные типы нелинейных характеристик.
В нелинейных автоматических системах чаще всего нелинейности приходится учитывать в виде статических характеристик (статические нелинейности). Эти характеристики могут быть как однозначными, так и двузначными (петлевыми), симметричными и несимметричными относительно начала координат (таблица 1).

Таблица 1

Основные типы нелинейностей.



Примеры учёта нелинейностей в реальных системах.

Астатическая следящая система представлена на рис. 3. 


Рис. 3. Принципиальная схема нелинейной системы.

Для измерения угла рассогласования между задающим и отрабатывающим  валами следящей системы применяются сельсины, работающие в трансформаторном режиме. Трёхлучевые обмотки статоров сельсинов соединены между собой так, что появление пульсирующего магнитного поля в сельсине-датчике вызывает возникновение токов в обмотках статора сельсина–приёмника, создающих магнитное поле в сельсине-приёмнике, ориентированное так же, как и в сельсине-датчике.

Пульсирующие поле в сельсине-датчике создаётся обмоткой ротора, питаемой от источника синусоидального тока. Если ось ротора сельсина-приёмника повернута на угол 90о по отношению к оси сельсина-датчика, то в обмотке ротора сельсина-приёмника не будет наводиться э.д.с., так как магнитное поле направлено перпендикулярно оси обмотки ротора. Всякое отличие этого угля от 90о приведёт к появлению э.д.с. в обмотке ротора сельсина-приёмника. Наибольшая э.д.с. в этой обмотке имеет место, если угол между осями роторов сельсинов составляет 0 или 180о.

Принимая за начало отсчёта углов положения роторов обоих сельсинов две перпендикулярные оси I-I и II-II и обозначая углы поворота роторов соответственно  и , получим следующее выражение для напряжения на роторе сельсина-приёмника.

U=Um*Sin( – )*Sint .

(12)

Это напряжение подаётся на фазочувствительный усилитель-выпрямитель У, который преобразует модулирующие напряжение

U1=Um*Sin( –)


(13)

в напряжение постоянного тока двигателя Uд.


Питание усилителя от того же источника напряжения, что и обмотки ротора сельсина-датчика, обеспечивает учёт знака фазы напряжения U.


Если на вход усилителя дополнительно подать напряжение Uк коррекции от тахометрического генератора, то выходная величина Uд зависит от разности U1-Uк, которую следует рассматривать как сигнал U2, подаваемый на вход усилителя.

В соответствии с выражением (13) характеристика сельсинной передачи U1( – ) выражается нелинейной зависимостью (рис. 3,б).

Нелинейной зависимостью выражается и характеристика фазочувствительного усилителя Uд(U2), упрощённо показанная на рис. 3,в.

Учёт зазоров в системе механической передачи от вала двигателя к отрабатывающему валу следящей системы приводит к тому, что характеристика редуктора (д) не может быть представлена пропорциональным звеном, а имеет неоднозначный вид (рис. 3,г). При d/dt > 0 эта зависимость выражается прямой, смещённой относительно начала координат на некоторую величину а вправо, а при d2/dt < 0 – аналогичной прямой, смещенной относительно начала координат на величину а влево.

При всяком изменении направления вращения имеет место холостой ход, в течение времени, где угол д изменяется на величину 2а в ту или другую сторону. Это время называют временем отработки люфта.

Структурная схема следящей системы с учётом описанных нелинейностей показана на рис. 4.

Рис. 4. Структурная схема нелинейной системы.

&4. Процессы в нелинейных системах.
В общем случае, при наличии существенных нелинейностей, поведение нелинейной системы значительно отличается от поведения её линейной системы. Из-за нелинейности характеристик выходная переменная не будет пропорциональна входной переменной, поэтому форма реакции системы на скачкообразный сигнал будет зависеть от величины этого сигнала. Для некоторых нелинейных систем изменение величины входного сигнала может привести к превращению устойчивого переходного процесса в неустойчивый и наоборот.

Учёт нелинейностей и особенности протекания процессов в нелинейных системах требуют более сложных и трудоёмких методов исследования. В нелинейных системах нет подобия процессов при различных начальных состояниях и различных величинах внешних воздействий.

К ним не применимы принцип суперпозиции и преобразования Лапласа и Фурье в обычном виде. При этом, как отмечалось выше, характер процесса в нелинейной системе часто зависит от величины начального отклонения, вызванного возмущением.

В связи с этим, для нелинейных систем существуют понятия об устойчивости «в малом», «в большом» и «в целом».

Система устойчива «в малом», если она устойчива только при малых (бесконечно малых) начальных отклонениях. Система устойчива «в большом», если она устойчива при больших (конечных по величине) начальных отклонениях. Система устойчива «в целом», если она устойчива при любых больших (неограниченных по величине) начальных отклонениях. В отличие от линейных для нелинейных систем характерен режим незатухающих колебаний, возникающих в автоматических системах при отсутствии периодических внешних воздействий за счёт внутренних свойств системы. Устойчивые установившиеся периодические режимы, которые возникают в нелинейных системах, называются автоколебаниями. Если колебания в нелинейной системе устанавливаются в результате периодических внешних воздействий, то они называются вынужденными.

Особенностью динамики нелинейных систем является то, что в переходном колебательном процессе изменяется не только амплитуда, но и частота колебаний. В линейных системах частота затухающих колебаний не меняется. Нелинейные системы могут иметь несколько состояний устойчивого и неустойчивого равновесия, причём области устойчивости их определяются как значениями параметров системы, так и соотношениями начальных условий. Следовательно, в общем случае на плоскости параметров системы может быть не два вида областей (устойчивости и неустойчивости), как в линейных системах, а больше: 

1. область устойчивости равновесного состояния с постоянным значением регулируемой величины;

2. область устойчивости автоколебаний;

3. область неустойчивости системы;

4. области, соответствующие другим, более сложным случаям. 
Если процессы в системе имеют вид, указанный на рис. 5,а, то равновесное состояние (x=0) неустойчиво. В данном случае, когда оба указанных колебания в переходных процессах стремятся к одной и той же амплитуде и к одной и той же частоте, то система будет обладать устойчивыми автоколебаниями с амплитудой a.
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Рис. 5. Процессы в нелинейных системах.

На рис. 5,б показан случай, когда равновесное состояние (x=0) системы устойчиво «в малом», то есть при начальных условиях, не выводящих отклонения в переходном процессе за определённую величину a, и неустойчиво «в большом», то есть при начальных условиях, выводящих отклонения в переходном процессе за пределы величины a. Здесь граничным процессом является неустойчивый периодический процесс собственного движения системы с амплитудой a.

На рис. 5,в показан случай 3-х возможных установившихся состояний: 1)равновесное состояние (x=0); 2)колебания с постоянной амплитудой a1; 3)колебания с постоянной амплитудой a2.

При этом колебания с амплитудой a1 неустойчивы. В результате система будет устойчива “в малом” по отношению к равновесному состоянию x=0, а «в большом» система будет обладать устойчивыми автоколебаниями с амплитудой a2.

Основные методы исследования нелинейных сиcтем.

& 5. Гармоническая линеаризация.

Общая характеристика метода гармонической линеаризации.

Наиболее широкое распространение для исследования систем автоматического управления высокого порядка (n>2) получил приближенный метод гармонической линеаризации с применением частотных представлений, развитых в теории линейных систем.

Метод гармонической линерализации, основанный на работах Н.М.Крылова и Н.Н.Боголюбова, был предложен Л.С.Гольдфарбом в 1940 г. и применен им для анализа САУ.

Основная идея метода сводится к следующему. Пусть замкнутая автономная (без внешних воздействий) нелинейная система состоит из последовательно включенных нелинейного безинерционного звена НЗ и устойчивой или нейтральной линейной части, рис. 6,а.

а)






б)

Рис. 6. Структурная схема

 Схема получения автоколебаний

  нелинейной системы.

  в нелинейной системе.

Для суждения о возможности существования моногармонических незатухающих колебаний в этой системе предполагается, что на входе нелинейного звена действует гармонический синусоидальный сигнал  x(t)=Xm*Sin(t)  (рис. 6,б). При этом сигнал на выходе Н.З. z(t)=z[x(t)] содержит спектр гармонических составляющих с амплитудами Zm1 , Zm2, Zm3 и т.д.и частотами , 2, 3 и т.д.


Предполагается, что этот сигнал Z(t), проходя через линейную часть системы Wл(j) фильтруется ею в такой степени, что в сигнале на выходе линейной части y(t) можно пренебречь всеми высшими гармониками Ym2, Ym3 и т.д. и считать, что

y(t) ( Ym1*Sin(t+).


(14)

Последнее предположение носит название гипотезы фильтра и выполнение этой гипотезы является необходимым условием гармонической линеаризации.

Условие эквивалентности схем, изображенных на рис. 6 (а и б) можно сформулировать в виде равенства:

x(t) + y(t) = 0.



(15)

При выполнении гипотезы фильтра y(t)  Ym1*Sin(t+) уравнение (15) распадается на два уравнения:

A = Ym1,




(16)

 = .





(17)

Уравнения (16) и (17) носят название уравнений гармонического баланса; первое из них выражает баланс амплитуд, второе - баланс фаз гармонических колебаний. Таким образом, для того чтобы в рассматриваемой системе существовали незатухающие гармонические колебания, при соблюдении гипотезы фильтра должны выполняться условия (16) и (17).

Для суждения о выполнении гипотезы фильтра рассмотрим частотные спектры сигналов x(t), z(t) и y(t) в разомкнутой схеме (рис.6,б). При моногармоническом сигнале x(t) спектры сигналов z(t) и y(t) кроме основной гармоники Zm1 и Ym1 содержат высшие гармоники Zmк и Ymк. В зависимости от вида нелинейности Z(x) амплитуды высших гармоник в сигнале z(t) будут большими или меньшими.

Сигнал y(t) на выходе линейной части системы имеет иное относительное содержание высших гармоник. Если предположить, что линейная часть системы обладает свойством низкочастотного фильтра, то удельный вес высших гармоник в сигнале y(t)  меньше, чем в сигнале z(t). Справедливости гипотезы фильтра соответствует такая характеристика линейной части системы Wл(j), чтобы, проходя через неё, все гармоники, кроме первой, затухали до пренебрежимо малых значений.

Количественно это условие можно выразить следующим образом:

Zmк     Wл (jк)

Zm1       Wл(j)

где к – номер рассматриваемой гармоники.

Так как обычно 

<1 при к>2, то для приближенных расчетов условие (18) может быть смягчено и сформулировано так: наклон логарифмической частотной характеристики линейной части должен быть по крайней мере –20..-40 Дб/дек.

При наклоне характеристик –20 Дб/дек:

Wл (j2)
 1

Wл (j3)
  1

  Wл(j)
 2

Wл(j)
  3

а при наклоне –40 Дб/дек:

Wл (j2)
 1

Wл (j3)
  1

  Wл(j)
 4

  Wл(j)
  9

В общем случае условие (18) должно выполняться для любого целого значения к>2.

С помощью метода гармонической линеаризации решаются две основные группы задач:

а) исследование автоколебаний в нелинейных замкнутых системах;

б) исследование условий отсутствия моногармонических автоколебаний в нелинейных замкнутых системах.

& 6. Комплексный коэффициент усиления (передачи) нелинейного звена.

Автоколебания в нелинейной системе всегда имеют несинусоидальную форму. Но если линейная часть состоит из инерционных звеньев (обладает свойством фильтра), то колебания на входе нелинейного звена по форме будут близкими к гармоническим, т.е. приближенно можно положить, что

x(t) = A*Sint .



(19)

Рассматривается нелинейность вида: 

z = F(x) .




(20)

Статическая характеристика безынерционного нелинейного звена представлена на рис 7,а.


Рис. 7. Статическая характеристика


Сигнал на выходе 


  нелинейного звена.



нелинейного звена.

Если на входе нелинейного звена действует гармонический сигнал x(t)=A*Sint, то периодическую функцию z(t) на выходе нелинейного звена можно разложить в ряд Фурье:


z(t) = z0 + bк*Sin кt + aк*Cos кt,
(21)

где коэффициенты bк и aк определяются по формулам:


bк = 1/*F*(A*Sint)*Sinкt dt,

(22)

aк = 1/*F*(A*Sint)*Cosкt dt

(23)


Будем пока рассматривать нелинейные характеристики, для которых постоянная составляющая в рассматриваемом режиме равна нулю, то есть z0 = 0. Практически это условие выполняется достаточно часто, например, при нечетных характеристиках z(x).


Периодический сигнал z(t) при гармонической линеаризации приближенно представляется своей первой гармоникой.


z(t)  b1*Sin t + a1*Cos t,


(24)

где
b1 = 1/*F*(A*Sint)*Sint dt,

a1 = 1/*F*(A*Sint)*Cost dt .
Выразив из (19)  Sin t = x(t)/A  и, после дифференцирования (19), Cos t = px/A и подставив в (24), получим линейное отношение, связывающее входную и выходную величины нелинейного звена:

z(t)  (b1/A)*x + (a1/A)*px/  =  q(A) + (q1(A)p/ )*x(t)
(26)

где
q(A) = b1/A = 1/(A)*F*(A*Sint)*Sint dt,

(27)

q1(A) = a1/A1/(*F*(A*Sint)*Cost dt

(28)

называются коэффициентами гармонической линеаризации.

Уравнение нелинейного элемента отличается от уравнения линейного элемента тем, что коэффициенты q(А) и q1(A) изменяются при изменении амплитуды колебаний на входе.

Коэффициент q(A) имеет смысл переменной крутизны некоторой линеаризирующей прямой.

Коэффициент q1(A) стоит при производной от входной величины нелинейного звена. Причём для двузначных гистерезисных (запаздывающих) характеристик q1(A) всегда получается отрицательным. Это говорит о неблагоприятном влиянии координатного запаздывания на процесс регулирования. Для опережающих петлевых характеристик q1(A) получается положительным, что эквивалентно введению в процесс регулирования положительной производной. Поэтому нелинейные статические двузначные опережающие характеристики благоприятно влияют на процесс регулирования.

Если в уравнении (26) заменить p=j, то получим:

z(t) (q(A) + jq1(A))*x(t),




(29)
Wн (A) = q(A) + jq1(A).





(30)

Wн(A)- комплексный коэффициент усиления (или передачи) нелинейного звена, зависящий от амплитуды входного сигнала.

Модуль комплексного коэффициента усиления:

IWн(A)I = q2(A) + q12(A) .




(31)

Фаза комплексного коэффициента усиления:

н = arctg q1(A)/q(A),





(32)

Wн(A) = Aн1/A * ej(t+н)/ejt = Aн1/A * ejн.

(33)

Комплексным коэффициентом усиления нелинейного звена называется отношение основных гармоник выходного и входного сигналов, выраженных в комплексной форме.
& 7. Комплексный коэффициент усиления нелинейного звена для  различных типов нелинейностей.

· Идеальное реле

q(A) = 1/(* C*Sint dt = 4*C/(* Sint dt = 

=4*C/(A)*(-Coswt ) =4*C/(A) * (0+1) = 4*C/(A).
Wн(A) = q(A) = 4C

A


C = A.

Рис. 8. Статическая характеристика

Сигнал на входе и выходе 



  идеального реле.


 идеального реле.

· Реле с зоной нечувствительности при коэффициенте возврата, равном 1.

Рис. 9. Статическая характеристика

Сигнал на входе и выходе 


  реле с зоной нечувствительности
 реле
q1(A)=0 ;

q(A) = 1/(* C*Sint dt = 4*C/(*Sint dt =

4C/(*(-Cost) = 4*C/(A)*Cos.

Sin/Sin90o = b/A
     Sin  = b/A,
Cos = 1-b2/A2 .


 4C    b   




 b    A

4C/b – коэффициент усиления реле (при A = 2 b
q(A/b) = 0,5).


Рис. 10. Зависимость q от A/b.

· Звено с насыщением.

q1(A) = 0,

q(A/b) = 2/* Kн*(arcSinb/A + b/A*1-b2/A2), где Kн = c/b = tg.

Рис. 11.Статическая характеристика
Зависимость q от A/b 


   звена с насыщением.


звена с насыщением.

· Звено с зоной нечувствительности

q(A/b) = Kн*(1 – 2/* (arcSinb/A + b/A*1-b2/A2)).

Рис. 12. Статическая характеристика звена с нечувствительностью.

· Релейное звено, не имеющее нейтрального положения

Рис. 13. Статическая характеристика
Сигнал на входе и выходе 


    релейного звена


релейного звена.
Wн (A/b) = q(A/b) + jq1(A/b),

Wн(A) = 4C/A,

q(A) = 4C/A*Cosн,

q1(A) = 4C/A*Sinн

н<0.

Q(A) = 4C/A*1-b2/A2)

q(A/b) = 4C/b*b/A*1-b2/A2),

q1(A) = 4C/A*(-b/A)

q1(A/b) = -4C/b*b2/A2,

Wн(A/b) = 4C/b*(b/A*1-b2/A2 – j* b2/A2).

Найдем обратную функцию:

1

b

     1


 b   b/A*1-b2/A2 + j* b2/A2
Wн(A/b)
4C     b/A*1-b2/A2 – j* b2/A2
 4C  b2/A2*(1- b2/A2) + b4/A4
b
     A2     b

 b2         b2  
  b
A
    b2

b
 A2
4C      b2     A
 A2        A2     4C    b
    A2

4C
 b2

Рис. 14. Зависимость q1 
от A/b 
Рис. 15.   Зависимость q от A/b

Рис. 16.  Амплитудно-фазовая и обратно амплитудно-фазовая характеристики релейного звена
& 8. Приближенное исследование нелинейных систем методом гармонической линеаризации


Основываясь на гармонической линеаризации, составим гармонически линеаризованное уравнение всей замкнутой нелинейной системы в целом.





    X


     z

Рис. 17. Структурная схема нелинейной системы.

Wл(j) = R(j)/Q(j),

Wл(s) = R(s)/Q(s) = X(s)/Z(s).


Пусть известно дифференциальное уравнение линейной части системы:

Q(s)*X(s) = -R(s)*Z(s) ,

(34)

причем линейная часть может иметь структуру любой сложности.


Уравнение нелинейного звена:

Z(t) = (q(A) + q1(A)*s)*X(t)

(35)



Для нелинейной характеристики   Z = F(x) без гистерезисной петли будет: Z(t) = q(A)*X(t).

На основании уравнений (34) и (35) можно записать гармонически линеаризованное характеристическое уравнение замкнутой нелинейной системы:

Q(s) + R(s)*(q(A) + q1(A)*s) = 0

(36)



В том случае, когда в замкнутой нелинейной системе возникают собственные незатухающие колебания с постоянной амплитудой A = An и постоянной частотой  = n (автоколебания), коэффициенты уравнения (35), а значит и коэффициенты характеристического уравнения (36) становятся постоянными. Из линейной теории известно, что появление указанных колебаний в системе при постоянных коэфициентах соответствует наличию пары чисто мнимых корней в характеристическом уравнении системы. Следовательно, можно обнаружить в замкнутой нелинейной системе появление незатухающих собственных колебаний вида:

X = An*Sin (nt)  (An = const, n = const),

подставив в характеристическое уравнение (36) s = jn . Если эта подстановка соответствует каким-нибудь вещественным положительным значениям A = An и   = n при заданных параметрах системы, то такие колебания возможны. 

Но подстановка s = jn в характеристическое уравнение с постоянными коэффициентами эквивалентна отысканию границы устойчивости линейной системы. Следовательно, появление незатухающих собственных колебаний в нелинейной системе можно обнаружить применением к характеристическому уравнению (36) любого из методов определения границы устойчивости линейной системы.

Основной способ определения периодических решений.

В гармонически линеаризованное характеристическое уравнение подставим s = jn.

Q(jn) + R(jn)*(q(A) + j*q1(A)) = 0 ,
(37)

для однозначной нелинейной характеристики будет:

Q(jn) + R(jn)*q(A) = 0.

Выделим в выражении (37) вещественную и мнимую части:

X(, A) + jY(, A) = 0

и введем для частоты и амплитуды искомого периодического решения обозначения: A = An и   = n . Получаем два уравнения:

X (n, An) = 0,

Y (n, An) = 0,

из которых и определяются неизвестные частота n и  амплитуда An .

Если уравнение (38) не имеет вещественных положительных решений для Аn и n , то периодические решения (а значит, и автоколебания) в данной нелинейной системе невозможны.

С помощью уравнений (38) можно не только определять частоту n и  амплитуду An автоколебаний при заданных параметрах системы, но и построить графики зависимостей Аn и n от какого-либо параметра системы, например, коэффициента усиления k. Для этого нужно записать эти уравнения в виде:

X (n, An, k) = 0,

Y (n, An, k) = 0.

Отсюда можно найти зависимости An = f(k), n = f(k).


      Рис. 18. Зависимость амплитуды колебаний An в функции k.

На основании этих графиков можно выбрать параметр k так, чтобы амплитуда автоколебаний была достаточно малой, чтобы частота их не была опасна для данной системы, или же, чтобы колебаний не было вовсе (k<kгр).

С помощью уравнений (38) можно строить линии равных значений амплитуды и  частоты автоколебаний на плоскости двух каких-либо параметров системы, например, k и T.

Для этого уравнения (38) записываются в виде:

X (n, An, k, T) = 0,

Y (n, An, k, T) = 0.

Зададимся различными числовыми значениями амплитуды Аn и получим  для  каждого  из них по уравнениям (40) зависимости k = f(n) и T = f(n).

После этого меняя n, можно построить по точкам соответствующие кривые An = const в координатах (k, T). На этих кривых получаются отметки частот n, которые можно соединить.


Рис. 19. Линии равных значений амплитуды и частоты автоколебаний.

Построение кривых периодических режимов в плоскости параметров системы, содержащей одно существенно нелинейное звено.

Если САУ содержит существенно нелинейное звено, то может возникнуть необходимость исследовать условия, при которых в системе возникают автоколебания и найти зависимости амплитуды и частоты колебаний от основных параметров системы. Подобные исследования удобно проводить путем построения кривых периодических режимов в плоскости основных параметров системы.

Кривые периодических режимов можно представить в виде зависимости амплитуды или частоты периодического режима от одного параметра системы.

Для этого нужно записать уравнения в виде (см. основной способ определения амплитуды и частоты автоколебаний).

X (n, An, k) = 0,

Y (n, An, k) = 0.

Отсюда можно найти зависимости An = f(k),  n = f(k).

Рассмотрим пример.

Построить зависимость амплитуды периодического режима от коэффициента передачи k = kл*kн, если нелинейное звено имеет статическую характеристику, приведенную на рисунке.

kл

s*(0,5s + 1)2


Решение.




       4C    b   





       b    A

k = 4C*kл/b



        b   





        A

Составляем гармонически линеаризованное характеристическое уравнение нелинейной замкнутой системы:

s*(0,5s + 1)2 + kл*kн*qпр(A/b) = 0
0,25s3 + s2 + s + k* qпр(A/b) = 0.

-2 + k* qпр(A/b) = 0,

-0,253 +  = 0.

0,252 = 1,

2= 4.

k* qпр(A/b) = 2 = 4.

Применяем критерий устойчивости Гурвица к характеристическому уравнению:
Колебательная граница устойчивости: 2 = 0. т.е. 

1*1 – 0,25*k*qпр(A/b) = 0
k*qпр(A/b) = 1/0,25 = 4 ;

k*qпр(A/b) = kкр = 4 .

k = kкр/qпр(A/b) = 4/qпр(A/b)

Составим таблицу:
Таблица 3.

A/b
qпр(A/b)
k

1
0
(

1,2
0,457
8,75

1,4
0,5
8

1,6
0,488
8,17

1,8
0,46
8,7

2
0,432
9,26

2,5
0,366
10,9

3
0,314
12,7

3,5
0,274
14,6

 4
0,242
16,5

По таблице 3 построим график зависимости A/b = f(k).

Частотный метод определения автоколебаний.

Метод Л.С. Гольдфарба.

Амплитудно-фазовая характеристика линейной части системы имеет вид:

Wл(j) = R(j)/Q(j).

Амплитудно-фазовая характеристика нелинейного элемента:

Wн(j) = q(A) + jq1(A)

Общая приближенная амплитудно-фазовая характеристика разомкнутой цепи с нелинейным звеном будет:

W(A, s) = Wн(A)*Wл(s)

W(A, j) = Wн(A)*Wл(j) = (q(A) + jq1(A))*Wл(j).

Отыскание колебаний замкнутой системы.

Незатухающие синусоидальные колебания  с постоянной амплитудой и частотой в замкнутой системе определяются согласно частотному критерию устойчивости прохождением АФХ разомкнутой системы через точку (-1, j0), то есть равенством W(s, A) = -1.

Это и будет в данном случае условием существования периодического решения для замкнутой нелинейной системы, которое принимается приближенно синусоидальным.

Итак, имеем условие:

W(A, j) = Wн (A) * Wл(j) = -1,

       Wл(j) = -1/Wн(A),

(41)

Wн(A) = -1/ Wл(j).

Решение уравнения (41) можно получить графически, как точку пересечения амплитудно-фазовой характеристики линейной части системы с обратной амплитудно-фазовой характеристикой нелинейного звена, взятой с противоположным знаком.





Рис. 20. АФХ линейной части системы и

обратная характеристика нелинейного звена.

Устойчивость найденного периодического решения грубо оценивается следующим образом.

Дадим малое приращение амплитуде: An+a.

Тогда при положительном a получаем на кривой -1/Wн(A) точку a1, а при отрицательном a – точку а2. Для устойчивости периодического решения требуется, чтобы при положительном a колебания затухали, а при отрицательном a расходились. Тогда согласно частотному критерию в случае устойчивой или нейтральной разомкнутой цепи требуется, чтобы АФХ W(A, j) в первом случае не охватывала точку (-1, j0), а во втором случае- охватывала. Но общая характеристика W(A, j) не строится.

Формулировка Гольдфарба устойчивости периодического решения:

Для устойчивости периодического решения, если линейная часть устойчива или нейтральна, требуется чтобы АФХ линейной части системы Wл(j) не охватывала точку, соответствующую положительному приращению амплитуды (a1), и охватывала точку, соответствующую отрицательному приращению амплитуды (a2). По этому признаку графики рис. 20 дают устойчивое периодическое решение.

Рассмотрим пример.

Задача: Методом гармонической линеаризации определить амплитуду Аn и частоту n автоколебаний в нелинейной системе.

Рис. 21. Структурная схема нелинейной системы.
k1*k2*kн = 30 с-1;  Т1 = 0,6 с;  Т2 = 0,1 с.

Решение:
Передаточная функция линейной части системы:

k1*k2



      s*(T1s + 1)* (T2s + 1)

Комплексный коэффициент усиления нелинейного звена:

Wн(A/b) = kн*qпр(A/b) = q(A/b)




       4C    b   





       b    A

1. Основной способ определения амплитуды и частоты автоколебаний:

Составляем гармонически линеаризованное характеристическое уравнение нелинейной замкнутой системы:

s*(T1s + 1)* (T2s + 1) + k1*k2*kн*q(A/b) = 0;

s*(0,6s + 1)* (0,1s + 1) + 30*q(A/b) = 0;

0,06s3 + 0,7s2 + s + 30q(A\b) = 0.

s = j*n
-0,06j*n3 - 0,7n2 + j*n + 30*q(An\b) = 0.

-0,7n2 + 30*q(An\b) = 0;

-0,06j*n3 + n = 0.

n2 = 1/0,06 = 16,666

n = 4,08 рад/с.

-0,7*16,667 + 30 q(A/b) = 0;

q(A/b) = 0,3888 ( 0,39.

b

A

Рис. 22. Зависимость q(a/b) = f(A/b)

Из таблиц находим Аn1 ( 1,16*b  и  An2 ( 2,36*b. Так как амплитуда и частота периодического решения действительные и положительные числа, то в нелинейной системе возможны автоколебания.

2. Частотный метод определения автоколебаний. Метод Гольдфарба.

Передаточная функция нелинейной разомкнутой системы:

Wн(s, A/b) = kc*Wл(s)*q(A/b),


kc = kл*kн .

Условие существования автоколебаний:

Wн(j, A/b) = kc*Wл(j)*q(A/b) = -1.

1

   1

Wн(A/b)
q(A/b)

Т.к. в системе возможны автоколебания, то есть точки пересечения этих кривых.


Рис. 23.

Устойчивость периодического решения грубо оценивается по приращению амплитуды.

Определяем устойчивость системы согласно формулировке Гольдфарба устойчивости периодического решения.

Рассмотрим An1:

Точка 1 (Т1) соответствует отрицательному приращению амплитуды An1-a, АФХ не охватывает точку 1.

Т2 соответствует положительному приращению амплитуды An1+a, АФХ  охватывает точку 2.

Следовательно, периодическое решение с амплитудой An1 неустойчиво.

Рассмотрим An2:

Т3 соответствует отрицательному приращению амплитуды An2-a, АФХ охватывает точку 3.

Т4 соответствует положительному приращению амплитуды An2+a, АФХ  не охватывает точку 4.

Следовательно, периодическое решение с амплитудой An2 устойчиво.

Вывод: система устойчива в малом и автоколебательна в большом с An = 2,36*b,

n = 4,08 рад/с
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