Лабораторная работа № 1



ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ СПЛАЙНА





1 Цель работы



Целью работы является ознакомление студентов с задачей интерполяции функций, с методом прогонки для решения систем линейных алгебраических уравнений с ленточной матрицей, с понятием сплайна, получение навыков решения задач вычислительной математики на ЭВМ.





2 Понятие о приближении функций



Пусть задана функция f(x), x([a,b], известная своими значениями в конечном числе точек отрезка [a,b], то есть на множестве (={xi([a,b] : i=0,...,n} известна таблица n+1 значений: f(x0), f(x1),...,f(xn). Для тех или иных целей бывает необходимо найти удобное и точное в каком-то смысле аналитическое представление этой функции на всем отрезке [a,b]. Один из таких способов, называемый интерполированием, заключается в построении интерполяционного многочлена Pn(x) степени не выше n, значения которого совпадают в узлах x0,x1,...,xn с заданными значениями функций f(x), т. е. Pn(xk)=f(xk), k =0,...,n. 

Когда говорят о возможности аппроксимации функции интерполя�ционным многочленом, полагают, что уклонение аппроксимирующего мно�гочлена от f(x) в точках, отличных от xk, стремится к нулю с возрастанием числа интерполяционных узлов (предполагается, что информация о функции f(x) не исчерпывается заданием ее узловых значений). Но увеличение числа узлов осложняет вычисления, так как связано с получением громоздких выражений для интерполяционных многочленов. Более того, при неудачном выборе большого числа узлов интерполирования погрешность интерполяции может быть катастрофически большой.

Кроме того, если функция, подлежащая аппроксимации, имеет особенности в некоторых точках на интервале аппроксимации, то она плохо аппроксимируется на всем интервале. Этой общей зависимости от локальных особенностей можно избежать, если использовать кусочно-многочленные аппроксимации функции.



3 Определение сплайна



Пусть отрезок [a,b] разбит на n равных частей [xi, xi+1], где xi=a+ih, i=0,...,n, xn=b, h=(b-a)/n.

Сплайном называется функция, которая вместе с несколькими производными непрерывна на всем заданном отрезке [a,b], а на каждом частичном отрезке [xi, xi+1] в отдельности является некоторым алгебраи�чес�ким многочленом.

Максимальная по всем частичным отрезкам степень многочленов называется степенью сплайна, а разность между степенью сплайна и порядком наивысшей непрерывной на [a,b] производной - дефектом сплайна.

Определение. Функция Sn,((x) называется сплайном степени n дефекта ( ((-целое число, 0(((n+1) с узлами на сетке ( ((: a=x0< <xi<...<xn=b), если:

а) на каждом отрезке [xi,x i+1] функция Sn,( (x) является многочленом степени n, то есть

�EMBED Equation.3��� для x([xi, xi+1] , i=0,...,n-1;

б) S n,((x)(Cn-v[a,b]

(для целого k>0 через Ck =Ck[a,b] обозначается множество k раз непрерывно дифференцируемых на [a,b] функций).



4 Интерполяция сплайном 



На практике широкое распространение получили сплайны третьей степени, имеющие на [a,b] непрерывную, по крайней мере, первую производную. Эти сплайны называются кубическими и обозначаются S3(x) (без указания дефекта).

Пусть на отрезке [a,b] в узлах сетки ( заданы значения некоторой функции

fi =f(xi), i=0,...,n.

Интерполяционным кубическим сплайном S3(x) называется сплайн

S3(x)=аi0 +аi1(x - xi)+аi2(x - xi)2 +аi3(x - xi)3, x([xi, xi+1], 	(1.1)

удовлетворяющий условиям

S3(xi)=f(xi), i=0,...,n.	(1.2)

Сплайн (1.1) на каждом из отрезков [xi, xi+1], i=0,...,n-1 определяется четырьмя коэффициентами, и поэтому для его построения на всем промежутке [a,b] необходимо определить 4n коэффициентов. Для их однозначного определения необходимо задать 4n уравнений. 

Условие (1.2) дает 2n уравнений, при этом функция S3(xi), удовле�творяющая этим условиям, будет непрерывна во всех внутренних узлах. 

Условие непрерывности производных сплайна �EMBED Equation.3���, r=1,2 во всех внутренних узлах xi, i=1,...,n-1 сетки ( дает 2(n-1) равенств.

Вместе получается 4N-2 уравнений.

Два дополнительных условия обычно задаются в виде ограничений на значение производных сплайна на концах промежутка [a,b] и называются краевыми условиями.



5 Выбор краевых условий



Наиболее употребительны следующие типы краевых условий:

а)    S'3(а)=f'(а), S'(b)=f'(b) ;

б)    S"3(а)=f"(а), S"(b)=f"(b) ; 

в)    �EMBED Equation.3��� ;

г)    S'''3(xp+0)=S'''3(xp-0), р =1, n-1.

Через краевые условия в конструкцию сплайна включаются параметры, выбирая которые можно управлять его поведением, особенно возле концов отрезка [a,b].

Условия типа в) носят названия периодических. Естественно требовать их выполнения в том случае, когда интерполируемая функция периодическая с периодом (b-a).

Если известны f'(x) или f"(x) в точках а и b, то естественно воспользоваться краевыми условиями типа а) или б). 

Если производные неизвестны, то в большинстве случаев наилучшим решением будет применение краевых условий типа г).

Вместо значений производных можно использовать их разностные аналоги. При этом точность интерполяции вблизи концов падает.

Иногда предлагается принимать

S"3(а)=S"3(b)=0 .

В этом случае вблизи концов точность интерполяции функции и ее первой производной уменьшается и становится соизмеримой с точностью интерполяции сплайном первой степени, что резко ухудшает всю картину.



6 Погрешность аппроксимации кубическим сплайном 



Если функция f(x) при x([x0, xn] j раз непрерывно дифференцируема и k=min{j, 4}, то

�EMBED Equation.3���, 	(1.3)

причем c не зависит от h и i. 

Если условия непрерывности S"3(x) не соблюдаются, то эта оценка остается справедливой при k=min{j, 3}.

Отметим, что для практического применения этой оценки погрешности необходимо знать верхнюю оценку k-й производной искомой функции.



7 Алгоритм построения интерполяционного кубического сплайна



Пусть каждому значению аргумента xi, i=0,...,n соответствуют значения функции f(xi)=yi и требуется найти функциональную зависимость в виде сплайна (1.1), удовлетворяющего перечисленным ниже требованиям:

а) функция S3(xi) непрерывна вместе со своими производными до второго порядка включительно;

б) S3(xi)=yi, i=0,1,...,n;

в) S"3(x0)=S"3(xn)=0.

Сформулированная выше задача имеет единственное решение.

Вторая производная S"3(x) непрерывна и, как видно из выражения (1.1), линейна на каждом отрезке [xi-1, xi], (i=1,...,n), поэтому представим ее в виде

�EMBED Equation.3���, 	(1.4)

где hi = xi- xi-1 , mi= S"3(xi).

Интегрируя обе части равенства (1.4), получим

�EMBED Equation.3���, 	(1.5)

где Ai и Bi - постоянные интегрирования.

Пусть в (1.5) x=xi и x=xi-1, тогда используя условия б), получим

�EMBED Equation.3���,          i=1,...,n.

Из этих уравнений находим Ai и Bi, и окончательно формула (1.5) принимает вид

�EMBED Equation.3���

�EMBED Equation.3���.	(1.6)

Из формулы (1.6) находим односторонние пределы производной в точках x1,x2 ,...,xn-1:

�EMBED Equation.3���,	(1.7)

�EMBED Equation.3���.	(1.8)

Приравнивая выражения (1.7) и (1.8) для i=1,...,n-1, получим n-1 уравнение



�EMBED Equation.3���	(1.9)

с n-1 неизвестными mi (i=1,...,n-1). Согласно условию (1.4) m0=mn=0.

Система линейных алгебраических уравнений (1.9) имеет трехдиагональную матрицу с диагональным преобладанием. Такие матрицы являются неособенными. Поэтому неизвестные m1 , m2 , ... , mn-1 находятся из системы (1.9) однозначно. Они могут быть найдены итерационными и прямыми методами решения систем линейных алгебраических уравнений, в том числе и методом прогонки. После определения mi функция S3(x) восстанавливается по формуле (1.6).



8 Метод прогонки



Пусть имеется система уравнений, записанная в матричном виде: 

�EMBED Equation.3���.	(1.10)

В нашем случае согласно (1.9) 

�EMBED Equation.3���	

Решение системы ищется в виде 

mi = (i mi+1 + (i , i=1,...,N-1, 	(1.11)

где Ai , Bi - прогоночные коэффициенты. Используя выражение для m i-1 из (1.11), исключим это неизвестное из i�го уравнения системы. Получаем

(ai +ci (i-1)mi + bi mi+1 = di -ci(i-1.

Сравнивая это соотношение с (1.11), выводим рекуррентные формулы для прогоночных коэффициентов (i, (i (прямая прогонка):

(0=(0=0, �EMBED Equation.3���.	(1.12)

Очевидно, что mn-1=(n-1 (при сn-1=0). Все остальные неизвестные находим по формулам (1.11), используя выражения для прогоночных коэффициентов (1.12). 

Для реализации алгоритма требуется выполнить 8(n-1) арифметических операций: 3(n-1) сложений, 3(n-1) умножений, 2(n-1) делений.

Величины (i и ai +ci(i-1 не зависят от правой части системы. Поэтому если вычислить их и запомнить, то для решения систем, отличающихся только правыми частями, потребуется 5(n-1) арифметических операций.



9 Задание



Построить математическую модель (в виде сплайнов, интерполирующих зависимости расхода, плотности, температуры сырья и температуры в регенераторе от N), если их значения в узловых точках заданы в таблице 1.1.



Таблица 1.1

N�Расход сырья�Плотность сырья�Температура сырья�Температура в регенераторе��1�140�0,8882�490�590��2�138�0,8701�500�545��3�109�0,85�510�550��4�202�0,9203�525�560��5�156�0,9400�430�570��6�156�0,8701�447�565��7�148�0,8222�450�560��8�125�0,9504�463�558��9�133�0,7774�490�557��10�117�0,8305�510�500��11�132�0,8107�506�480��12�125�0,8000�499�490��13�187�0,9901�492�495��14�125�0,1010�500�497��15�125�0,1101�520�501��16�101�0,8�530�507��

Результаты интерполяции представить в графическом виде.

�Лабораторная работа № 2



МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ ФУНКЦИЙ



1 Цель работы



Ознакомление с методами численного интегрирования, с понятием порядка точности численного метода, а также со способами контроля численных результатов.



2 Описание метода



Пусть необходимо вычислить интеграл

�EMBED Equation.3���.	(2.1)

Разобьем отрезок интегрирования на n частей. Введем в рассмотрение последовательность узловых точек xi([a, b] : xi=ih+a, i=0,...,n. Величина �EMBED Equation.3��� называется шагом разбиения.

Все основные способы численного интегрирования сводятся к интерполяции функции по ее значениям в узловых точках f(xi) и интегрированию интерполяционного многочлена. При этом значение интеграла получается приближенно равным сумме

�EMBED Equation.3���.	(2.2)

При различном выборе Ai и xi получаются различные квадратурные формулы. Каждая из них обладает некоторой погрешностью (m, которую можно оценить следующим образом:

(m (chk ,	(2.3)

где c - некоторая постоянная, не зависящая от h (зависящая от a, b, вида f(x) и метода интегрирования), 

k-некоторое целое число, называемое порядком точности метода. Чем больше k, тем быстрее убывает погрешность при уменьшении h.

Предлагается рассмотреть квадратурные формулы Ньютона-Котеса, к которым, в частности, относятся формулы прямоугольников (левых, правых и симметричных), трапеций, парабол. В таблице 2.1 представлены эти формулы и значения констант для оценки погрешности по формуле (2.3). В таблице обозначено

� EQ ��EMBED Equation.3���,    f(j)(x) - j-ая производная f(x).

Таблица 2.1

№�Название метода�Квадратурная формула�c�k��1�Левых прямоуголь�ников�� EQ ��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1��2�Правых прямоуголь�ников�� EQ ��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1��3�Симметрич�ных прямоуголь�ников�� EQ ��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����2��4�Трапеций��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����2��5�Парабол��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����4��Одним из способов практической оценки погрешности дискретизации, которая возникает при применении численных методов, (в том числе численного интегрирования, дифференцирования и т.п.) является правило Рунге, заключающееся в последовательном увеличении (например, удвоении) числа узловых точек n и соответствующем уменьшении шага дискретизации h. Оценка по правилу Рунге основана на предположении, что искомую величину J можно представить в виде 

�EMBED Equation.3���,	(2.4)

где J – точное значение, 

Jh – приближенный результат, полученный при шаге дискретизации равном h, 

c – коэффициент, который предполагается независящим от h, 

k – порядок точности метода, 

((h) - составляющая погрешности, которая считается пренебрежимо малой по сравнению с chk. В этом случае, уменьшив шаг дискретизации в два раза и отбросив ((h), нетрудно найти c и оценку погрешности

�EMBED Equation.3���,	(2.5)

где J - точное, а Jh, Jh/2 - приближенные значения интегралов, полученные, соответственно, с шагом h и h/2, k - порядок точности метода. 

Тогда при заданной точности (  величина h должна выбираться так, чтобы выполнялось условие 

�EMBED Equation.3���.	(2.6)

Критерием допустимости отбрасывания малых величин можно считать стабильность величины K(

�EMBED Equation.3���,	(2.7)

полученной при уменьшении h в 4, 8 и т.д. раз:



3 Оценка погрешностей, связанных с машинным представлением чисел 



Вычислительные ошибки этого типа порождаются ограниченной разрядностью представления чисел в ЭВМ. Эти ошибки резко возрастают в ситуациях, близких к математическим неопределенностям типа 0/0, (–(, 0·(.

Рассмотрим некоторое число A=0.2354868971(10p в машинном представлении с плавающей точкой

Знак числа�Мантисса (M разрядов)�Знак порядка�Порядок��(�2�3�5�4�8�6�8�(�p����������9�7�1���Последние цифры (9,7,1), помещенные в нижней строке не умещаются в m разрядов и теряются. В худшем случае все потерянные цифры равны 9. Следовательно, предельная погрешность равна единице последнего разряда

�EMBED Equation.3���.

Относительная предельная погрешность 

�EMBED Equation.3���.	(2.8)

Здесь использовано правило записи числа в нормализованном виде: среди множества способов записи числа с плавающей точкой выбирается тот, при котором старшая значащая цифра располагается непосредственно за точкой (этим минимизируется объем памяти, необходимый для записи числа, так как не нужно хранить незначащие нули и позицию точки). 

Отметим, что в машинном представлении используется двоичная система счисления, поэтому на самом деле

�EMBED Equation.3���,

где M2 - количество двоичных разрядов в мантиссе. Здесь мы используем десятичную систему только для удобства восприятия. 

При сложении и вычитании двух чисел A(B 

A�+�2�3�5�4�8�6�8�+�02��(

B�+�3�8�9�5�9�7�3�(�01��

производится выравнивание порядков операндов по большему: 

B(�+�0�0�0�3�8�9�5�+�02�����������9�7�3���

При этом последние разряды меньшего по порядку числа теряются и возникает погрешность, которая оценивается аналогично (2.8). Только необходимо помнить, что при оценке абсолютной погрешности число (2.8) нужно умножить на старшее по порядку число, участвующее в операции 

�EMBED Equation.3���.	(2.9)

После выравнивания порядков производится операция, результат которой при сложении чисел одинакового знака может иметь мантиссу, превышающую единицу. При приведении числа к нормализованной форме производится сдвиг разрядов вправо. В результате возникает погрешность, которая может превысить (2.9). Поэтому общая погрешность операции оценивается следующим образом:

�EMBED Equation.3���.	(2.10)

Рассмотрим пример вычитания двух близких чисел:

A�+�2�3�5�4�8�6�8�+�02��(

B�+�2�3�5�4�8�5�6�+�02��=

A(B�+�0�0�0�0�0�1�2�+�02��Результат операции, преобразованный в нормализованную форму:

A(B�+�1�2�0�0�0�0�0�(�03��Пять нулей, записанные после цифр результата операции введены произвольно. Поскольку каждое число A и B могло быть усечено, то вместо нулей на самом деле могли бы стоять любые цифры, в том числе и девятки. Поэтому формула (2.9) дает реальную оценку и в этом случае. 

Учитывая (2.10) найдем оценку относительной погрешности результата операции сложения и вычитания:

�EMBED Equation.3���.	(2.11)

Теперь рассмотрим квадратурные формулы типа (2.2): 

�EMBED Equation.3���	(2.12)

(последнее равенство следует из того, что интеграл от функции f(x)=const должен вычисляться точно). Пусть 

�EMBED Equation.3���.

Тогда ошибка исходных данных (усечения значений функции) �EMBED Equation.3���. Ошибка суммы приближенных значений 

�EMBED Equation.3���

�EMBED Equation.3���.	(2.13)

При вычислении суммы накоплением возникает ситуация, описанная выше, когда складываются слагаемые разного порядка.

Оценка одного слагаемого суммы

�EMBED Equation.3���.	

Поэтому в соответствии с (2.9) ошибка округления при очередной операции сложения 

�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���.	

а таких операций необходимо совершить n. Кроме того, в соответствии с (2.12) для приближенного вычисления интеграла сумму надо умножить на h. В связи с этим оценка погрешности округления

�EMBED Equation.3���.	(2.14)

Тогда, с учетом ошибок округления равенство (2.4) может принять вид

�EMBED Equation.3���,	(2.15)

причем последнее слагаемое обусловлено ограниченной разрядностью. Можно приближенно указать значения h и n, при которых оценка суммарной погрешности имеет минимальное значение. Для этого запишем общую оценку погрешности квадратурной формулы 

�EMBED Equation.3���

�EMBED Equation.3���,

и найдем минимум ((h):

�EMBED Equation.3���,

�EMBED Equation.3���,

�EMBED Equation.3���,

�EMBED Equation.3���.

Таким образом, можно считать, что

�EMBED Equation.3���,	(2.16)

где M - эквивалентное количество десятичных знаков мантиссы (при расчетах с обычной точностью M(7-8, с двойной точностью M(16). 

Поскольку наличие значительной погрешности округления мешает использованию оценки (1.4.8), то при расчетах приходится ограничиваться меньшими n и большими h, чем это следует из (2.16). Кроме того, существуют различные способы, чтобы ограничить возрастание погрешности, связанное с математическими неопределенностями. 

Возможность контроля погрешности округления несколько облегчает то обстоятельство, что эта погрешность, в отличие от остальных типов погреш�ностей, как правило, ведет себя достаточно хаотично, и по уровню этой хаотической составляющей можно судить, хотя и очень приближенно, о ее величине. 



4 Пример



В приведенных ниже таблицах показаны результаты численного интегрирования функции f(x)=6x5 на интервале [0,1] методом парабол (точное значение интеграла равно 1). Величины K( и (Рунге получены по формулам (2.7) и (2.6), (теор – по (2.3) с учетом данных табл. 2.1. Результаты, приведенные в таблице 2.2, получены путем вычисления с двойной точностью (мантисса 16 десятичных знаков), в таблице 2.3 – с одинарной точностью (мантисса 7-8 знаков). Из таблиц видно, что в данном случае коэффициент уменьшения погрешности K( весьма стабилен до значений n примерно равных n0 (2.16). Кроме того, видно, что при этих n оценка по Рунге (Рунге практически совпадает с разностью (точное между точным и приближенным значением, в то время как оценка через производную (теор превышает их в два раза.



Таблица 2.2

n�K(�(точное�(Рунге�(теор��1�–�.-1.2500Ч10-1�–�2.5000Ч10-1��2�–�.-7.8125Ч10-3�-7.8125Ч10-3�1.5625Ч10-2��4�16.0�.-4.8828Ч10-4�-4.8828Ч10-4�9.7656Ч10-4��8�16.0�.-3.0518Ч10-5�-3.0518Ч10-5�6.1035Ч10-5��16�16.0�.-1.9073Ч10-6�-1.9073Ч10-6�3.8147Ч10-6��32�16.0�.-1.1921Ч10-7�-1.1921Ч10-7�2.3842Ч10-7��64�16.0�.-7.4506Ч10-9�-7.4506Ч10-9�1.4901Ч10-8��128�16.0�.-4.6566Ч10-10�-4.6566Ч10-10�9.3132Ч10-10��256�16.0�.-2.9104Ч10-11�-2.9104Ч10-11�5.8208Ч10-11��512�16.0�.-1.8190Ч10-12�-1.8190Ч10-12�3.6380Ч10-12��1024�16.0�.-1.1366Ч10-13�-1.1369Ч10-13�2.2737Ч10-13��2048�16.1�.-7.2997Ч10-15�-7.0906Ч10-15�1.4211Ч10-14��4096�13.9�.3.6082Ч10-16�-5.0823Ч10-16�8.8818Ч10-16��8192�-68.7�.2.4980Ч10-16�7.4015Ч10-18�5.5511Ч10-17��16384�0.2�.-1.9429Ч10-16�3.2078Ч10-17�3.4694Ч10-18��32768�2.6�.-4.1633Ч10-16�1.2338Ч10-17�2.1684Ч10-19��65536�0.1�.-1.7486Ч10-15�8.6353Ч10-17�1.3553Ч10-20��

Таблица 2.3

n�K(�(точное�(Рунге�(теор��1�–�-1.2500Ч10-1�–�2.5000Ч10-1��2�–�-7.8125Ч10-3�-7.8125Ч10-3�1.5625Ч10-2��4�16.0�-4.8828Ч10-4�-4.8828Ч10-4�9.7656Ч10-4��8�16.0�-3.0518Ч10-5�-3.0518Ч10-5�6.1035Ч10-5��16�16.0�-1.9073Ч10-6�-1.9073Ч10-6�3.8147Ч10-6��32�16.0�-1.1921Ч10-7�-1.1921Ч10-7�2.3842Ч10-7��64�45.0�-1.1921Ч10-7�-2.6491Ч10-9�1.4901Ч10-8��128�0.2�1.1921Ч10-7�-1.4570Ч10-8�9.3132Ч10-10��256�2.2�2.3842Ч10-7�-6.6227Ч10-9�5.8208Ч10-11��

5 Порядок выполнения работы



1. По указанию преподавателя выбрать один из методов численного интегрирования функций.

2. Разработать алгоритм и программу вычисления интеграла выбранным методом с заданной точностью ((=10-6). Предусмотреть оценку точности по правилу Рунге. 

3. В качестве отладочного примера выбрать функцию f(x)=xm, где m=4,5,6,... и отрезок интегрирования [0,2]. Найти точное значение интеграла и распечатать его с необходимым числом знаков. 

Распечатать результаты приближенного счета со всеми значениями, начиная с n=2 и их погрешность (разницу с точным значением) и оценки погрешности по правилу Рунге и по формуле (2.3). Результаты представить в виде таблиц 2.2 и 2.3.

4. Проинтегрировать численно функцию �EMBED Equation.3��� на отрезках [0, 1.5] и [0.001, 1.5], где m - номер по списку группы. 

5. Объяснить результаты.



6 Требования к отчету



В отчете представить:

-пояснение сути метода;

-оценку и обоснование оценки погрешностей метода, округления и погрешности, вызванной неточностью исходных данных;

-объяснение результатов п.3 и 4.

�Лабораторная работа №3



МЕТОД ГРАДИЕНТНОГО СПУСКА



1 Цель работы



Ознакомление с методами поиска экстремума нелинейной выпуклой функции нескольких переменных и решение таких задач с помощью ЭВМ.



2 Описание метода



Задача состоит в отыскании минимума функции двух переменных f(x,y) (следует отметить, что если необходимо найти максимум некоторой функции F(x,y), то эта задача сводится к поиску минимума функции f(x,y)=(F(x,y) ).

Большинство численных методов состоит в отыскании некоторой последовательности (x0,y0), (x1,y1),..,(xk,yk), которая при   k�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 14�®��SYMBOL 165 \f "Symbol" \s 14�R� (или при k�SYMBOL 174 \f "Symbol" \s 14�®�kM) сходится к точке минимума (x*,y*). Если при этом выполняется f(x0,y0)>f(x1,y1)>..>f(xk,yk), то есть значения функции монотонно убывают при увеличении k, то такой метод называется методом спуска.

Известно, что вектор градиента функции

�EMBED Equation.3���

направлен в сторону наибольшего возрастания функции f(x,y). Поэтому в качестве направления движения можно принять противоположное градиенту направление (антиградиент), т.е. координаты точек пересчитываются по формулам

�EMBED Equation.3���;

(5.1)

�EMBED Equation.3���.

Выбор величины �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k, с которой связана длина k-го шага, в общем случае является сложной задачей. Если  �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k мало, то движение будет слишком медленным и потребует значительного объема вычислений. Если  �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k велико, то существует возможность перескочить точку минимума и выйти на противоположный склон функции. При этом возможно нарушение требования монотонного убывания последовательности f(xk,yk) и появляется опасность зацикливания, то есть колебания последовательности (xk,yk) в некоторой окрестности точки минимума (x*,y*) без приближения к ней.

Существует несколько различных способов выбора �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k. В данной работе рассматривается разновидность метода с дроблением шага. Для этого задается начальное приближение (x0,y0) и начальное значение �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�0 (например, x0=y0=0, (0=1). Вычисление x1,y1 и всех последующих xk+1,yk+1 производится по формуле (5.1). При этом если окажется, что f(xk+1,yk+1)>f(xk,yk), то величина �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k уменьшается в два раза и вычисление xk+1,yk+1 повторяется от точки (xk,yk) с новым значением �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k. Если же значение функции убывает, то величина �SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k=�SYMBOL 97 \f "Symbol" \s 14�a�k(1.

Критерием окончания счета принимается неравенство

�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���	(5.2)

либо одновременное выполнение двух неравенств

�EMBED Equation.3���,    �EMBED Equation.3���.	(5.3)





3 Порядок выполнения работы на ПЭВМ



Составить программу минимизации f(x,y) методом градиентного спуска.

 Задать входные данные согласно номеру варианта.

Провести вычисления на ЭВМ.

Написать отчет, который должен содержать результаты пунктов 1-3, а также комментарий хода вычислений с объяснениями результатов.



4 Варианты заданий

Минимизировать функцию �EMBED Equation.3��� методом градиентного спуска с точностью до �SYMBOL 101 \f "Symbol" \s 14�e�=10-4. Коэффициенты выбрать из таблицы 5.1. Представить два варианта расчета: с коэффициентами из верхней и нижней частей таблицы. Объяснить разницу в работе алгоритма.



Таблица 5.1



Вари-

ант�a�b�c�d��1�1�-1.4�0.01�0.11��2�2�-1.3�0.04�0.12��3�3�-1.2�0.02�0.13��4�4�-1.1�0.16�0.14��5�5�-1.0�0.25�0.15��6�6�-0.9�0.36�0.16��7�7�-0.8�0.49�0.17��8�8�-0.7�0.64�0.18��9�9�-0.6�0.80�0.19��10�10�-0.5�0.94�0.20��11�11�-0.4�1.00�0.21��12�12�-0.3�1.21�0.22��13�13�-0.2�1.44�0.23��14�14�-0.1�1.69�0.24��15�15�0.0�1.96�0.25��16�16�0.1�1.99�0.26��17�17�0.2�2.56�0.27��18�18�0.3�2.89�0.28��19�19�0.4�3.24�0.29��20�20�0.5�3.81�0.30��21�21�0.6�4.00�0.31��22�22�0.7�5.02�0.32��23�23�0.8�4.84�0.33��24�24�0.9�5.29�0.34��25�25�1.0�5.76�0.35��26�26�1.1�7.25�0.36��27�27�1.2�6.76�0.37��28�28�1.3�5.98�0.38��29�29�1.4�7.29�0.39��30�30�1.5�8.41�0.40��

�PAGE  �14�










