Главе IV. ПРИМЕНЕНИЕ  ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА ПРИ РАСЧЕТЕ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ

4.1. Преобразование Лапласа

Спектральный метод анализа позволяет уяснить физические процессы в цепях и в ряде случаев  сравнительно прост. Но в некоторых случаях вычисление интеграла Фурье оказывается затруднительным. Кроме того, спектральный метод не является универсальным. Действительно, преобразование Фурье применимо лишь к абсолютно интегрируемым функциям, т.е. удовлетворяющим условию
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Возникают затруднения и при использовании обычного вида  этого метода для решения задач, в которых начальные условия отличны от нуля, т.е. когда цель имеет начальный запас энергии.
Спектральный метод становится более универсальными нахождение обратного преобразования Фурье облегчается, если интеграл Фурье распространить на комплексное переменное, т.е. если перейти от вещественного переменного 
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 к комплексному переменному 
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На основании (3.2) тогда имеем
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Отсюда видно, что
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Вводя комплексную переменную 
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Полученное соотношение, преобразующее вещественную функцию 
[image: image16.wmf])

(

t

f

 вещественного переменного 
[image: image17.wmf]t

 в функцию 
[image: image18.wmf])

(

p

F

 комплексного переменного 
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 называют оригиналом. Символически связь между изображением и оригиналом записывается так:
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Из изложенного следует, что изображение 
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 может быть формально получено из прямого преобразования Фурье заменой 
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Теперь в ином виде представим выражение (4.3), переходя к переменной 
[image: image33.wmf]p

, Так как 
[image: image34.wmf]w

s

j

p

+

=

, то 
[image: image35.wmf]j

p

d

a

w

=

, a пределы  интегрирования в (4.3) при изменении 
[image: image36.wmf]w

 от 
[image: image37.wmf]¥

-

 до 
[image: image38.wmf]¥

 теперь будут соответственно 
[image: image39.wmf]w

s

j

-

 и 
[image: image40.wmf]¥

+

j

s

.Тогда получаем:

[image: image41.wmf]ò

¥

+

¥

-

×

=

s

s

p

dp

e

p

F

t

f

pt

)

(

2

1

)

(

.



(4.5)

Это соотношение, которое известно в математике как формула обращения Римана-Моллина, иногда называют обратным преобразованием Лапласа.
В отличие от интеграла Фурье, где функция 
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 представлена суммой бесконечно большого числа элементарных гармонических колебаний, здесь функция 
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 представлена суммой бесконечно большого числа элементарных колебаний, убывающих по экспоненциальному закону.

В выражении (4.5) интегрирование ведется по прямой, лежащей на плоскости комплексного переменного 
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 плоскости комплексного  переменного, в которых подинтегральная функция  выражения (4.5) обращается в бесконечность. Вычисление интеграла при этом сводится к определению суммы вычетов (обозначаемых буквами 
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При вычислении вычетов подинтегральную функцию во многих случаях можно представить в виде отношения двух функций:
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Значения комплексного переменного 
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 обращается в нуль, а следовательно, подинтегральная функция — в бесконечность, и будут полюсами под интегральной функции. В данном случае полюсы являются корнями уравнения 
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. Число полюсов подинтегральной функции определяется числом корней  этого  уравнения.
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Пусть число полюсов равно 
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Вычет подинтегралъной функции в полюсе 
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Если полюс 
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 простой, т.е. первого порядка, то вычет в этом полюсе определяется выражением
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Для пояснения изложенного рассмотрим простейшие примеры. Пусть задана единичная функция 
[image: image68.wmf])

(

1

)

(

t

t

f

=

. Изображение этой функции будет

[image: image69.wmf].

1

1

)

(

0

p

dt

e

p

F

pt

=

×

×

=

ò

¥

-


Тогда оригинал по этому изображению находится с помощью (4.5)
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или, так как полюс подинтегральной функции 
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и на основании (4.6) имеем 
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Пусть теперь задана экспоненциальная функция
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Изображение этой функции:
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По найденному изображению определим теперь оригинал
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Полюсом подинтегральной функции является 
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Таким образом, можем записать:
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Легко убедиться, что если задана функция 
[image: image81.wmf])

(

1

)

(

t

e

t

f

t

×

=

a

, то оказывается справедливой запись


[image: image82.wmf]a

a

-

¬

=

×

×

×

p

t

e

t

1

)

(

1

.



(4.11)
Для дельта функции 
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Для вычисления оригиналa 
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 по известному изображению кроме рассмотренного способа вычетов в ряде случаев удобно применять так называемую теорему разложения, предложенную Хевисайдом.
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Находя по формуле (4.11) оригинал функции 
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Это выражение, являющееся записью теоремы разложения, позволяет представить искомую функцию 
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Учитывая выражения (4.9) и (4.11), получаем для нахождения оригинала 
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где 
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4.2. Основные свойства преобразования Лапласа

Рассмотрим теперь некоторые свойства преобразования Лапласа, необходимые для решения многих задач по переходным процессам в радиотехнических цепях.
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Если задана сумма функций 
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где 
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Если функция 
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Изображение производной по времени от функции 
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или, так как
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является изображением функции 
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При нулевых начальных условиях, т.е. при 
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Аналогичные вычисления позволяют найти изображение для интеграла от функции 
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где
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Если имеем две функции и их изображения, т.е. если дано 
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т.е. полученная путем так называемой операции свертки функций 
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Полученное соотношение носит название теоремы  свертывания  (называемое также теоремой Бореля) и записывается так:
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Это выражение может иметь и другой вид:
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При решении задач и выполнении технических расчетов с использованием преобразования Лапласа приходится находить изображение функции по оригиналу и наоборот. Для облегчения расчетов пользуются обычно справочниками, содержащими таблицы функций и их изображения(). В этих справочниках часто приводятся  изображения, найденные на основании преобразования Карсона:
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отличающегося от выражения (4.4) множителем 
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. Так, изображение единичной функции 
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. При -необходимости легко осуществить переход от изображения по Карсону к изображению по Лапласу, разделив соответствующее выражение на 
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.
4.3. Расчет переходных процессов с помощью преобразования Лапласа.

Преобразования Лапласа и Карсона лежат в основе так называемого операторного метода  решения линейных дифференциальных уравнений, а также анализа переходных процессов. Поясним сущность операторного метода на основе преобразования Лапласа.
Рассмотрим уравнение Кирхгофа для  последовательного 
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При решении задачи операторным методом от этого уравнения необходимо перейти к равенству, связывающему изображения функций 
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, преобразуя обе части уравнения (4.24) по Лапласу. 

Если известны изображения функций, т.е. 
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, то на основании рассмотренных выше свойств преобразования Лапласа получаем вместо уравнения (4.24) выражение
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Это линейное алгебраическое уравнение с неизвестной функцией 
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 находятся из начальных условий задачи. Таким образом, операторный метод решения задачи уже в исходном уравнении учитывает начальные условия, определяемые исходным энергетическим состоянием цепи.
Из выражения (4.25) находим изображение искомого тока
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где 
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 - импеданс цепи в операторной форме записи. Как видно, операторная форма записи импеданса, или операторное сопротивление цепи. получается из выражения  импеданса цепи 
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. Зная изображение искомой функции, можно найти ее оригинал, т.е. ток 
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При нахождении напряжения на элементах цепи пользуются операторной формой записи коэффициента передачи 
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Таким образом, операторный метод расчета переходных процессов сводится к последовательности следующих вычислений:
1) Составляются уравнения Кирхгофа для исследуемой цепи.
2) Находятся изображения заданных и искомых функций времени.
3) Записывается операторное уравнение, соответствующее исходному.
4) Решается алгебраически операторное уравнение относительно изображения, искомой функции.
5) По изображению искомой функции находится ее оригинал. Для этого применяется способ нахождения вычетов или теорема разложения.
В качестве примера найдем ток 
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 найдем с помощью обратного преобразования Лапласа, которое вычислим с помощью вычетов
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полюсами подинтегральной функции являются значения 
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Вычет в первом полюсе
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Вычет во втором полюсе
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Тогда искомый ток в контуре
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Теперь рассмотрим пример, когда начальные условия задачи не равны нулю (рис.4.2). Предварительно ключ разомкнут и к цепи, состоящей из сопротивления 
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Вводя изображение для тока 
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, запишем уравнение в операторной форме
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Оригинал для изображения 
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, т.е. искомый ток, найдем в данном случае не с помощью вычетов, а при помощи теоремы разложения, пользуясь формулой (4.14).Так как в данном примере, как видно из выражения для 
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Значение 
[image: image214.wmf])

0

(

i

 находится из выражения для тока, протекающего в цепи 
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Тогда полученное выражение для тока 
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, описывающее переходный процесс в цепи, принимает вид:
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Переходной процесс в цепи, замкнутой накоротко, обусловлен энергией магнитного поля, имеющегося у катушки индуктивности в момент коммутации (при 
[image: image222.wmf]0

=

t

).
[image: image223.png]uty)

P

Puc.4.2
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