1. Число элементов булеана конечного множества А равно 2|A|.
|В(А)|=2|А|
В(А) булеаном множества А называется множество всех подмножеств А.

А={а,b}

В(А)={ǿ,{a},{b},{a,b}}

Док: |А|=1  А={а}  В(А)=2

А1={a1,a2,…,an}

A={a1,a2,…,an,an+1}

	элем А1
	элем А

	ǿ

{a1}

{a1,an}

{a1,a2,…,an}
	{an+1}

{a1,an+1}

{a1,an,an+1}

{a1,…,an+1}


|В(А)|=2n*2=2n+1
2. Отношение эквивалентности и порядка. Теорема об отношении эквивалентности.

N-арным отношением множества М есть множество G⊂Мn
1о рефлексивность; отношение G на множестве М называется рефлексивным если ¥V a є M (а,а) є G
    антирефлексивность; если ¥V a є M (а,а) 
[image: image1.wmf]Ï

G
2о симметричность; отношение G на множестве М называется симметричным если (a,b) є G=> (b,a) є G

    антисимметричность; если (a,b) є G, (b,a) є G невозможно или a=b
3о транзетивность; отношение G на множестве М называется транзетивным если (a,b) є (b,c) є G => (a,c) є G

G на M называют отношением эквивалентности, если оно рефлексивно, симметрично, транзетивно a ~ b
Теорема: Пусть G эквивалентно на М, тогда m=UMi, где Mi не пересекает a,b є Mi <=> a~b
Док: Ga={b:a~b}

1 U Ga =M т.к. a~a, a є Ga
2 Ga∩Gb≠0 => Ga=Gb
Пусть с є Ga∩Gb , d є Ga,
 a~d, a~c, b~d?
b~c, c~a => b~a, a~d => b~d => Ga⊂Gb

3 c~d, d є Gc, c є Gc
4 c,d є Ga c~a, d~a, c~a, a~d => c~d

Отношение G называют нестрогого порядка, если оно рефлексивно, антисимметрично, транзетивно.

C\{(a,a):a є M}

Отношение G называют строгого порядка, если оно антирефлексивно, антисимметрично, транзетивно.

CU{(a,a):a є M}
3. Взаимно однозначные и обратные отображения.

Отображением f(A) в B сопоставляют некий элемент А в В.
Взаимно однозначное отображение

f: A -> B если f(A)=B

f(a1)=f(a2)=>a1=a2
(fog)(a1)=(fog)(a2)

g(f(a1))=g(f(a2))   f(a1)=f(a2)   a1=a2

Обратное отображение

f:A->B g:B->A если fog=iA, gof=iB => g=f -1
f -1=g -1 (fog)-1=g -1of -1

(fog)-1*(g -1of -1)=fo(gog -1)of -1=(foiB)of -1=fof -1=iA

Теорема: обратное отображение существует если взаимоотображение взаимнооднозначно f имеет f -1
1 fof -1=iA    f -1of=iB

(f -1of)(b)=b

f(f -1(b))=b

f(a)=b
2 f(a1)=f(a2)   f -1(f(a1))=f -1(f(a2))   a1=a2

4. Равномощность как отношение эквивалентности.
А и В называются равномощными если существует взаимно однозначное отображение f: A->B
Теорема: равномощными отношениями являются эквивалентные множества на некоторой совокупности множеств

1 рефлексивность    iA: A->A
2 симметричность   f:A->B


           З f -1: B->A    взаимно однозначны

3 транзетивность     f:A->B


           g:B->C   fog: A->C взаимно однозначны 

5. Мощность А не превосходит мощности В, если З В1<В, что |А|=|В1|

Теореме: Отношение мощности А не превосходит мощности В, если отношение не строгого порядка на классах эквивалентному множеству

1 рефлексивность   A1⊂A, A1=A

2 симметричность  мощность А не превосходит мощности В и В не превосходит А => |A|=|B|

3 транзетивность    мощность А не превосходит В, мощность В не превосходит С   С2=g(В1)  fog: A->C2 взаимно однозначны

мощность |A|<|B|, если |А|<=|В|, |А|≠|В|

6.Конечные и бесконечные множества

Множество {x} будем называть конечным или бесконечным в зависимости от того, является ли число элементов, входящих в состав этого множества, конечным или бесконечным.

Теорема: |N|<=|[0,1)|

1 |N|<=|[0,1]|

1 ->0.10…

2->0.010…

3->0.0010…

2 |N|≠|[0,1)|

f:N->[0,1]

f(1)=0,a11a12…a1n

f(2)=0,a21a22…a2n
f(n)=0,an1an2…ann

b1={1, a11≠1

b2={1, a22≠1
      {2,a11=1

      {2,a22=1

0,b1b2…bn
7. Счетными множествами называются равномощные множества натуральных чисел.

Пусть А счетное множество, тогда f:N->A
f(1)=a1
f(n)=an
A={a1,a2,…,an}
1 во всяком бесконечном множестве существует счетное подмножество

2 Всякое бесконечное подмножество счетного множества является счетным
3 Объединение четного семейства множеств является счетным множеством

4 А бесконечное множество, В счетное множество, тогда |АUВ|=|А|

8. Счетность объединения множеств. Множество рациональных чисел счетно.
Объединение четного семейства множеств является счетным множеством
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9. Несчетность множества вещественных чисел.
Теорема: R несчетно.

Доказательство от противного:

1<->х1=[х1], х11 х12 х13... |

2<->х2=[х2], х21 х22  х23... |  Пусть здесь нет девяток в периоде

3<->х3=[х3], х31 х32 х33... |

           ...                       |  (*)

к<->хк=[хк ], хк1 хк2  хк3... |

           ...                       |

Найдем число которого нет в таблице:

с=[с], с1 с2 с3...

[с]≠[х1]         => с≠х1

с1 
[image: image10.wmf]Ï

 {9;х21}   => с≠х2
с2 
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 {9;х32}   => с≠х3

               ...

ск 
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 {9;хк+1к} => с≠хк

Таким образом число С отсутствует в табл (*)
10. Мощность булеана счетного множества.

Теорема: Для всякого множества |M|<|B(M)|

Док: 

1 |M|<=|B(M)| выделим  в B(M) одноэлементные подмножества S
f: M->s;  f(a)={a}

2 |M|≠|B(M)|
f:M->B(M) взаимно однозначны

f(m)⊂M
T={m:m
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f(m)}⊂ M
T=f(y) y
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y
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13. Вещественные числа. Отношение порядка на множестве вещественных чисел.

Отношение строгого порядка a<b (a0=b0,a1=b1,ai<bi)
антирефлексивно (a, b разные числа), антисимметрично (a<b, b<a неверно), транзетивно (a<b, b<c).

14. Теорема о точной верхней грани.

Определение: АR mR, m - верхняя (нижняя) грань А, если  аА аm (аm).

Определение: Множество A ограничено сверху (снизу), если существует такое m, что аА, выполняется аm (аm).

Определение: SupA=m, если 1) m - верхняя грань A

                                              2) m’: m’<m => m’ не верхняя грань A

                       InfA = n,  если 1) n - нижняя грань A

                                              2) n’: n’>n => n’ не нижняя грань A

Определение: SupA=m называется число, такое что: 1)  aA am

                                                                                2) >0 aA, такое, что aa-

InfA = nназывается число, такое что: 1) 1)  aA an

                                                                                2) >0 aA, такое, что aEa+

Теорема: Любое, непустое ограниченное сверху множество АR, имееет точную верхнюю грань, причем единственную.

Доказательство:

Построим на числовой прямой число m и докажем что это точная верхняя грань А.

[m]=max{[a]:aA} [[m],[m]+1]A=>[m]+1 - верхняя грань A

Отрезок [[m],[m]+1] - разбиваем на 10 частей

m1=max[10*{a-[m]:aA}]

m2=max[100*{a-[m],m1:aA}]

    ...

mк=max[10K*{a-[m],m1...mK-1:aA}]

[[m],m1...mK, [m],m1...mK + 1/10K]A=>[m],m1...mK +  1/10K  -  верхняя грань A

Докажем, что m=[m],m1...mK - точная верхняя грань и что она единственная:

к: [m’K,m”K)Aк аА: а<m”K
Единственность(от противного):

аА, пусть а>m”K =>  к: а’K>m”K => аа’K>m”K - это противоречит ограниченности => am

Точная верхняя грань:

Пусть l<m, тогда  к: m’K>l”K, но так как к [m’K,m”K)A =>  а[m’K,m”K) => а>l =>l - не верхняя грань.

Теорема: Любое, непустое ограниченное снизу множество АR, имееет точную нижнюю грань, причем единственную.

Рассмотрим множество B{-а: аА}, оно ограничено сверху и не пусто => -SupB=InfA

15. Плотность множества рациональных чисел.

Теорема: Q плотно в R.

Доказательство: х > у   х’к > у”к   х  х’к    у”к  у

х  х’к / 2 + х’к / 2 > х’к / 2 + у”к / 2 > у”к / 2 + у”к / 2 > у

Видим: х > х’к / 2 + у”к / 2 > у, где (х’к / 2 + у”к / 2)єQ

16. Принцип вложенных отрезков.
Пусть а,bR и а<b. Числовые множества вида 1-5 - называются числовыми промежутками: 

1) Mножество хR: ахb (а<х<b) - называется отрезком (интервалом) 

2) Mножество хR: ах<b (а<хb) - открытый справа (слева) промежуток  

3) Mножество хR: а<х & x<b - открытый числовой луч 

4) Mножество хR: ах & хb - числовой луч

5) Mножество хR - числовая прямая

Определение: Число b и а (если они существуют) называются правым и левым концами отрезка (далее промежутка), и его длина равна b-a

Лемма: Пусть aN монотонно возрастает, bN монотонно убывает, n aNbN и (bN-aN)-бм, тогда ! с: n c[aN,bN] (с[aN,bN])

Доказательство:

aNbNb1 aN монтонно возрастает & aNb1 => Lim aN=a

a1aNbN bN монтонно убывает & a1bN =>  Lim bN=b

aNa bbN  aNbN => ab

Lim (bN-aN)=b-a=0(по условию)=>a=b

Пусть c=a=b, тогда aNcbN
Пусть с не единственное: aNc’bN, с’с

aNcbN=>-bN-c-aN => aN-bNc’-cbN-aN => (По теореме о предельном переходе) => Lim(aN-bN)Lim(c’-c)Lim(bN-aN) => (a-b)Lim(c`-c)b-a) => 

0lim(c`-c)0 => 0(c`-c)0 => c’=c => c - единственное.

17. Сумма и разность бесконечно малых и больших последовательностей.

Сумма бмп, есть бмп.

{хn},{yn} бмп

{xn+yn} бмп

Пусть ε>0   ЗN1 n>N1 |xn|<ε/2

        З N2 n>N2 |yn|<ε/2

N=max{N1,N2} n>N
|xn|<ε/2 |yn|<ε/2

|xn+yn|<=|xn|+|yn|<ε/2+ε/2=ε
Сумма ббп, есть ббп.

{хn},{yn} ббп

{xn+yn} ббп

Пусть М>0   ЗN1 n>N1 |xn|<М/2

        З N2 n>N2 |yn|<М/2

N=max{N1,N2} n>N
|xn|<М/2 |yn|<М/2

|xn+yn|<=|xn|+|yn|<М/2+М/2=М
Разность аналогично.

18. Произведение бесконечно малой и ограниченной последовательностей.

{хn}бмп

{yn} огран

З М>0 |yn|<M
ε>0 З N n>N |xn|<ε/M
|xnyn|=|xn||yn|<ε/M*M=ε
19. Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими последовательностями.
Если {xn} ббп то начиная с некоторого n xn≠0 и {1/xn} бмп

ЗN n>N |xn|>1 {1/xn}

Ε>0 ЗN n>N |xn|>1/ε <=>|1/xn|<ε
Если {xn} бмп xn≠0 для достаточно больших n, то послед {1/xn} ббп

20. Неравенства и бесконечно малые последовательности. Постоянные бесконечно малые последовательности.

Если {xn} бмп  {yn}: |yn|<=|xn| => {yn}бмп

Ε>0 ЗN n>N |xn|<ε
|yn|<=|xn|<ε
{1/n^λ} λ>0

ε>0 ЗN n>N

N=(1/ε)^1/λ => n>(1/ε)^1/λ <=> n^λ>1/ε <=> 1/n^λ<ε
21. Операции над сходящимися последовательностями
{xn} называется сходящейся, если З а для которой {xn-a} бмп

Если такая последовательность сходится, то а называется пределом xn->a, lim xn=a

Сумма сходящихся последовательностей сходится причем приделы суммируются
xn->a, yn->b

xn+yn->a+b

(xn+yn)-(a+b)=( xn-a)+( yn-b)  бмп
Разность сходящихся последовательностей сходится, пределы вычитаются.

Произведение сходящихся последовательностей сходятся причем = произведение пределов 
xn->a, yn->b

xn*yn->a*b

xn*yn-a*b=xn(yn-b)+b(xn-a)  бмп
Частное сходящихся последовательностей сходятся причем = частному пределов 

22. Единственность предела последовательности

Если последовательность сходится, то она имеет единственный предел

xn->a, xn->b

{xn-a},{xn-b} бмп
{( xn-a)-( xn-b)}={b-a} бмп   b-a=0
Vε>0  ЗN n>N |xn-a|<ε
23. Предельный переход в неравенствах.

1 {xn} сходится xn>=b
lim xn>=b

Пусть lim xn=a<b

ε=b-a
|xn-a|<ε=b-a

a-b<xn-a<b-a

xn<b

xn<b? => lim xn>b?  не справедливо lim=0

2 xn, yn сходятся

xn<=yn
limxn<=limyn

yn-xn>=0

lim(yn-xn)= limyn-limxn>=0

limyn>=limxn

3 {xn},{yn} сходятся и имеют общий lim
xn<=zn<=yn тогда zn сходится limzn=limxn=limyn 
limxn=limyn=a

xn-a<=zn-a<=yn-a  zn-a  бмп  lim zn=0

28. Существование предельной точки у ограниченной последовательности.

x1, x2, xn последовательность

Точка а называется предельной точкой последовательности, если в любой окрестности точки а расположено бесконечное множество членов последовательности.

24. Сходимость монотонных последовательностей.
Последовательность называется монотонно возрастающей (убывающей) если n1>n2 (n1<n2): xN1xN2 (xN1xN2).

Замечание: Если xN1 строго больше (меньше) xN2, тогда  посл-ть называется строго монотонно возрастающая (убывающая) в случае нестрогости  неравенства последовательность называется нестрого возрастающей (убывающей).

Теорема: Всякая ограниченная монотонная последовательность сходится.

Доказательство:  Пусть хN ограниченная монотонно возрастающая последовательность. Х={xN: nN}

По теореме о существовании точной верхней грани у ограниченного множества имеем:  SupX=x, Е>0 xE:  (х-Е)<хE =>  n0 xNo>(х-E). Из монотон ности имеем: n>n0 xNxNo>(x-E), получили xNx=SupX, значит n>n0 xN(x-E,х]<(x-E,x+E)

25. Число е.
yN=

; zN=yN +


1) yN монотонно растет

2) yN<zN
3) zN-yN0

4) zN монотонно убывает

Доказателство:

zN-zN+1 = yN +

 - yN+1 -

= 

+

-

=


2=y1<yN<zN<z1=3

e = Lim yN = Lim zN - по лемме о вложенных промежутках имеем: yN<e<zN = yN + 1/(n*n!)

Если через  обозначить отношение разности e - yN  к числу 1/(n*n!), то можно записать e - yN =/(n*n!), заменяя yN его развернутым выражением получаем e = yN + /(n*n!), (0,1)

Число e иррационально:

Доказательство(от противного): Пусть e=m/n, mZ, nN

m/n = e = yN + /(n*n!)

m*(n-1)!= yN*n! + /n, где (m*(n-1)! & yN*n!)Z, (/n)Z => противоречие
31. Свойства верхнего и нижнего пределов ограниченной последовательности.
x1, x2, xn ограниченная последовательность

вне (a,b) лежит конечное число послед

1 (x,
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)⊂(a,b)

x>=a   
[image: image20.wmf]x

<=b(т.к. <=b+ε)

2 ε>0 (x-ε,
[image: image21.wmf]х

+ε) содержит все члены последовательности начиная с некоторого
26. Предельные точки последовательностей и подпоследовательностей.

Определение: Пусть аN некоторая числовая посл-ть и kN-строго возрастающая посл-ть N чисел. В результате  композиции ф-ций naN и nkN получа ем посл-ть aKn-которая наз. подпосл-тью посл-ти aN=>подпосл-сть - это либо сама посл-ть либо исходная посл-ть, из которой выбросили часть членов.

Теорема: Если Lim аN=а, то и Lim аKn=а.

Доказательство: Вне любой Е-окрестности точки а лежит конечное число членов последовательности аn и в частности последовательности.

Доказательство: Пусть для заданного Е нашлось n0: n>n0  |аN-а|<Е, ввиду того что kNсуществует и такое n’, что при всех n>n’ kN>n0 тогда при тех же значениях n будет верно |аKn-а|<Е

27. Подпоследовательности сходящихся последовательностей.

Теорема Больцано-Вейерштрасса: Из всякой ограниченной  последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство: хN - ограничена => n: ахNb. Поделим промежуток [a,b] пополам, хотя бы в одной его половине содержится бесконечное множество  членов посл-ти хN (в противном случае и во всем промежутке содержится конечное число членов посл-ти, что невозможно). Пусть  [а1,b1] - та половиа, которая содержит бесконечное число членов посл-ти. Аналогично выделим на промежутке [а1,b1] промежуток [а2,b2] также содержащий бесконечное число членов посл-ти хN. Продолжая процесс до бесконечности на к-том шаге выделим промежуток [аK,bK]-также содержащий содержащий бесконеч ное число членов посл-ти хN. Длина к-того промежутка равна bK-аK = (b-a)/2K, кроме того она стремится к 0 при к и аKаK+1  & bKbK+1. Отсюда по лемме о вложенных промежутках  ! с: n аNcbN.

Теперь построим подпоследовательность:

хN1 [а1,b1]

хN2 [а2,b2] n2>n1
. . .

хNK[аK,bK] nK>nK-1

ахNkb. (Lim aK=LimbK=c из леммы о вложенных промежутках)

Отсюда по лемме о зажатой последовательности Lim хNk=c - ч.т.д.

29. Существование верхнего и нижнего пределов ограниченной последовательности.

У всякой ограниченной последовательности существует предельные точки

{x1, x2, xn} ограниченная последовательность m<=xn<=M
U={y: правее y находится конечное число членов последовательности}

M є U, m-1
[image: image22.wmf]Ï

U => существует точная нижняя грань а=inf U 

30. Верхний и нижний пределы сходящейся последовательности.

xN - ограниченная последовательность =>n аNхNbN
хNKх, так как хNK-подпоследовательность => n ахNb =>ахb

х   - частичный предел последовательности хN
Пусть М - множество всех частичных пределов.

Множество М ограничено (аМb) => SupM &  InfM          

Верхним пределом посл-ти xN называют SupMSup{xN}: пишут Lim xN
Нижним предел ом посл-ти xn называют InfMnf{xN}: пишут lim xN
Cуществование нижнего и верхнего пределов вытекает из определения.

Достижимость:

Теорема: Если хN ограничена сверху (снизу), то  подпосл-ть хNK: предел которой равен верхнему (нижнему) пределу хN.

Доказательство: Пусть х=SupM=верхний предел хN
 х’М: х-1/к<х’ (следует из того что х - SupМ), т.к. х’М =>   подпоследовательность хNSх’ => Е>0  (в частности  Е=1/к)  s0: s>s0 => 

х’-1/к<хNS<х’+1/к

х -1/к-1/к<х’-1/к<хNS<х’+1/к<х+1/к (т.к.х-1/к<х’ и х’<х=SupМ)

х-2/к<хNS<х+1/к

Берем к=1: х-2<хNS<х+1, т.е  s0: s>s0 это неравенство выполняется берем член посл-ти хNS с номером больше s0 и нумеруем его хN1
k=1: х-2/1<хN1<х+1/1

k=2: х-2/2<хN2<х+1/2  n1<n2

  ...

k=k: х-2/к<хNK<х+1/к  nK-1<nK
При к хNKх

32. Свойства фундаментальных последовательностей.

Последовательность {аN} - называется фундаментальной, если Е>0  n0: n>n0 и любого рN выполнено неравенство |аN+р-аN|<Е. Геометрически это означает что Е>0  n0, такой что расстояние между любыми двумя членами посл-ти, с большими чем n0 номерами, меньше Е.

Критерий Коши сходимости посл-ти: Для того, чтобы данная посл-ть сходилась необходимо и достаточно, чтобы она  являлась фундаментальной.

Доказательство:

Необходимость: Пусть Lim xN=x, тогда Е>0  n0: n>n0 |хN-х|<Е/2. n>n0, n’>n0 |хN-хN’|=|хN-х+х-хN’|<|хN-х|+|х-хN’|<Е/2+Е/2<Е

Достаточность: Пусть хN - фундаментальная

1) Докажем что хN ограничена: Е1=1998  n0: |хN-хN’|<Е, n>n0, n’>n0
n>n0 |хN-хN0|<Е1  х N0-1998<хN<х N0+1998 => хN - ограничена

2) По теореме Больцано-Вейерштрасса

 подпосл-ть хNKх. Можно выбрать к настолько большим, чтобы |хNK-х|<Е/2 и одновременно nк>n0. Следовательно (из фунд-ти) |хN-хNK|<Е/2 =>

|хNK-х|<Е/2 => х-Е/2<хNK<х+Е/2 => |хN-хNK|<Е/2 => хNK-Е/2<хN<хNK+Е/2 => х-Е<хN<х+Е => |хN-х|<Е

33. Критерии Коши сходимости последовательности.
Для сходимости последовательности xn необходимо и достаточно ее фундаментальность

1 xn сходятся  xn->a
Vε>0  ЗN n>N |xn-a|<ε/2  |xn+p-a|<ε/2

| xn+p- xn|=|(xn+p-a)+(a-xn)|<=|xn+p-a|+|xn-a|<ε
2 xn фундаментальна => ограничена=> 
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, x  (xN-ε, xN+ε) конечное число членов последовательности
(
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, x)⊂ (xN-ε, xN+ε)    0<=
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- x<=2ε    
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