	1.Основные типы ур-ия 2-го порядка в частных производных.

a(∂²u/∂x)+2b(∂²u/∂x∂y)+c(∂²u/∂y²)+ +F(x,y,u,∂u/∂x,∂u/∂y)=0

наз. ур-ем 2-го порядка;
a,b,c-фун-я.зависящая от x,y.

1)Гиперболического типа.b²-ac>0

∂²u/∂x∂y= F(x,y,u,∂u/∂x,∂u/∂y)

(∂u/∂x²-∂²u/∂y²=F)с помощью замены приводится к тому же типу.

2)Параболический тип. ∂²u/∂y²=F(x,y,u,∂u/∂x,∂u/∂y)

3)Эллиптического типа.

 ∂²u/∂y²+∂²u/∂x²=F(x,y,u,∂u/∂x,∂u/∂y)

К исследованию ур-ий гипер-го вида приводят задачи рассмотрения процессов, поперечных колебаний струны, продольных колебаний стержня, электрических колебаний в проводе, крутильных колебаний вала и т.д.  Простейшее уравнение имеет вид:  ∂²u/∂t²=a²(∂²u/∂x²)-волновое ур-е

К исследованию ур-ий параб-го вида приводят задачи к рассмотрению процессов распространению тепла, фильтрации жидкости и газа в простой среде и т.д. Простейшее вид ур-ия параб-го имеет вид:  ∂u/∂t=a²(∂²u/∂x²)-ур-ие теплопровод.

К исследованию ур-ий эллип-го вида приводят задачи об электрических и магнитныхполях и т.д. 

Простейшее ур-ие имеет вид:

∂²u/∂х²+∂²u/∂у²=0-ур-ие Лапласа 
	2. Уравнение колебание струны.

Струной наз. тонкая нить которая может свободно изгибаться. Пусть струна находиться под действием начального натяжения Т0. Если вывести струну из положения равновесия и подвергнуть действию какой небуть силы, то струна начнет колебаться.

Рассматриваем малые поперечные и плоские колебания при которых отклонения точек струны от положения покоя малой в любой момент времени все точки струны находятся в одной плоскости и каждая точка струны колеблется оставаясь на одном и том же перпендикуляре прямой соответствующей состоянию покоя.Эту прямую принимаем за ось Ох.  u=u(x,t)-это отклонение точек струны от положения равновесия в момент времени t. В каждый момент времени t, график ф-ии u=u(x,t)дает форму струны.

∂²u/∂t²=a²(∂²u/∂x²)+f, a²= Т0/ρ,где ρ- линейная плотность струны.  f=F/ ρ, где F- сила дествующая на струну┴оси обсцис и рассчитанная на единицу длины.        Если внешняя сила отсутствует f=0, то ур-ие наз. ур-ие свободных колебаний струны.    В начальный момент времени задаются форма и скорость струны т.е положение её точек и их скорость  в виде ф-ий обсцис х, этих точек. u│t=0=φ(x)-1 условие; ∂u/∂t│t=0 =ψ(x)-2 условие;-Эти условия наз. начальными условиями задачи. 
	3.Решение ур-ия колебания струны, закрепленной на концах методом Фурье.

Требуется найти решения ур-ия, удовлетворяющим начальным условиям.  ∂²u/∂t²=a²(∂²u/∂x²) ; u│t=0=φ(x), 

∂u/∂t│t=0 =ψ(x)
и граничным (краевым)

u│х=0=0, u│t=l=0, если длина струны l.

Пусть u(x,t)=X(x)·T(t),где X-?,T-?

∂²u/∂t²=(X·T)"=X·T"; ∂²u/∂x²=(X·T)"=X"·T;

T"(t)/a²T(t)=X"(x)/X(x)=const(-λ),где λ>0 т.к. левая часть зависит переменной (t), правая от(x),равенство возможно только в случае когда обе части равны постоянному числу.

T"(t)/a²T(t)=X"(x)/X(x)= (-λ)↔{ T"/a²T=(-λ); X"/X= (-λ)↔ { T"+a²λT=0; X²+λX=0-это линейные ур-ия 2-го порядка с постоянными коэф.    k²+λ=0   k1,2=±√-λ=±√λi

X(x)=Acos√λx+Bsin√λx

T(t)=Ccos(a√λt)+Dsin(a√λt)

u(x,t)=ACcos²(√λx)(a√λt)+BDsin²(√λx)(a√λt)

найдем коэф. A,B,C,D и λ используя начальные и граничные условия.

1) u│х=0=0 или u(0,t)=0 или X(0)·T(t)=0→ X(0)=0    0= Acos√λ0+Bsin√λ0

0=A·1→A=0; X(x)= Bsin√λx
2) u│t=l=0 или u(l,t)=0 или X(l)· T(t)=0→

X(l)=0; X(l)= Bsin(√λ·l)=0;   

B≠0→ sin(√λ·l)=0;   √λ·l=πn,nz; √λ= πn/l

λ= π²n²/l², nz;собственные значения для данной краевой задачи.Ф-ии Х= sin( πn/l)х-собственные ф-ии.

3)T(t)=Ccos(πnat/l)+Dsin(πnat/l)

 un(x,t)=Bsin πnx/l(Ccos(πnat/l)+Dsin(πnat/l)) 

	4. Уравнение теплопроводности.

Рассмотрим однородный стержень длин l, будем считать что боковая поверхность стержня теплонепроницаема и во всех точках поперечного сечения стержня температура одинаково.

Чтобы изучить процесс распространения тепла в стержне, расположим ось Ох, так чтобы один конец стержня совпадал с точкой х=0, а второй конец с точкой х= l.      u(x,t)- температура сечения стержня с обсцисой  х и моментом времени t.      Опытным путем установлено, что скорость распространения тепла определяется формулой: Q=-k(∂u/∂x)S, гду S- площадь сечения; k-коэф. теплопроводности.

Пусть ρ- плотность вещества из которого состоит стержень; с- теплоемкость в-ва стержня; ρ·∆х·S- масса элемента стержня. 

∂u/∂t=(k/cρ)( ∂²u/∂x²); a²= k/cρ
∂u/∂t= a²(∂²u/∂x²)-ур-ие теплопроводности стержня.

∂u/∂t=a²(∂²u/∂x²+∂²u/∂y²+∂²u/∂z²)-ур-ие распространение тепла в пространстве.     Чтобы решение этого ур-ия было определенным u(x,t) должна удовлетворять краевым условием, полученным из физических условий задачи.

1-ая краевая задача: 0≤ t≤T
u│t=0=φ(x)-1;u│ x=0 =ψ1(t)-2;

u│x=l =ψ2(t)-3

Начальное условие(1) соответствует тому что при t=0 в различных сечениях стержня задана температура = φ(x).

Условие (2)и(3)(граничные или краевые усл.) соответствуют потому что на концах стержня при х=0 и х=t поддерживается температура = ψ1(t)и ψ2(t)   


	5.Задачи Коши для неограниченного стержня.

1.Случай неограниченного стержня.

∂u/∂t= a²(∂²u/∂x²),при t>0,- ∞<x<+∞
u│t=0=φ(x); используем метод разделения переменных (метод Фурье)

u(x,t)= X(x)·T(t);
X(x)·T′(t)=а² X″(x)·T(t)│: (X(x)T(t) а²)
T′(t)/a²T(t)=X"(x)/X(x)= (-λ²)↔

{T′+a² λ ²T(t)=0 T(t)=Се- a² λ ²t;X"(x)+λ²X(x) =0 

X(x) =Acos( λx)+Bsin( λx)

u(x,t)= Се- a² λ ²t(Acos( λx)+Bsin( λx))(1)

Для каждого значения 
λ можно найти своё решение вида (1). Произвольные постоянные АиВ для каждого значения λ имеют определенное значения, поэтому можно считать АиВ ф-ями от λ. Сумма решений вида (1) так же явл. решением. Интеграл по параметру λ так же явл. решением исходного ур-ия.

uλ (x,t)= Се- a² λ ²t(A( λ) cos( λx)+B( λ) sin( λx)) 

u(x,t)=∑ λ Се- a² λ ²t(A( λ) cos( λx)+B( λ)sin( λx))- переход к интервалу по ( λ)

u(x,t)=∫∞0Се-a²λ²t(A(λ) cos(λx)+B(λ) sin(λx))dλ=0

u│t=0=φ(x)=∫∞0(A(λ) cos(λx)+B(λ) sin(λx))dλ, где 
коэф. A(λ)=1/π∫+∞-∞φ(z)cos(λz)dz;

B(λ)=1/π∫+∞-∞φ(z)sin(λz)dz
u(x,t)=1/2a√πt∫+∞-∞φ(z)e-(z-x)²/4a²tdz-формула наз. интегралом Пуассона.

Интеграл Пуассона в таком виде представляет решение задачи о распространении тепла в неограниченном стержне.

2)Распространение тепла в ограниченном с одной стороны в стержне.

u(x,t)-?   ∂u/∂t= a²(∂²u/∂x²), при t>0, 0 ≤ x < ∞
u│t=0=φ(x); u│х=0=ψ(t) Решение имеет вид:

uλ (x,t)= 1/2a√πt∫+∞0φ(z)[e-(z-x)²/4a²t e-(z+x)²/4a²t ]dz+
+1/2a√πt∫+∞0φ(y)e-x²/4a²(t-y)(t-y)-3/2dy
3)Случай ограниченного с обеих концов стержня.

а)u│х=0=u│х=l=0 u│t=0=φ(x);∂u/∂t= a²(∂²u/∂x²),

u(x,t)=∑(∞;k=1)bke-(kπa/l)²tsin(kπx/l), 

где bk=2/l∫l0φ(x) tsin(kπx/l)dx

б) ∂u/∂x│х=0= ∂u/∂x│х=l=0  

u(x,t)=∑(∞;k=1)ake-(kπa/l)²tcos(kπx/l)+a0,

где ak=2/l∫l0φ(x) tcos(kπx/l)dx; a0=1/l∫l0φ(x)dx

	6. Уравнение теп-ти для стационарного случая.

Ур. вида: ∂2u/ ∂Х2+ ∂2 u/ ∂Y2+ ∂2 u/ ∂Z2 =0 кот. наз. ур-ем Лапласса, описывает распростронение тепла в пространстве в стационарном случае. Функция и зависит только от расположения точки и независит от времени. В плоском случае ур-ие Лапласса имеет вид: ∂2u/ ∂X2+ ∂2u/∂Y2 =0

Ф-лы перехода к полярным координатам:

X=ρcosθ

Y= ρsinθ

∂u/ ∂p= ∂u/∂x* ∂x/∂p+∂u/∂y*∂y/∂p

∂u/∂θ = ∂u/∂x* ∂x/∂θ+∂u/∂y*∂y/∂θ

u=u(x,u)

x=f(p, θ)

y=f(p, θ)

	
	
	10.Решение ур-ия колебания струны методом Даламбера.

 u/∂t²=a²(∂²u/∂x²)-ур-ие свободных колебаний струны.

u│t=0=φ(x); ∂u/∂t│t=0=ψ(x);

u(x,t)= (φ(x-at)+ φ(x+at)/2)+

+1/2a∫x-ax+at ψ(z)dz


	7. Задача Дирихле для круга.

ρ2*∂2u/∂ρ2*ρ*∂u/∂ρ* ∂2u/∂φ2=0

Пусть дан круг радиуса R с центром в полюсе О, в полярной системе координат.

u=u(ρ,φ) удовлетв. На ок-ти условию

u|p=R  =f(φ), где f(φ) заданная ф-я 

   непрерывная на ок-ти.

Рас-м решение методом Фурье.

u(ρ,φ)=Q(ρ)*T(φ)

U″ρρ=Q″ (ρ)*T(φ)

U″φφ=Q(ρ)*T″ (φ)

ρ2Q″ (ρ)T(φ)+ρQ′ (ρ)T(φ)+Q(ρ)T′ (φ)=0

ρ 2Q″(ρ)+ ρ Q′ (ρ)/Q(ρ)+T″ (φ)/T(φ)=0

T″(φ)/T(φ)=-P2Q″ (ρ)+ ρ Q′(ρ)/Q(ρ)=-K2

	8. Решение уравнения теплопроводности  методом конечных разностей.

Уравнение распространения тепла в стержне:  ∂u/∂t=a2*∂2u/∂x2
Краевые условия:

u|t=o  =φ(x),  0≤X≤L

u|x=o =ψ1(t),   0≤t≤T

u|x=L =φ2(t),   0≤t≤L

  Требуется н-ти решение u(x,t) в прямоугольнике ограниченными прямыми t=0, t=T, x=0, X=L.  

∂u(x,t)/ ∂t ≈ u(x,t+l)-u(x,t)/l

∂u(x,t)/ ∂x ≈u(x+h,t)-u(x,t)/h

∂2u/∂x2 ≈ 1/h*[(u(x+h,t)-u(x,t))/h –(u(x,t)-u(x-h,t))/h]=1/h2* [u(x+h,t)-2u(x,t)+u(x-h,t)]

покроем данный прямоугольник шириной l и высотой t сеткой образованной прямыми x=ih, i=1,2….t=kl, k=1,2…. 

Где h- точкапоOx, l – точка по Ot.

U(ih,kl)=Uik


	9. Реш. Задачи Дирихле методом конечных разностей.

Пусть в пл-ти u(x,y) дана область Д ограниченная контуром С. На контуре С задана непрерывная ф-я f. Задача: н-ти приближенное решение Ур-ия Лапласа удовлетворяющее граничному условию.

∂2u/∂X2+ ∂2u/∂Y2+∂2u/∂Z2 =0

u|c =f

Проведем 2 семейства прямых x=ih, y=kh, Где h – заданное число, i,k- принимают последовательные целочисленные значения. Область Д покрыта сеткой, точки пересечения прямых наз. узлами сетки.

Если т. (i.h,k,h) соседняя с точкой контура С*,то в правой части разностного Ур-ия некоторые слагаемые будут известны через значения f*. Таким образом можно получить N ур-ии с N неизвестными, где N число узлов сетки лежащих внутри области D*.


	1 Числовой ряд. Основные понятия св-ва.

U1 , U2 , … , Un , … - числа. U1 + U2 +U3 … + Un +… - числовой ряд. Un – общий член ряда. Суммы первых n членов числового ряда называют частичными суммами ∑(от i=1 до ∞) Ui= U1 + U2 +U3 … + Ui +…(S1=U1; S2=U1+U2; S3= U1+U2 +U3;  Sn= U1+U2 +…+Un;)  -    частичная сумма. Если сущ-ет прдел частичных сумм при n→∞ , то ряд наз-ся сх-ся, если предел частичных суммм не сущ-ет, то ряд наз-ся расх-ся. Св-ва числовых рядов: 1) если сх-ся ряд U1 + U2 +U3 … + Un +… , то сх-ся ряд аU1 + аU2 +аU3 … + аUn +… при а≠о 2) если ряды               ∑  ( от n=1 до ∞)Un   и  ∑ ( от n=1 до ∞) Vn , то сх-ся ряды  ∑ ( от n=1 до ∞)( Un± Vn) 3) Sn= U1 + U2 +…+Uк+ Uк+1 +… Un ; U1 + U2 +…+Uк+ Uк+1 +… Un (1) Uк+1+ Uк+2 +… (2) если ряд (1) сх-ся, то  сх-ся и ряд (2) полученный отбрасыванием из ряда (1) конечнего числа к  первых его члленов, справедливо и обратное.
	2 Необх-ый признак сх-ти. Признак сх-ти. Признаки сравнения рядов.

Необх-ый признак сх-ти. Если рядU1 + U2 + … + Un +… сх-ся, то lim (n→∞)Un = 0

Признаки сравнения рядов. 1) если даны ряды Un>0 , Vn>0 ∑(от n=1 до ∞) Un  и ∑( от n=1 до ∞)Vn ,  Un  > Vn для любых n , то а) если ряд ∑( от n=1 до ∞)  Un   сх-ся, то ∑ ( от n=1 до ∞) Vn тоже сх-ся. б) если ∑ ( от n=1 до ∞) Vn расх-ся, то ряд ∑  ( от n=1 до ∞)Un   расх-ся. 2) если даны ряды Un>0 , Vn>0 ∑ ( от n=1 до ∞) Un  и ∑  ( от n=1 до ∞)Vn ,  Un  > Vn для любых n и lim  (n→∞)Un/ Vn=К , где К≠0, то ряды сх-ся или расх-ся одновременно.
	3 Дост. признаки знакополож-ых рядов. (Даламбера, Коши)

Дост. признак Даламбера. Если для ряда U1 + U2 + … +Un +… выполняется условие lim (n→∞)Un+1/Un=L , то:  если L<0, то ряд сх-ся; если L>0, то ряд расх-ся; если L=1, то использовать другой признак. Интегральный признак Коши. Пусть члены ряда     U1 + U2 + … +Un +… яв-ся значениями некоторой функции f(х) при х=1,2,3,…, причем f(х) положит-ая непрерывная и убыв-ая на промежуке[1:+∞),тогда..ряд∑(отn=1до∞)Unи несобс-ый интеграл ∫(от 1 до ∞) f(х)dх сх-ся или расх-ся одновременно. Радик. признак Коши. Если для ряда U1 + U2 + … +Un +… выполняется усл L= lim(n→∞)n√Un , то ряд сх-ся, если L<1 ряд расх-ся L>1, а при L=1 использовать другой признак.

	4 Знакочередующийся ряд. Признак Лейбница.

Если для знакочередующ-ся ряда U1 - U2 + U3 – U4  + … +(-1)n+1Un+…  выпол-ся усл-я: 1) U1 >U2 >U3> U4 >… 2) lim Un=0 , то ряд сх-ся. Если хотя бы одно условие не выполняется ряд расх-ся. Док-во: U1 - U2 + U3 – U4  + … +(-1)n+1Un+…  S1=U1; S2=U1-U2; S3= U1-U2 +U3; S2m= U1-U2 +U3-… - U2m; S2m+1= U1-U2 +U3-… - U2m+U2m+1; Рассм. частичные суммы с четными номерами: 1) S2 , S4 , … , S2m . надо доказать, что S2 <S4<S6<… и ограничены некоторым числом. S2m= (U1 - U2) + (U3 – U4)+…+ ( U2m-1-U2m) по первому условию признака Лейбница >0; S2m+2= S2m+(U2m+1-U2m+2) => S2m< S2m+2 ; S2m=U1 – (U2  - U3 )–( U4 – U5) - … =>  S2m< U1  S2m+2< U1 => последовательность частичных сумм ограничена. Следовательно существует предел частичных сумм, т.е. S=lim(m→∞) S2m , где U1>S>0 ; 2) Рассмотрим последов-ть частичных сумм с нечет-ми номерами S2m+1= S2m+ U2m+1  lim(m→∞) S2m+1= lim(m→∞) S2m+ lim(m→∞) U2m+1=S (по 2 усл. признаку Лейбница) 3) т.к. lim(m→∞) S2m=S и lim(m→∞) S2m+1=S => S=lim(n→∞) Sn и 0<S<U1 , т.е. ряд сх-ся ч.т.д. замечаниие: Если знакочеред-ся ряд сх-ся, то его сумма меньше первого члена. Признак лейбница выполняется если первое условие выполняется начиная с некотрого номера N.  
	5 Функциональные ряды.

Ряд U1 + U2 +U3 … + Un +… наз-ся функциональным, если его члены U1 яв-ся функциями от х  U1(х)+ U2(х) +U3(х) … Давая х определенные числовые значения мы получим различные числовые ряды которые могут оказатся сх-ся или расх-ся.  Областью сх-ти функц-го ряда наз-ся совокупность тех значений х при которых функ-ий ряд сх-ся. В случае сх-ти функ-го ряа его сумма также яв-ся функц. S(х). пример 1+х+х2+х3+…+хn-1+…= 1/1-х – геометрическая прогрессия с знаменателем q=х в1=1; S(х)= 1/1-х=∑ ( от n=1 до ∞)хn-1 – разложение функции в ряд. Если обозначить ч/з Sn(х) сумму первых n членов ряда U1(х)+ U2(х) +…+Un(х) +… (1) т.е. частичная сумма ряда, и этот ряд сх-ся, то сумму ряда S(х) можно записать в виде S(х)=Sn(х)+rn(х),где  rn(х)=Un+1(х)+Un+2(х)+… наз-ся остатком ряда (1), если ряд сх-ся, то lim (n→∞) Sn(х)=S(х), тогда lim (n→∞)2 n(х)= lim (n→∞) (S(х) – Sn(х))= lim (n→∞) S(х) - lim (n→∞) Sn(х)= S(х) - S(х)=0 . функ-ый ряд U1(х)+ U2(х) +Un(х) … наз-ся равномерно сх-ся, на отрезке [а;b], если для любого сколь угодно малого ε>0 найдется такой номер N, что для всех n>N будет выполнятся неравенство │ S(х) – Sn(х)│= ε для любых х принадлежащих [а;b]
	6.Степенной ряд. Радиус сходимости.

Степенным рядом назыв-ся ф-ый ряд вида а0+а1х+а2х2+а3х3≡∑аnхn,где….а0,а1а2…постоянные числа называемые коэф-ми ряда. Областью сходимости степенного ряда является некоторый числовой промежуток который может вырождаться в точку.

Теорема Авиля:1) если степ-й ряд сход-ся при некотором значении х0,  неравным 0, то он абсолютно сход-ся при любом значении х удовл-м условию |х|< х0; 2)если степ-й ряд расход-ся при некотором значении х0, то он расход-ся при любом значении х удовл-м условию |х|>|х0|

В точках |х0| и -|х0| рассм-ть сход-ть числовых рядов, пользуясь признаками сход-ти, теоремами сравнения для знакочеред-ся и знакоположит-х рядов.

Интервалом сход-ти степенного ряда называется такой интервал от –R до R, что для всякой точки х лежащей в интервале (–R; R) ряд сход-ся и притом абсолютно, а для точек х лежащих вне этого интервала – ряд расх-ся.число R – радиус сход-ти степ-го ряда.



	7.Ряд Тейлора и Маклорена. Разложение элементов ф-ий в ряд.

Для ф-ии f(x) имеющей все производные до (n+1) включительно в окрестности нек-ой т. x=a справедлива ф-ла Тейлора f(x)= f(a)+ 
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Ряд Тейлора имеет вид:

f(x)= f(a)+ 
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При 
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 имеем ряд Маклорена:
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Разложение элементарных ф-ий в ряд.
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	8. Ряд Фурье.

Функциональный ряд вида:
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наз-ся тригоном. рядом. Постоянные числа 
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Если ряд (1) сходится, то его сумма явл-ся периодической ф-ией 
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 с периодом 2П.

Ф-лы Фурье для коэф-ов тригоном. ряда сходящегося к периодичной ф-ии 
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(х):
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	9. Ряды Фурье для четных и неч-х ф-ий.

1. f(x)-четная ф-ия

а) область опр.сим-а отн.О.

б) f(-x)=f(x)
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Если f(x) четная ф-ия, то 
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2. f(x) нечетная ф-ия.

а) обл-ь опр-я сим-а отн-но О.

б) f(-x)= -f(x)
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Замечание: при разложении ф-ии в ряд Фурье рассм-ются период-ие ф-ии или ф-ии продолженные периодически. При этом интеграл от периодичной ф-ии f(x) по любому отрезку длина к-рая равна длиннее периода имеет всегда одно и то же значение.



	
	10. Ряд Фурье для ф-ии с периодом 2
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 .

f(x) периодич-я с периодом T=2
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f(x)=
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