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1. Определение числового ряда и его сходимость. Необходимое условие сходимости числового ряда.

Дана бесконечная последовательность чисел: U1, U2…Un. Ряд – выражение состоящее из этих чисел вида U1+U2+…+Un+…=Σ[1- ∞]Un.

U1 – первый член ряда, U2 – 2-ой, Un – общий член. Ряд считается заданным, если задача функционально общего члена от его номера n.

Un=1/n(n+1); ½ + 1/6 + … + 1/n(n+1)+…, Σ[1 - ∞]1/n(n+1). 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ СУММЫ РЯДА: Частичной суммой Sn числового ряда называется сумма первых n его членов Sn=U1+U2+…+Un. Рассмотрим предел частичных сумм: S1, S2…Sn, lim(n(∞)Sn. Если существует конечный предел последовательности частичных сумм ряда равный S, то такой ряд называется сходящимся. Число S – суммой ряда, S=Σ[1 - ∞]Un. Если этот предел не существует, то такой ряд расходится.

ТЕОРЕМА: Если ряд U1+U2+..+Un+.. сходится, то его n-ый член стремится у нулю при неограниченном возрастании номера n, lim(n(∞)Un=0 – необходимое условие сходимости. Дано: lim(n(∞)Sn=S; Д-ть: 
lim(n(∞)Un=0, Д-во: Sn=U1+U2+..+Un, Sn-1=U1+U2…+Un-1, 

lim(n(∞)Sn=S, lim(n(∞)Sn-1=S, Un=Sn-Sn-1; lim(n(∞)Un=

=lim(n(∞)(Sn-Sn-1)=S-S=0 – сходится.

СЛЕДСТВИЕ: достаточный признак расходимости ряда: если lim(n(∞)Un=∞ (не существует), то ряд расходится. Гармонический ряд: 1+1/2+1/3+…+1/n+…=Σ[1 - ∞]1/n, lim(n(∞)1/n=0, но этот ряд все равно расходится.

2. Свойства сходящихся числовых рядов.

ТЕОРЕМА1: если ряд U1+U2+…+Un+… сходится и его сумма равна S, то ряд aU1+aU2+…+aUn+…, где а – заданное число, также сходится и его сумма равна aS. Дано: Σ[1 - ∞]Un, lim(n(∞)Sn=S; Док-ть: Σ[1 - ∞]aUn, 

lim(n(∞)δn=aS; Док-во: Sn=U1+U2+…+Un; δn=aU1+aU2+…+aUn=

=a(U1+U2+…+Un)=aSn; lim(n(∞)δn=lim(n(∞)aSn=alim(n(∞)Sn=aS.

ТЕОРЕМА2: пусть ряды U1+U2+…+Un+… и V1+V2+…Vn+… сходятся и имеют суммы Sи S’, тогда алгебраическая сумма этих рядов вида 

(U1+ - V1) + (U2 + - V2)+…+(Un + - Vn)+… также сходится и его сумма равняется S+ - S’. Дано: Sn(Σ[1 - ∞]Un, δn=Σ[1 - ∞]Vn, lim(n(∞)Sn=S,

lim(n(∞)δn=S’. Док-ть: Σ[1 - ∞](Un+ - Vn) – сходится. Д-во: составим последовательность частичных сумм этого ряда: Ln, L1=U1+ -V1,

L2=(U1+ -V1)+(U2+ -V2), Ln=(U1+ -V1)+(U2+ -V2)…+(Un+ -Vn).

Ln=(U1+U2+…+Un)+ -(V1+V2+…Vn)=Sn+ -δn, lim(n(∞)Ln=

=lim(n(∞)(Sn+ -δn)=lim(n(∞)Sn+ -lim(n(∞)δn=S+ -S’.

ТЕОРЕМА3: Рассмотри 2 ряда: U1+U2+…+Uk-1+…Un+… (1), Uk+1 + 

+ Uk+2 +…+Un+…(2) Как изменяется сходимсоть ряда? Если ряд (1) сходится, то сходится и ряд (2), верно и обратное утверждение. Из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1). Отбрасывание первых k членов ряда не изменяет его сходимости, k – конечное число и не зависит от n. Дано: Σ[1 - ∞]Un=S – сходится, Д-ть: Σ[n=k+1  -  ∞]Un=S-Sk – сходится. Д-во: Sn((1), δnk((2), Sk=U1+U2+…+Uk, Sn=Sk+δnk; Snk=Sn-Sk; 

lim(n(∞)δnk=|не зависит от k|=lim(n(∞)(Sn-Sk)=lim(n(∞)Sn – Sk=S-Sk.

Обратное утверждение – самостоятельно.

3. Критерий Коши сходимости числового ряда.

НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ РЯДА

ТЕОРЕМА: Если ряд U1+U2+..+Un+.. сходится, то его n-ый член стремится у нулю при неограниченном возрастании номера n, lim(n(∞)Un=0 – необходимое условие сходимости. Дано: lim(n(∞)Sn=S; Д-ть: 
lim(n(∞)Un=0, Д-во: Sn=U1+U2+..+Un, Sn-1=U1+U2…+Un-1, 

lim(n(∞)Sn=S, lim(n(∞)Sn-1=S, Un=Sn-Sn-1; lim(n(∞)Un=

=lim(n(∞)(Sn-Sn-1)=S-S=0 – сходится.

СЛЕДСТВИЕ: достаточный признак расходимости ряда: если lim(n(∞)Un=∞ (не существует), то ряд расходится. Гармонический ряд: 1+1/2+1/3+…+1/n+…=Σ[1 - ∞]1/n, lim(n(∞)1/n=0, но этот ряд все равно расходится.

4. Числовые ряды с неотрицательными членами.

Если все члены ряда U1+..+Un+.. больше нуля, то такой ряд называется знакоположительным или рядом с неотрицательными членами. Знакоотрицательный ряд переходит в знакоположительный путем умножения его на (-1), что не влияет на сходимость ряда. 

5. Признаки сравнения для числовых рядов с неотрицательными членами.

1 достаточный признак: признак сравнения (о сходимости знакоположительного ряда): ТЕОРЕМА: даны 2 знакоположительных ряда U1+U2+..+Un+…(1), V1+…+Vn+…(2). Члены 1-го ряда не превосходят соответствующих членов 2-го ряда Un≤Vn, и ряд (2) сходится, тогда ряд (1) также сходится и его сумма не привосходит суммы ряда (2).

ТЕОРЕМА2: достаточный признак расходимости ряда U1+…+Un+..(1), V1+..+Vn+…(2). При этом члены 1-го ряда не меньше членов (2). Un≥Vn. (2) – расходится, тогда ряд (1) также расходится.

ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ДАЛАМБЕРА

V1+…+Vn+…(1) если существует lim(n(∞)Un+1/Un=ρ, то 1) сходится ρ<1, 2) расходится ρ>1, 3) ρ=1, то необходимо дополнительное исследование.

ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ

Если для знакаположительного ряда существует lim(n(∞) (c.n)√Un`=ρ, 

{(1) сходится ρ<1, (1) расходится ρ>1, ρ=1 – исследование.

ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ: Дано: U1+…+Un+… члены которого не возрастают, U1≥…≥Un… и дана функция y=f(x), f(x)>0, убывающая непрерывная на интервале [1,∞]. Функция такая, что f(1)=U1, f(2)U2…f(n)=Un, тогда если несобственный ∫[1 - ∞] f(x)dx ( сходится, то сходится и ряд (1), если расходится, то и расходится ряд (1).

6. Признак Даламбера для числовых рядов с неотрицательными членами.

V1+…+Vn+…(1) если существует lim(n(∞)Un+1/Un=ρ, то 1) сходится ρ<1, 2) расходится ρ>1, 3) ρ=1, то необходимо дополнительное исследование. Дано: 1) ρ<1, lim(n(∞)Un+1/Un=ρ<1, Д-ть: (1) – сходится, Д-во: Для ε<0, можно найти N, n≥N, будет выполняться: | (Un+1/Un) - ρ|<ε; ρ-ε<Un+1/Un<

<ε+ρ=q; Un+1/Un<q, ρ<1, n≥N, ε+ρ<1. Начиная с номера N, будем иметь q<1, UN+1 / UN < q, UN+2 / UN+1<q, UN+3/UN+2<q … ,  (2) UN+1 + 

+ UN+2 + UN+3 +…+… рассмотрим: (3) UN+1 +qUN+1 + q(c.2)UN+1 +

 + q(c.3)UN+1 +…, q<1 (3) – сходится, UN+1<qUN+1, UN+3<q(c.2)UN+1….

(2) – сходится, ( (3) – сходится. Пусть ρ>1. В этом случае lim(n(∞)(U(инд.n+1)/U(инд.n))=ρ>1, Отсюда следует, что начиная с некоторого номера, выплняется равенство U(инд.n+1)/U(инд.n)>1, или U(инд.n+1)>U(инд.n), т.е. члены ряда возрастают с увеличением номера n. Поэтому lim(n(∞)≠0. На основании следствия из необходиомго признака ряд расходится.

ЗАМЕЧАНИЕ: 1) если ρ=1, то ряд может быть как сходящимся, так и расходящимся. 2) Признак Даламбера целесообразно применять, когда общий член ряда содержит выражение вида n! или a(c.n).

7. Радикальный признак Коши для числовых рядов с неотрицательными членами.

Если для знакаположительного ряда существует lim(n(∞) (c.n)√Un`=L, 

то ряд сходится при L<1, расходится при L>1, L=1 – исследование. Доказательство аналогично признаку даламбера, который доказывается так:

{{V1+…+Vn+…(1) если существует lim(n(∞)Un+1/Un=ρ, то 1) сходится ρ<1, 2) расходится ρ>1, 3) ρ=1, то необходимо дополнительное исследование. Дано: 1) ρ<1, lim(n(∞)Un+1/Un=ρ<1, Д-ть: (1) – сходится, Д-во: Для ε<0, можно найти N, n≥N, будет выполняться: | (Un+1/Un) - ρ|<ε; ρ-ε<Un+1/Un<

<ε+ρ=q; Un+1/Un<q, ρ<1, n≥N, ε+ρ<1. Начиная с номера N, будем иметь q<1, UN+1 / UN < q, UN+2 / UN+1<q, UN+3/UN+2<q … ,  (2) UN+1 + 

+ UN+2 + UN+3 +…+… рассмотрим: (3) UN+1 +qUN+1 + q(c.2)UN+1 +

 + q(c.3)UN+1 +…, q<1 (3) – сходится, UN+1<qUN+1, UN+3<q(c.2)UN+1….

(2) – сходится, ( (3) – сходится. Пусть ρ>1. В этом случае lim(n(∞)(U(инд.n+1)/U(инд.n))=ρ>1, Отсюда следует, что начиная с некоторого номера, выплняется равенство U(инд.n+1)/U(инд.n)>1, или U(инд.n+1)>U(инд.n), т.е. члены ряда возрастают с увеличением номера n. Поэтому lim(n(∞)≠0. На основании следствия из необходиомго признака ряд расходится.}}


8. Интегральнй признак Коши для числовых рядов с неотрицательными членами.

ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ: Дано: 

U1+…+Un+… члены которого не возрастают, 

U1≥…≥Un… и дана функция y=f(x), f(x)>0, 

убывающая непрерывная на интервале [1,∞]. 

Функция такая, что f(1)=U1, f(2)U2…f(n)=Un, 

тогда если несобственный ∫[1 - ∞] f(x)dx ( 

сходится, то сходится и ряд, если расходится, 

то и расходится ряд. Док-во: рассмотрим 

криволинейную трапецию, ограниченную сверху графиком функции y=f(x), основанием которой служит отрезок Ох от х=1 до х=n. Построим входящие и выходящие прямоугольники, основаниями которых служат отрезки [1;2], [2;3]… Учитывая геометрический смысл определенного интеграла, запишем: f(2)*1+f(3)*1+f(n)*1<∫[n;1]f(x)dx<f(1)*1+f(2)*1+…+f(n-1)*1; или u2+u3+…+un<∫[n; 1]f(x)dx<u1+u2+…+u(инд.n-1); или S(инд.n)-u1<

<∫[n; 1]f(x)dx<S(инд.n)-u(инд.n); СЛУЧАЙ1: Несобственный интеграл 
∫[+∞; 1]f(x)dx сходится, т.е. ∫[+∞; 1]f(x)dx=A. Поскольку ∫[n;1]f(x)dx<∫[+∞; 1]f(x)dx=A, то имеем: S(инд.n)-u1<A, т.е. S(инд.n)<u1+A. Т.к. последовательность частичных сумм монотонно возрастает и ограничена сверху числом u1+A, то, по признаку существования предела, имеет предел. Следовательно ряд сходится. СЛУЧАЙ2: Несобственный интеграл 
∫[+∞; 1]f(x)dx расходится. Тогда ∫[+∞; 1]f(x)dx=+∞ и интегралы 
∫[n; 1]f(x)dx неограниченно возрастают при  n(∞. Учитывая, что 
S(инд.n)>∫[n; 1]f(x)dx + u(инд.n), получаем, что S(инд.n)( при n(∞. Следовательно данный ряд расходится.

9. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница.

Знакопеременный ряд – встречаются как положительные, так и отрицательные члены. ½+1/5-1/7-1/9+1/11… Частный случай – знакочередующиеся ряды – идет чередование плюса и минуса. 

ТЕОРЕМА ЛЕЙБНИЦА: (достаточный признак сходимости значередующегося ряда): U1, U2..Un – абсолютные величины знакочередующегося ряда, n1>0, U1-U2+U3-U4+…+(-1)(c.n-1)Un+…(1). Сформулируем теорему: если абсолютные величины членов знакочередующегося ряда (1) убывают и общий член ряд lim(n(∞)Un=0,

тогда знакочередующийся ряд (1) сходится, его сумма положительна и не привосходит модуля 1-го члена ряда 0<S≤ |U1|, Дано: U1-U2+U3…(1)

1) U1>…>Un>… 2) lim(n(∞)Un=0, Д-ть: lim(n(∞)Sn=S, 0<S≤U1 - ?.

Д-во: рассмотрим частичную сумму четного количества членов: 1) S2m=

=U1-U2+U3…+(-1)(c.n-1)U2m, сгруппируем: S2m=(U1-U2)+(U3-U4)…+

+(U2m-1 – U2m). Разности в скобках >0, =>Sm>0, S2m=U1-[(U2-U3)+

+(U4-U5)+…+(U2m-2 – U2m-1)+U2m]. Все разности положительны, значит вся эта скоба положительна. 0<S2m<U1. 2) рассмотрим S2m+1 = S2m + 

+ U2m+1. Рассмотрим lim(n(∞)S2m+1= lim(n(∞)S2m + lim(n(∞)Um+1, 

lim(n(∞)Um+1=0, lim(n(∞)S2m+1= lim(n(∞)S2m=S, 0<S≤U1.

Знакочередующийся ряд (1) называется абсолютно сходящимся рядом, если он сходится по Лейбницу и сходится ряд, составленный из модулей его членов. Знакочередующийся ряд (1) называется условно-сходящимся, если он сходится по Лейбницу, а знакоположительный ряд, составленный из модулей членов ряда расходится. 
10. Абсолютная и условная сходимость числовых рядов. Критерий Коши абсолютной сходимости числовых рядов.

Знакочередующийся ряд называется абсолютно сходящимся рядом, если он сходится по Лейбницу и сходится ряд, составленный из модулей его членов. Знакочередующийся ряд называется условно-сходящимся, если он сходится по Лейбницу, а знакоположительный ряд, составленный из модулей членов ряда расходится. 
СВОЙСТВА АБСОЛЮТНО СХОДЯЩИХСЯ РЯДОВ

Сумма абсолютно сходящегося ряда не изменяется при перестановке его членов, S= lim(n(∞)Sn.

ТЕОРЕМА (ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ЗНАКОПЕРЕМЕННЫХ РЯДОВ): знакопеременный ряд U1+…+Un+.. (2) сходится, если сходится знакоположительный ряд из модулей его членов: 

|U1|+|U2|+…+|Un|+…(3).

ОЦЕНКА ОСТАТКА СУММЫ РЯДА

По определению S= lim(n(∞)Sn, Sn=f(n), S~Sn, r (индекс n)=S-Sn – n-ый остаток ряда. r (индекс n)=Un+1 + Un+2 + … + Un+k + … s-? с заданной точностью ε!((n .). ТЕОРЕМА ОБ ОЦЕНКИ СУММЫ ЗНАКОЧЕРЕДУЮЩЕГОСЯ РЯДА: если знакочередующийся ряд сходится по Лейбницу, то его n-ый остаток не превосходит модуля первого из отброшенных членов r (индекс n)≤ |Un+1|. Доказательство самостоятельно с использованием отбрасывания членов. |∆S|=|r (индекс n)|=|S-Sn|, ε-?, 

|Un|<ε.

11. Признаки Даламбера и Коши для произвольных числовых рядов.

ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ: Дано: 

U1+…+Un+… члены которого не возрастают, 

U1≥…≥Un… и дана функция y=f(x), f(x)>0, 

убывающая непрерывная на интервале [1,∞]. 

Функция такая, что f(1)=U1, f(2)U2…f(n)=Un, 

тогда если несобственный ∫[1 - ∞] f(x)dx ( 

сходится, то сходится и ряд, если расходится, 

то и расходится ряд. Док-во: рассмотрим 

криволинейную трапецию, ограниченную сверху 

графиком функции y=f(x), основанием которой служит отрезок Ох от х=1 до х=n. Построим входящие и выходящие прямоугольники, основаниями которых служат отрезки [1;2], [2;3]… Учитывая геометрический смысл определенного интеграла, запишем: f(2)*1+f(3)*1+f(n)*1<∫[n;1]f(x)dx<f(1)*1+f(2)*1+…+f(n-1)*1; или u2+u3+…+un<∫[n; 1]f(x)dx<u1+u2+…+u(инд.n-1); или S(инд.n)-u1<

<∫[n; 1]f(x)dx<S(инд.n)-u(инд.n); СЛУЧАЙ1: Несобственный интеграл 
∫[+∞; 1]f(x)dx сходится, т.е. ∫[+∞; 1]f(x)dx=A. Поскольку ∫[n;1]f(x)dx<∫[+∞; 1]f(x)dx=A, то имеем: S(инд.n)-u1<A, т.е. S(инд.n)<u1+A. Т.к. последовательность частичных сумм монотонно возрастает и ограничена сверху числом u1+A, то, по признаку существования предела, имеет предел. Следовательно ряд сходится. СЛУЧАЙ2: Несобственный интеграл 
∫[+∞; 1]f(x)dx расходится. Тогда ∫[+∞; 1]f(x)dx=+∞ и интегралы 
∫[n; 1]f(x)dx неограниченно возрастают при  n(∞. Учитывая, что 
S(инд.n)>∫[n; 1]f(x)dx + u(инд.n), получаем, что S(инд.n)( при n(∞. Следовательно данный ряд расходится.

V1+…+Vn+…(1) если существует lim(n(∞)Un+1/Un=ρ, то 1) сходится ρ<1, 2) расходится ρ>1, 3) ρ=1, то необходимо дополнительное исследование. Дано: 1) ρ<1, lim(n(∞)Un+1/Un=ρ<1, Д-ть: (1) – сходится, Д-во: Для ε<0, можно найти N, n≥N, будет выполняться: | (Un+1/Un) - ρ|<ε; ρ-ε<Un+1/Un<

<ε+ρ=q; Un+1/Un<q, ρ<1, n≥N, ε+ρ<1. Начиная с номера N, будем иметь q<1, UN+1 / UN < q, UN+2 / UN+1<q, UN+3/UN+2<q … ,  (2) UN+1 + 

+ UN+2 + UN+3 +…+… рассмотрим: (3) UN+1 +qUN+1 + q(c.2)UN+1 +

 + q(c.3)UN+1 +…, q<1 (3) – сходится, UN+1<qUN+1, UN+3<q(c.2)UN+1….

(2) – сходится, ( (3) – сходится. Пусть ρ>1. В этом случае lim(n(∞)(U(инд.n+1)/U(инд.n))=ρ>1, Отсюда следует, что начиная с некоторого номера, выплняется равенство U(инд.n+1)/U(инд.n)>1, или U(инд.n+1)>U(инд.n), т.е. члены ряда возрастают с увеличением номера n. Поэтому lim(n(∞)≠0. На основании следствия из необходиомго признака ряд расходится.

ЗАМЕЧАНИЕ: 1) если ρ=1, то ряд может быть как сходящимся, так и расходящимся. 2) Признак Даламбера целесообразно применять, когда общий член ряда содержит выражение вида n! или a(c.n).

12. Функциональный ряд и его сходимость. Признаки Даламбера и Коши для исследования сходимости функциональных рядов.

Ряд, члены которого являются функциями от х, называется функциональным рядом (ФР). U1(x)+U2(x)+…+Un(x)+…(1), x=x0, 

U1(x0)+…+Un(x0)+.. (2). Если при x=x0 (2) сходится, то x0 – точка сходимости ФР (1). Совокупность всех точек сходимости ФР называется областью сходимости этого ряда. 

ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ: Дано: 

U1+…+Un+… члены которого не возрастают, 

U1≥…≥Un… и дана функция y=f(x), f(x)>0, 

убывающая непрерывная на интервале [1,∞]. 

Функция такая, что f(1)=U1, f(2)U2…f(n)=Un, 

тогда если несобственный ∫[1 - ∞] f(x)dx ( сходится, то сходится и ряд, если расходится, то и расходится ряд.

V1+…+Vn+…(1) если существует lim(n(∞)Un+1/Un=ρ, то 1) сходится ρ<1, 2) расходится ρ>1, 3) ρ=1, то необходимо дополнительное исследование.
13. Степенной ряд. Радиус сходимости и интервал сходимости.

СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ

C0 + C1(x-a)+c2(x-a)(c.2)+…+Cn(x-a)(c.n)+…=Σ[0 - ∞]Cn(x-a)(c.n).

ПРИЗНАК ДАЛАМБЕРА: lim(n(∞)Un+1/Un =ρ, >1 – сходится, <1 – расходится, Ck>0, |Un+1|=Cn+1|x|(c.n+1), |Un|=Cn|x|(c.n), 

lim(n(∞)Cn+1|x|(c.n+1)/Cn|x|(c.n)= lim(n(∞)|x|Cn+1/Cn=

=|x| lim(n(∞)Cn+1/Cn. Пусть lim≠0 существует. LIM=1/R, R>0, 

|x|*1/R<1, |x|<R, xЄ(-R; R) – интервал сходимости. R – радиус сходимости степенного ряда x=-R и x=R – исследуется дополнительно

14. Свойства степенных рядов. Еинственность разложения функции в степенной ряд.

Пусть задан степенной ряд C0+C1x+C2x(c.2)+…+Cn x(c.n)+… (1), интервал сходимости (-R;R). 
ТЕОРЕМА1: ряды, полученные дифференцированием или интегрированием степенного ряда (1) имеют тот же интервал сходимости, что и данный ряд. 

ТЕОРЕМА2: сумма степенного ряда (1) S(x)=Σ[0 - ∞]Cn x(c.n) – есть непрерывная функция в каждой точке интервала сходимости. 

ТЕОРЕМА3: если 0<r <R, r – произвольное положительное число, то степенной ряд (1) сходится равномерно на сигменте [-r,r], лежащего внутри интервала сходимости [-R,R].

ТЕОРЕМА4: сумма ряда, полученного дифференцированием ряда (1) в каждой точке интервала сходимости равна производной от суммы данного ряда (1). S(x)=C0+C1x+C2x(c.2)+…+Cn x(c.n)+… (1), φ(x)=C1+2C2x+…+

+nCn x(c.n-1)+… (2). φ(x)=S’(x).

ТЕОРЕМА5: степенной ряд (1) можно интегрировать внутри интервала сходимости и если числа x1,x2Є(-R,R), то ∫[x1-x2](C0+C1x+C2 x(c.2)+…+

+Cn x(c.n)+…)dx=∫[x1-x2]C0dx+∫[x1-x2]C1 x(c.2)dx+…

15. Ряд Тейлора. Достаточное условие разложимости функции в ряд Тейлора.

f(x)=C0+C1x+C2 x(c.2)+…+Cn x(c.n)+… В этом случаи мы имеем разложение функции в степенной ряд в окрестности нулю. Если 
f(x)=C0+C1(x-a)+…+Cn(x-a)(c.n)+…, то функция разложения в степенной ряд в окрестности точки А. Введем определение: Sn(x)=C0+C1x +…+

+Cn x(c.n) – многочлен Тэйлора. f(x)-Sn(x)=Rn(x) – остаточный член степенного ряда. ТЕОРЕМА: для того, чтобы функция y=f(x), которая разложена в степенной ряд (1) была суммой этого ряда, необходимо и достаточно, чтобы остаточный член этого степенного ряда стремился к нулю при неограниченном росте n. Док-во необходимого условия:

Дано: f(x)=S(x)=Σ[0 - ∞]Cn x(c.n), Д-ть: lim(n(∞)Rn(x)=0 -?, Д-во: 

По определению Rn(x)=f(x)-Sn(x), по условию: f(x)= lim(n(∞)Sn(x), 

lim(n(∞)Rn(x)= lim(n(∞)(f(x)-Sn(x))=f(x)- lim(n(∞)Sn(x)=f(x)-f(x)=0.

Докажем достаточное условие: Дано: lim(n(∞)Rn(x)=0, Д-ть: 
f(x)=S(x)=Σ[0 - ∞]Cn x(c.n);  Д-во: lim(n(∞)Rn= lim(n(∞)(f(x)-Sn(x))=

=f(x)- lim(n(∞)Sn(x)=0 ( f(x)= lim(n(∞)Sn(x), f(x)=Sn(x)

РЯД ТЭЙЛОРА

Дано: f(x)=C0+C1(x-a)+C2(x-a)(c.2)+…+Cn(x-a)(c.n)+…, f(x)=S(x), Ck-?,

f ’(x)=C1+2C2(x-a)+…+nCn(x-a)(c.n-1)+…, f ’’(x)=2C2+3*2*C3(x-a)+…+

+Cn n(n-1)(x-a)(c.n-2)+…, f (c.(n))(x)=n(n-1)(n-2)…3*2*Cn(n+1)n(n-1)…

….3*2*Cn+1(x-a). Вычислим производную в точке x=a, f(a)=C0, 

f ‘(a)=1*C1, f ‘’(a)=2*C2, f ‘’’(a)=3*2*1*C3=3!C3    ….

f(c.(n))(x)=n!Cn, f(x)=f(a) + f ‘(a)(x-a)/1! + …+ f(c.(n))(a)(x-a)(c.n)/n! + Rn(x).

Rn(x)=f(c.(n+1))(c)(x-a)(c.n+1)/(n+1)!, c – некоторое фиксированное значение х. Если a=0, то мы имеем ряд Маклорена.

16. Разложение функций e(c.x), shx, chs в ряд Тейлора.

e(c.x)=1 + x/1! + x(c.2)/2! +…+ x(c.n)/n!+…; Пусть f(x)=e(c. x), имеем: 
а) f '(x)=e(c.x); f ''(x)=e(c.x), …, f(с.(n))(x)=e(c.x); б) f(0)=f '(0)=…=1;

в) e(c.x)~1 + x/1! + x(c.2)/2! +…; R=lim(n(∞)|a(инд.n)/a(инд.n+1)|=

=im(n(∞)|(n+1)/n!|=lim(n(∞)(n+1)=∞, т.е. ряд сходится в интервале (-∞;∞).

shx=x + x(c.3)/3! + x(c.5)/5!+… + x(c.2n+1)/(2n+1)!+…; xЄ(-∞;∞)

chx=1 + x(c.2)/2! + x(c.4)/4! +… + x(c.2n)/2n! +…; xЄ(-∞;∞)

Пусть f(x)=chx (или shx); Заменив в формуле для e(c.x), x на –х, получим разложиние функции e(c.-x), отсюда находим разложение для наших функций, chx=(e(c.x)+e(c.-x))/2; shx=(e(c.x)-e(c.-x))/2;

17. Разложение функций sinx, cosx в ряд Тейлора.

sinx=x – x(c.3)/3! + x(c.5)/5! -…+(-1)(c.n)x(c.2n+1)/(2n+1)!+… xЄ(-∞;∞);

Пусть f(x)=sinx; Имеем: а) f '(x)=cosx=sin(x+π/2); f ''(x)=-sinx=

=sin(x+2*π/2); f(с.(n))(x)=sin(x+n*π/2)…; 
б) f(с.(n))(0)=sinπn/2={0, n=0,2,4,6…; -1, n=3,7,11…; +1, n=1,5,9..}

в) sinx~ x – x(c.3)/3! + x(c.5)/5! -…+ (-1)(c.n)x(c.2n+1)/(2n+1)! +… Полученный ряд сходится на всей числовой оси.

г) любая производная по модулю не превосходит 1, следовательно имеет место разложение.

cosx= 1 – x(c.2)/2! + x(c.4)/4! -…+(-1)(c.n)x(c.2n)/(2n)!+… xЄ(-∞;∞).

Формулуможно доказать также, как и формулу для sin. Однако проще получить разложение функции cosx, воспользовавшись свойством 5 степенных рядов. Продеференцировав почленно ряд с sin получим: 
cosx=1 – x(c.2)/2! + x(c.4)/4! -…, xЄ(-∞;∞). 

18. Разложение функций (1+x)(c.a), ln(1+x), arctgx в ряд Тейлора.

(1+х)(c.a)=1 + ax/1! + a(a-1)x(c.2)/2! + …+a(a-1)…(a-n+1)x(c.n)/n!+…

хЄ{[-1;1], если a≥0, (-1;1], если –1<a<0, (-1;1), если a≤-1}

Пусть f(x)=(1+x)(c.a), где aЄR. Имеем: а) f '(x)=a(1+x)(c.a-1); 

f (c.(n))(x)=a(a-1)…(a-(n-1))(1+x)(c.a-n),…. nЄN; б) f(0)=1; f '(0)=a; 

f ''(0)=a(a-1); …f(c.(n))(0)=a(a-1)…(a-n+1),…;

в) (1+х)(с.a)~1+ax +…+a(a-1)…(a-n+1)x(c.n)/n!+…;

г) R=lim(n(∞)|a(инд.n)/a(инд.n+1)|=lim(n(∞)|a(a-1)…(a-(n-1))(n+1)!/

/n!a(a-1)…(a-(n-1))(a-n)|=lim(n(∞)|(n+1)/(a-n))|=1, т.е. составленный ряд для функции (1+x)(c.a) сходится в интервале (-1;1). Можно показать, что и в данном случае, т.е. при xЄ(-1;1), остаточный член R(инд.n)(x) стремится к нулю при n(∞. Ряд называется биноминальным. Если a=nЄN, то все члены ряда c (n+1)-го номера равны 0, т.к. содержат множитель a-n=n-n-0. В этом случае ряд представляет собой известную формулу бнома Ньютона: (1+x)(c.n)=1 + nx/1! + n(n-1)x(c.2)/2!+…+n(n-1)…1*x(c.n)/n!.

ln(1+x)=x – x(c.2)/2 + x(c.3)/3! -..+(-1)(c.n)x(c.n+1)/(n+1)…, xЄ(-1;1];

Пусть f(x)=ln(1+x). Рассмотрим равентсов 1/(1+x)=1 – x + x(c.2) – x(c.3)+…

+(-1)(c.n)x(c.n) справедливое для всех xЄ(-1;1). Используя свойство 6 степенных рядов, проинтегрируем данный ряд на отрезке [0;x], xЄ(-1;1):

∫[x;0]dt/(1+t)=∫[x;0]dt - ∫[x;0]tdt + ∫[x;0]t(c.2)dt-…+(-1)(c.n)∫[x;0]t(c.n)dt+…

или ln(1+x)=x – x(c.2)/2! + x(c.3)/3 -…+(-1)(c.n)x(c.n+1)/(n+1)+…

Можно показать, что равенство справедливо и для x=1.
arctgx=x – x(c.3)/3! + …+(-1)(c.n)x(c.2n+1)/(2n+1)…, xЄ[-1;1].

Пусть f(x)=arctgx. Положив в формуле для (1+х)(с.a), a=-1 и заменив x на x(c.2), получим равенство:1/(1+x(c.2))=1 – x(c.2) + x(c.4)-…+(-1)(c.n)x(c.2n)..

xЄ(-1;1). Тогда ∫[x;0]dt/(1+t(c.2))=∫[x;0]dt - ∫[x;0]t(c.2)dt + …+

+(-1)(c.n)x(c.2n+1)/(2n+1)+… Можно показать, что равенство справедливо и при x=±1, т.е. при всех хЄ[-1;1]. 

19. Равномерная сходимость функциональных рядов. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости.

ФР (1) называется мажорируемым, если существует сходящийся знакоположительный числовой ряд α1+α2+…+αn+…, что выполняются условия |U1(x)|<α1, …, |Un(x)|<αn…

РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ РЯДА

ФР (1) называется равномерно сходящимся (правильно сходящимся) в некоторой области значения xЄD, если для сколь угодно малых ε>0 найдется такое целое положительное n, что для всех n≥N выполняется условие: |S(x)-Sn(x)|<ε, S(x)=U1(x)+U2(x)+…, Sn(x)=U1(x)+…+Un(x). 

lim(n(∞)Sn(x)=S(x), S(x)-Sn(x)=r (индекс n)(x), n – остаток ряда, 

r (индекс n)=Sn+1 + Sn+2 + …, |S(x)-Sn(x)|<ε, |r (индекс n)(x)|<ε. 
ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ВЕЙЕРШТРАССЕ:

Теорема: ФР (1), мажорируемый в некоторой области изменения xЄD, равномерно сходится в этой области. Дано: α1+α2+…+αn+…, |U1(x)|<α1,

|U2(x)|<α2… Д-ть: сходимость ряда при xЄD, |S(x)-Sn(x)|<ε, Д-во: сумма ЧР δ=δn+εn, εn=αn+1 + αn+2 +…, S(x)=Sn(x)+r (индекс n)(x), r (индекс n)(x)=

=Un(x)+Un+1(x)+…, |a+b|≤|a|+|b|, |r (индекс n)(x)|=|Un+1(x) + Un+2(x)+…|≤

≤|Un+1(x)|+|Un+2(x)|+…, |Un+1(x)|≤αn+1, |Un+2(x)|≤αn+2, 

|r (индекс n)(x)|≤εn при xЄD, n≥N. Примечание: мажорируемый ФР в области D сходится абсолютно в этой области.
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20. Тригонометрический ряд Фурье. Условие разложимости функции в ряд Фурье.

f(x+T)=f(x)=a0/2 + Σ[1 - ∞]a(индекс n) cosnx+b(индекс n) sinnx – тригонометрический ряд Фурье. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ С ПЕРИОДОМ T=2π: a0, an, bn – коэффициенты Фурье. f(x)=a0/2 +a1cosx+

+b1sinx+a2 cos2x +b2 sin2x+…, a0, an, bn - ?. 

∫[-π; π]sinkxdx=0, ∫[-π; π]coskx cospx dx = {0 при k≠ρ, π при k=ρ}, 

∫[-π; π]coskxdx=0, ∫[-π; π]sinkx sinρx dx={0 при k≠ρ, π при k=0},

∫[-π; π]sinkx cosρxdx=0. Предположим, что данный ряд является сходящимся правильно на сегменте [-π; π] и суммой ряда является функция f(x). Дано: f(x+2π)=f(x), [-π; π] f(x)=a0/2 + Σ[1 - ∞]an cosnx + bn sinnx (1), найти: a0, an, bn -? Решение: проинтегрируем функциональный ряд (1) на [-π; π]:

∫[-π; π]f(x)dx=∫[-π; π]a0/2 + Σ[1 - ∞]∫[-π; π]an cosnxdx + ∫[-π;π]bn sinnx dx,

∫[-π;π]f(x)dx=(a0/2)*(2π); a0=(1/π)*∫[-π;π]f(x)dx. Пусть k – рациональное произвольное число. Умножим почленно ряд (1) на функцию coskx. Затем интегрируем ряд в интервале [-π;π]:      ∫[-π;π]f(x)coskxdx=∫[-π;π](a0/2)*

*coskxdx + Σ[1 - ∞]∫[-π;π]an coskx cosnkdx + ∫[-π;π]bn sinnx coskxdx. При k=n ∫[-π;π]f(x)coskxdx=a(индекс k)π, a(индекс k)=1/π ∫[-π;π]f(x)coskxdx. Для определения коэффициента bn, умножим почленно ряд (1) на sinkx. 

∫[-π;π]f(x)sinkxdx=∫[-π;π](a0/2)*sinkxdx + Σ[1 - ∞]∫[-π;π]an cosnx sinkxdx + 

+ ∫[-π;π]bn sinkx sinnxdx. При k=n: ∫[-π;π]f(x)sinkxdx=b(индекс k) π, T=2π.

   a0=1/π ∫[-π;π]f(x)dx; a(индекс k)=1/π ∫[-π;π]f(x)coskxdx; b (индекс k)=

   =1/π ∫[-π;π]f(x)sinkxdx.

1. Комплексные числа и дейтвия над ними. Модуль и аргумент комплексного числа. Тригонометрическая и показательная форма записи комплексного числа.

Числа вида a + bi, где a и b – действительные числа, 

i – мнимая единица, называются комплексными. 

Число a будем назвать действительной частью 

комплексного числа, bi – мнимой частью 

комплексного числа, b – коэффициентом при 

мнимой части. Запись комплексного числа в виде 

a + bi называется алгебраической формой комплексного числа. Аргумент комплексного числа – угол между r (в) и положительным направлением ОХ. φ=argz – главное значение аргумента. cosφ=a/r, sinφ=b/r. Сложение, вычитание, умножение комплексных чисел в алгебраической форме производят по правилам соответствующих действий над многочленами. Только учитывают, что i(c.2)= -1, привести примеры. Модулем комплексного числа z = a + bi называется длина вектора , которую можно найти по формуле |z|=√a(c.2)+b(c.2)`. Обозначается буквой r (в). 
Если в запись комплексного числа z вместо a и b подставить другие значения, то получим z=a+ib=r cosφ +ir sinφ = r (cosφ + i sinφ). Это тригонометрическая форма записи комплексного числа. Показательная форма записи: z=|a|e(c.iφ); Что перейти используем формулу Эйлера: cosφ+isinφ=e(c.iφ).

2. Понятие функции комплексной переменной. Предел и непрерывность функции комплексной переменной. 

Пусть даны 2 множества D и E, элементами которых являются комплексные числа. Числа z=x+iy множества D будем изображать точками комплексной плоскости z, а числа w=u+iv множетсва Е – точками комплексной плоскости w. Если каждому числу (точке) zЄD по некоторому правилу поставлено в соответствие определенное число (точка) wЄE, то 

говорят, что на множестве определена однозначная 

функция комплексного переменного w=f(z), 

отображающая множество D в множетсве Е 

(см. рисунок).  Если каждому zЄD соответствует 

несколько значений w, ио функция w=f(z) многозначной. 

Пусть однозначная функция w=f(z) определена в некотрой окресности точки z0, исключая, может быть, саму точку z0. Под δ-окрестностью точки z0 комплексной плоскости понимают внутренность круга радиуса δ с центром в точке z0. Число w0 называется пределом функции w=f(z) в точке z0 (или при z(z0), если для любого положительного ε найдется такое положительное число δ, что для всех z≠z0, удовлетворяющих неравенству |z-z0|<δ, выполняется неравентсов |f(z)-w0|<ε. Записывают lim(z(z0)f(z)=w0. Из определения следует, что если предел w0 существует, то существуют и пределы lim(x(x0, y(y0)u(x;y)=u0   и  
lim(x(x0, y(y0)v(x;y)=v0. Верно и обратное утверждение. 

Пусть функция w=f(z) определена в точке z=z0 и в некотрой ее окрестности. Функция w=f(z) называется непрерывной в точке z0, если lin(z(z0)f(z)=f(z0). Определение непрерывности можно сформулировать и так: функция f(x) непрерывна в точке z0, еси бесконечно малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции: lim(∆z(0)∆f(z)=0. 
3. Дифференцируемость функции комплексной переменной. Условия Коши-римана.

Пусть однозначная функция w=f(z) определена в некотрой окрестности точки z, включая и саму точку. Тогда предел lim(∆z(0)∆ω/∆z=

=lim(∆z(0)(f(z+∆z)-f(z))/∆z=f '(z), если он существует, называется производной функции f(z) в точке z, а функция f(z) называется дифференцируемой в точке z. Условия Коши-римана: Если функция w=u(x;y)+iv(x;y) определена в некотрой окресности точки z=x+iy, причем в этой точке действительные функции u(x;y) и v(x;y) дифференцируемы, то для дифференцируемости функции w=f(z) в точке z необходимо и достаточно, чтобы в этой точке выпонялись равенства: ∂u/∂x=∂v/∂y, 

∂u/∂y= -∂v/∂x.

4. Производная функции комплексной переменной. Связь между комплексной дифференцируемостью и существованием производной. Понятие о голоморфной функции.

Пусть однозначная функция w=f(z) определена в некотрой окрестности точки z, включая и саму точку. Тогда предел lim(∆z(0)∆ω/∆z=

=lim(∆z(0)(f(z+∆z)-f(z))/∆z=f '(z), если он существует, называется производной функции f(z) в точке z, а функция f(z) называется дифференцируемой в точке z. Однознчная функция f(z) называется аналитической (голоморфной) в точке z, если она дифференцируема (выполнены условия Эйлера-Даламбера) в некоторой окрестности этой точки. Функция f(z) называется аналитической в области D, если она дифференцируема в каждой точке zЄD. Точки плоскости z, в которых однозначная функция f(z) аналитична, называются правильными точками f(z). Точки, в которых функция f(z) не является аналитичной, называются особыми точками этой функции. Дифференциалом dw аналитической функции w=f(z) в точке z называется главная часть ее приращения, т.е. 
dw=f '(z)∆z, или dw=f '(z)dz (т.к. при w=z будет dz=z '∆z=∆z). Отсюда следует, что f '(z)=dw/dz, т.е. производная функции равна отношению дифференциала функции к дифференциалу независимого переменного.

5. Понятие конфрмного отображения. Геометрический смысл модуля и аргумента производной конформного отображения.

Пусть функция w=f(z) аналитична в точке z0 и

f '(z0)≠0. Выясним геометрический смысл аргумента

и модуля произвоной. Функция w=f(z) отображает 

точку z0 плоскости z в точку w0=f(z0) плоскости w.

Пусть производная точка z=z0+∆z из окрестности 

точки z0 перемещается к точке w0 по некотрой кривой L, являющейся отображением кривой l в плоскости w. По определению производной 
f '(z0)=lim(∆z(0)∆w/∆z. Отсюда следует, что |f '(z0)|=

=|lim(∆z(0)∆w/∆z|=lim(∆z(0)|∆w/∆z|. Величина |∆z|=|z - z0| представляет собой расстояние между точками z0 и z0+∆z, а |∆w| - расстояние между точками w0 и w0+∆w. Следовательно, |f '(z0)| есть предел отношения бесконечно малого расстояния между отображенными точками w0 и w0+∆w к бесконечно малому расстоянию между точками z0 и z0+∆z. Этот предел не зависит (f(z) аналитична в точке z0) от выбора кривой l, проходящей через точку z0. Следовательно, предел lim(∆z(0)|∆w|/|∆z|=|f '(z0)| в точке z0 постоянен, т.е. одинаков во всех направлениях. Отсюда вытекает геометрический смысл модуля производной: величина |f '(z0)| определяет коэффициент растяжения (подобия) в точке z0 при отображении w=f(z). Величину |f '(z0)| называют коэффициентом растяжения, если |f '(z0)|>1, или коэффициентом сжатия, если |f '(z0)|<1. Отображение w=f(z), обладающее свойством сохранения углов и постоянством растяжений в точке z0, называется конформным (т.е. отображением, сохраняющим форму). Если при этом сохраняется и направление отсчета углов, то такое отображение называется конформным отображением 1-го рода; если направление отсчета углов изменяется на противоположное – конформным отображением второго рода. 


6. Дробно-линейные функции и их основные свойства.

Дробно-линейной функцией называется функция вида: w=(az+b)/(cz+d), где ad-dc≠0. Эта функция конформно отображает плоскость z на плоскость w. 
Основные свойства дробно-линейного отображения:

1.Групповые свойства – совокупность дробно-линейных отображений образует группу по отношению к операции суперпозиции.

2.Круговое свойство – дробно-линейное отображение преобразует любую окружность плоскости z в окружность плоскости  w.

Замечание. Любая прямая в плоскости z считается окружностью бесконечно большого радиуса, проходящей через точку z=∞.

3.Свойство сохранения симметрии – при дробно-линейном отображении пара точек, симметричных относительно некоторой окружности, переходит в пару точек, симметричных относительно образа этой окружности. 

Замечание. Точки z1 и z2 называются симметричными относительно окружности Г, если они лежат на одном луче, выходящем из точки z0 – центра окружности и |z1-z0|× |z2-z0|=r (c.2), где r – радиус окружности Г.

4.Существует единственное дробно-линейное отображение, удовлетворяющее условиям: w(z1)=w1, w(z2)=w2, w(z3)=w3, где 
z1, z2, z3 Є z; w1, w2, w3 Єw и это отображение определяется формулой
(w-w1)(w3-w2)/(w-w2)(w3-w1)=(z-z1)(z3-z2)/(z-z2)(z3-z1).

Замечание. Если одна из точек z1, z2 или z3, либо w1, w2 или w3 равна бесконечности, то в последней формуле все разности, содержащие эту точку, следует заменять единицами.

7. Круговое свойство дробно-линейных функций.

Круговое свойство – дробно-линейное отображение преобразует любую окружность плоскости z в окружность плоскости  w.

Замечание. Любая прямая в плоскости z считается окружностью бесконечно большого радиуса, проходящей через точку z=∞.

8. Свойство сохранения симметричных точке у дробно-линейных функций.

Свойство сохранения симметрии – при дробно-линейном отображении пара точек, симметричных относительно некоторой окружности, переходит в пару точек, симметричных относительно образа этой окружности. 

Замечание. Точки z1 и z2 называются симметричными относительно окружности Г, если они лежат на одном луче, выходящем из точки z0 – центра окружности и |z1-z0|× |z2-z0|=r (c.2), где r – радиус окружности Г.
9. Степенная функция w=z(c.n), nЄN, и ее основные свойства.

Если n – натуральное число, то степенная функция определяется равенством w=z(c.n)=r (c.n)(cosnφ+isinnφ). Функция w=z(c.n) – однозначная. Если n=1/q (qЄN), то в этом случае: w=z(c.1/q)=(c.q)√z`=(c.q)√|z|`*

*(cos((argz+2kπ)/q) + isin((argz+2kπ)/q), где k=0,1,2…,q-1. Здесь функция w=z(c.1/q)  есть многозначная (q-знаная). Однозначную ветвь этой функции можно получить, придав k определенной значение, например k=0. Если n=p/q, где p,qЄN, то степенная функция определяется равенством: w=z(c.p/q)=(z(c.1/q))(c.p)=(c.q)√|z|(c.p)`(cos(p(argz+2kπ)/q) +

+ isin(p(argz+2kπ)/q)). Функция w=z(c.p/q) – многозначная. Степенная функция w=z(c.a) с произвольным комплексным показателем a=α+iβ определяется равенством w=z(c.a)=e(c.aLnz). Функция w=z(c.a) определена для всех z≠0, является многозначной функцией. Так, i(c.i)=e(c.iLni)=

=e(c.i*i*(π/2 +2πk)=e(c.-π/2  - 2πk), где k=0, ±1, ±2… При k=0 имеем: i(c.i)=e(c.-π/2).
10. Показательная функция w=e(c.z) и ее основные свойства.

Показательная функция w=e(c.z) определяется формулой w=e(c.z)=

=e(c.x)(cosy+isiny). Положив в этом равенстве y=0, устанвливаем, что для действительных значений z=x показательная функция e(c.z) совпадает с показательной функцией действительного переменного: e(c.z)=e(c.x). Показательная функция обладает известным свойством: e(c.z1)*e(c.z2)=

=e(c.z1+z2). Другие свойства: e(c.z1):e(c.z2)=e(c.z1-z2); (e(c.z))(c.n)=

=e(c.nz) (nЄN); 
11. Тригонометрические функции и их основные свойства. Многозначные функции w=(c.n)√z`, nЄN, w=lnz, w=z(c.a), aЄN.

Тригонометрические функции комплексного аргумента z=x+iy определяются равенствами: sinz=(e(c.iz) – e(c.-iz))/2i; 

cosz=(e(c.iz) + e(c.-iz))/2, tgz=sinz/cosz, ctgz=cosz/sinz. 
Тригонометрические функции комплексного переменного сохраняют многие свойства тригонометрических функций действительного переменного, в частности: sin(c.2)z+cos(c.2)z=1; sin2z=2sinzcosz, 
cos(z1+z2)=cosz1cosz2 – sinz1sinz2, sin(z+2π)=sinz, cos(-z)=cosz; 

sin(-z)= -sinz; tg(z+π)=tgz; cosz=0 при z=π/2  + kπ (k=0, ±1, ±2…);

tg2tgz/(1-tg(c.2)z); sin(z+ π/2)=cosz; sin(z+ 3π/2)= -cosz.
w=(c.n)√z`, Если n=1/q (qЄN), то в этом случае: w=z(c.1/q)=(c.q)√z`=(c.q)√|z|`*

*(cos((argz+2kπ)/q) + isin((argz+2kπ)/q), где k=0,1,2…,q-1. Здесь функция w=z(c.1/q)  есть многозначная (q-знаная).

w=lnz=u+iv=lnr+i(φ+2kπ)=ln|z|+i(argz+2kπ), это показывает, что функция имеет бесчисленное множество значений, т.е. это многозначная функция.

Если n=1/q (qЄN), то в этом случае: w=z(c.1/q)=(c.q)√z`=(c.q)√|z|`*

*(cos((argz+2kπ)/q) + isin((argz+2kπ)/q), где k=0,1,2…,q-1. Здесь функция w=z(c.1/q)  есть многозначная (q-знаная).
12. Понятие интеграла от функции комплексной переменной и его основные свойства. 

Пусть в каждой точке некоторой гладкой кривой L с 

началом в точке z0 и концом в точке Z 
определена непрерывная функция f(z). Разобьем 

кривую L на n частей (элементарных дуг) в 

направлении от z0 к z точками z1, z2…, z(инд.n-1).

В каждой элементарной дуге выберем произвольную

точку Ck и составим интегральную сумму Σ[n; k=1]f(Ck)∆z(инд.k), где ∆z(инд.k)=z(инд.k)-z(инд.k-1). Предел такой интегральной суммы при стремлении к нулю длины наибольшей из элементарных дуг, если он существует, то называется интегралом от функции f(z) по кривой (по контуру) L и обозначается символом ∫[L]f(z)dz. Свойства интеграла от функции комплексного переменного: 1. ∫[L]dz=z-z0; 2. ∫[L](f1(z)±f2(z))dz=

=∫[L]f1(z)dz ± ∫[L]f2(z)dz; 3. ∫[L]af(z)dz=a∫[L]f(z)dz, a – комплексное число; 4. ∫[L]f(z)dz= -∫[L -]f(z)dz, т.е. при перемене направления пути интегрирования интеграл изменяет свой знак на противоположный.

5. ∫[L]f(z)dz=∫[L1]f(z)dz + ∫[L2]f(z)dz, где L=L1+L2, т.е. интеграл по всему пути L равен сумме интегралов по его частям L1 и L2.

6. Оценка модуля интеграла. Если |f(z)|≤M во всех точках кривой L, то 
|∫[L]f(z)dz|≤M эл(маленькое), где эл(маленькое) (l) – длина кривой L. 

13. Теорема Коши для односвязной области.

Если функция f(z) аналитична в односвязной области D, то интеграл от этой функции по любому замкнутому контуру L, лежащему в облсти D, равен нулю, т.е. замкнутый∫[L]f(z)dz=0. Докажем теорему, предполагая непрерывность производной f '(z). Из определения интеграла от функции комплексной переменной: закн∫[L]f(z)dz=замкн∫[L]udx – vdy + 

+ i замкн∫[L]vdx + udy. В силу аналитичности f(z)=u+iv и непрерывности 
f '(z) в односвязной области D, функции u=u(x;y) и v=v(x;y) непрерывны и дифференцируемы в этой области и удовлетворяют условиям Эйлера-Даламбера: ∂u/∂y=∂(-v)/∂x, и, ∂v/∂y=/∂x. Эти условия означают равенство нулю интегралов замкн∫[L]udx – vdy  и   замкн∫[L]vdx+udy. Следовательно замкн∫[L]f(z)dz=0. 

14. Теорема Коши для многосвязной области.

Если функция f(z) аналитична в односвязной области D, то интеграл от этой функции по любому замкнутому контуру L, лежащему в облсти D, равен нулю, т.е. замкнутый∫[L]f(z)dz=0. Но эта теорема допускает распространение на случай многосвязной области. 

Рассмотрим для определенности трехсвязную 

область D, ограниченную внешним контуром L и

внутренними контурами L1 и L2. Выберем 

положительное направление обхода контуров: при 
обходе область D остается слева. Пусть функция f(z) аналтична в области D и н контурах L, L1 и L2 (т.е. в замкнутой области D, функция называется аналитической в закнутой области D, если она аналитична в некоторой области, содержащей внутри себя область D и ее границу L). Проведя 2 разреза (две дуги) γ1 и γ2 области D, получим новую односвязную область D1, ограниченную замкнутым ориентированным контуром Г, состоящим из контуров L, L1, L2 и разрезов γ1 и γ2: Г=L+γ1(с.+)+L1+γ2(c.+)+L2+γ2(c. -)+

+γ1(c. -). По теореме Коши для односвязной области замкн∫[Г]f(z)dz=0, но 
∫[γ1(c.+)+γ2(c.+)+γ2(c. -)+γ1(c. -)]=∫[γ1(c.+)] + ∫[γ1(c. -)] + ∫[γ2(c.+)]+

+∫[γ2(c. -)]=0, т.к. каждый из разрезов (дуг) γ1 и γ2 при интегрировании проходится дважды в противоположных направлениях. Поэтому получаем: 
∫[Г]f(z)dz=замкн∫[L]f(z)dz+ замкн∫[L1]f(z)dz+ замкн∫[L2]f(z)dz=0.


15. Интегральная формула Коши.

Пусть функция f(z) аналитична в замкнутой односвязной области D и L – граница области D. Тогда имеет место формула: 
f(z0)=(1/2πi)*замкн∫[L](f(z)/ (z-z0))*dz, где z0ЄD – любая точка внутри области D, а интегрирование по контуру L производится в положительном направлении (т.е. против часовой стрелки). Интеграл, находящийся в правой части формулы называется интегралом Коши, а сама эта формула называется интегральной формулой Коши.

Док-во: Построим окружность l(инд.r) с центром в 

точке z0, взяв радиус r столь малым, чтобы данная 

окружность была расположена внутри области 

(чтобы l(инд.r) не пересекала L). Получим двусвязную

область D1, ограниченную контурами L и l(инд.r), 

в которой функция f(z)/(z-z0) аналитична. Тогда, 

согласно следствию 1 из теоремы Коши, имеем: замкн∫[L]f(z)dz/(z-z0)=

=замкн∫[l(инд.r)]f(z)dz/(z-z0). Отсюда следует: 
(1/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz/(z-z0)=(1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)]f(z)dz/(z-z0)=

=(1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)](f(z0)+f(z)-f(z0))dz/(z-z0)=

=(1/2πi)*f(z0)*замкн∫[l(инд.r)]dz/(z-z0)  +  

+   (1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)](f(z)-f(z0))dz/ (z-z0). Но замкн∫[l(инд.r)]dz/ (z-z0)=

=2πi. Следовательно: (1/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz/ (z-z0)=(1/2πi)*f(z0)*2πi +

+ (1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)](f(z)-f(z0))dz/ (z-z0).

Оценим разность в левой части равенства. Т.к. аналитическая функция f(z) непрерывна в точке z0ЄD, то для любого числа ε>0 найдется число r>0 такое, что при |z-z0|≤r (на окружности l(инд.r) имеем |z-z0|=r) справедливо неравенство |f(z)-f(z0)|<ε. Применяя свойство 6 об оценке модуля интеграла имеем: |(1/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz/(z-z0) – f(z0)|=|(1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)](f(z) –

- f(z0))dz/(z-z0)|≤(1/2π)*замкн∫[l(инд.r)]|f(z)-f(z0)|dz/|z-z0|≤ε2πr/2πr=ε.

Т.к. ε может быть выбран сколь угодно малым, а левая часть последнего неравенства не зависит от ε, то она равна нулю, откуда следует интегральная формула Коши.

СЛЕДСТВИЯ: для всякой дифференцируемой в точке z0 функции f(z) существуют производные всех порядков, причем n-ая производная имеет вид: f(c.(n))(z0)=(n!/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz/(z-z0)(c.n+1).

СЛЕДСТВИЕ2: В окрестности каждой точки z0, где существует производная f '(z0), функция f(z) может быть представлена в виде: 
f(z)=f(z0) + f '(z0)(z-z0) + f ''(z0)(z-z0)(c.2)/2!+…+

+f(c.(n))(z0)(z-z0)(c.n)/n!+…

16. Степенные ряды в комплексной области. Радиус и круг сходимости степенного ряда. Основные свойства степенных рядов в комплексной области.

Степенным рядом в комплексной области называют ряд вида: 
Σ[∞, n=0] c(инд.n)z(c.n)=c1 z + c2 z(c.2)+…+c(инд.n)z(c.n)+…

где c(инд.n) – комплексные числа (коэффициенты ряда), z=x+iy – комплексная переменная. Также есть ряд вида: Σ[∞,n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n), который называют рядом по степеням разности z-z0, z0 – комплексное число. Подстановкой z-z0=t ряд сводится к обычному. Совокупность всех значений z, при которых данный ряд сходится, называется областью сходимости этого ряда. Теорема Абеля: если степенной ряд сходится при z=z0≠0, то он абсолютно сходится при всех значениях z, удовлетворяющих условию |z|<|z0|. Следствие: Если степенной ряд расходится при z=z0, то он расходится при всех значениях z, удовлетворяющих условию |z|>|z0| (т.е. вне круга радиуса |z0| с центром вначале координат). Величина |z0|=R называется радиусом сходимости степенного ряда в комплексной области, а круг |z0|<R – кругом сходимости ряда. В круге ряд сходится, вне круга расходится, на окружности |z0|=R могу располагаться как точки сходимости, так и точки расходимости. СВОЙСТВА: 1. сумма степенного ряда внутри круга его сходимости есть аналитическая функция, 2. степенной ряд внутри круга сходимости можно почленно дифференцировать и почленно интегрировать любое число раз. Полученный при этом ряд имеет тот же радиус сходимости, что и исходный ряд.

17. Теорема о разложении голоморфной функции в ряд Тейлора. Неравенства Коши для коэффициентов ряда Тейлора (Х).

Всякая аналитическая в круге |z-z0|<R функция f(z) может быть единственным образом разложена в этом круге в степенной ряд 
f(z)=Σ[∞,n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n), коэффициенты которого определяются формулами c(инд.n)=f(с.(n))(z0)/n!=(1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)]f(ε)dε/(ε-

-z0)(c.n+1)    (n=0,1,2,3…), где l(инд.r) – произвольная окружность с центром в точке z0, лежащая внутри круга.

18. Единственность разложения голоморфной функции в ряд Тейлора. Интегральная формула Коши для производных голоморфных функций.

Всякая аналитическая в круге |z-z0|<R функция f(z) может быть единственным образом разложена в этом круге в степенной ряд 
f(z)=Σ[∞,n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n), коэффициенты которого определяются формулами c(инд.n)=f(с.(n))(z0)/n!=(1/2πi)*замкн∫[l(инд.r)]f(ε)dε/(ε-

-z0)(c.n+1)    (n=0,1,2,3…), где l(инд.r) – произвольная окружность с центром в точке z0, лежащая внутри круга. Докажем единственность разложения: допустим, что функция f(z) в круге |z-z0|<R представлена другим степенным рядом f(z)=b0+b1(z-z0)+b2(z-z0)(c.2)+…+

+b(инд.n)(z-z0)(c.n)+… Последовательно дифференцируя почленно этот ряд бесконечное число раз будем иметь: f '(z)=b1+2b2(z-z0)(c.2)+…+

+nb(инд.n)(z-z0)(c.n-1)+…….; f(c.(n))(z)=n!b(инд.n)+(n+1)!b(инд.n+1)*

*(z-z0)+… Полагая в этих равенствах, а также в исходном ряде z=z0, получаем: b0=f(z0), b1=f '(z0), b2=f ''(z0)/2!… Сравнивая найденные коэффициенты b(инд.n) ряда с коэффициентами исходного ряда, устанавливаем, что b(инд.n)=c(инд.n) (n=0,1,2…), а это означает, что указанные ряды совпадают, значит функция разлагается в ряд единственным образом.

19. Ряд Лорана. Разложение голоморфной функции в ряд Лорана (Х). 

Всякая аналитическая в кольце r<|z-z0|<R (0≤r<R≤∞) функция f(z) может быть разложена в этом кольце в ряд f(z)=Σ[+∞, n= -∞]c(инд.n)(z-z0)(c.n), коэффициенты которого определяются формулой c(инд.n)=

=(1/2πi)*замкн∫[L]f(ε)dε/(ε-z0)(c.n+1); (n=0, ±1, ±2…), где L – произвольная окружность. Ряд называется рядом Лорана для функции f(z) в рассматриваемом кольце. 

20. Область сходимости ряда Лорана. Единственность разложения функции в ряд Лорана. Неравенства Коши для коэффициентов ряда Лорана.

Всякая аналитическая в кольце r<|z-z0|<R (0≤r<R≤∞) функция f(z) может быть разложена в этом кольце в ряд f(z)=Σ[+∞, n= -∞]c(инд.n)(z-z0)(c.n), коэффициенты которого определяются формулой c(инд.n)=

=(1/2πi)*замкн∫[L]f(ε)dε/(ε-z0)(c.n+1); (n=0, ±1, ±2…), где L – произвольная окружность. Ряд называется рядом Лорана для функции f(z) в рассматриваемом кольце. Ряд Лорана для функции: 
f(z)=Σ[+∞,n= -∞]c(инд.n)(z-z0)(c.n)=Σ[∞,n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n) +

+ Σ[∞,n=1]c(инд.-n)/(z-z0)(c.n)   состоит из суммы двух частей. Первая часть f1(z) называется правильной частью ряда Лорана; Этот ряд сходится к аналитической функции f1(z) внутри круга |z-z0|<R. Вторая часть f2(z) называется главной частью ряда Лорана; этот ряд сходится к аналитической функции f2(z) вне круга |z-z0|>r. Внутри кольца r<|z-z0|<R ряд 
Σ[+∞, n= -∞]c(инд.n)(z-z0)(c.n) сходится к аналитической функции f(z)=f1(z)+f2(z). В частности, если функция f(z) не имеет особых точек внутри круга |z-z0|<R, то ее разложение в ряд Лорана обращается в ряд Тейлора.

21. Изолированные особые точки и их классификация. Характер разложения функции в ряд Лорана в проколотой окресности устранимой особой точки.

Особой точкой функции f(z) называется точка, в которой функция не является аналитической. Особая точка z=z0 функции f(z) называется изолированной, если в некоторой окрестности ее функция f(z) не имеет других особых точек. Если z0 – изолированная особая точка функции f(z) не имеет других особых точек. Если z0 – изолированная особая точка функции f(z), то существует такое число R>0, что в кольце 0<|z-z0|<R функция f(z) будет аналитической и, следовательно, разлагается в ряд Лорана: 

f(z)=Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n) + Σ[∞;n=1]c(c. –n)/(z-z0)(c.n). При этом возможны следующие случаи: 1) ряд Лорана не содержит главной части, т.е. ряде нет членов с отрицательными показателями. В этом случае точка z0 называется устранимой особой точкой функции f(z). 2) Разложение Лорана содержит в своей главной части конечное число членов, т.е. в ряде есть конечное число членов с отрицательными показателями. В этом случае точка z0 называется полюсом функции f(z). 3) Разложение Лорана содержит в своей главной части бесконечное множество членов, т.е. в ряде есть бесконечно много членов с отрицательными показатеями. В этом случае точка z0 называется существенно особой точкой функции f(z).

УСТРАНИМЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ: если z0 – устранимая особая точка, то в окрестности точки z0 разложение имеет вид f(z)=Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n)

Это разложение справедливо во всех точках круга |z-z0|<R, кроме точки z=z0. Если положить f(z0)=c0, где c0=lim(z(z0)f(z), то функция f(z) станет аналитической во всем круге; особенность точки z0 устраняется, точка z0 становится правильной точкой функции f(z). 



22. Характер разложения функции в ряд Лорана в проколотой окрестности полюса и существенно особой точки..

Если z0 – полюс, то в окрестности точки z0 разложение имеет вид:

f(z)=Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n) + c(инд.-1)/(z-z0) +…+c(инд. –m)/(z-z0)(c.m)

где c(инд.-m)≠0. В этом случае полюс z0 называется полюсом m-го порядка функции f(z); если m=1, то полюс z0 называется простым. Можно записать разложение в виде f(z)=g(z)/(z-z0)(c.m), где g(z) – аналитическая функция, причем g(z0)=c(инд.-m)≠0. Отсюда следует, что f(z)(∞ при z(z0, т.е. в достаточно малой окрестности полюса функция f(z) бесконечно велика.

Если z0 – существенно особая точка, то в достаточно малой окрестности точки z0 функция f(z) становится неопределенной. В такой точке аналитическая функция не имеет ни конечного, ни бесконечного предела. Выбирая различные последовательности точек {z(инд.n)}, сходящихся к существенно особой точке z0, можно получать различные последовательности соответствующих значений функций, сходящихся к различным пределам.

23. Вычеты. Теорема Коши о вычетах.

Вычетом аналитической функции f(z) в изолированной особой точке z0 называется комплесное число, равное значению интеграла 
(1/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz, взятого в положительном направлении по окружности L с центром в точке z0, лежащей в области аналитической функции f(z) (т.е. в кольце 0<|z-z0|<R). Обозначается вычет функции f(z) в изолированной особой точке z0 символом Resf(z0) или Res(f(z);z0). Таким образом, Resf(z0)=(1/2πi)*замкн.∫[L]f(z)dz. Если положить n= -2, то получим c(инд.-1)=(1/2πi)*замкн∫[L]f(z)dz    или Resf(z0)=c(инд.-1), т.е. вычет функции f(z) относительно особой точки z0 равен коэффициенту при первом члене с отрицательным показателем в разложении функции f(z) в ряд Лорана. ТЕОРЕМА КОШИ: Если функция f(z) является аналитической а замкнутой области D, ограниченной контуром L, за исключением конечного числа особых точек z(инд.k) (k=1,2,…n), лежащих внутри области D, то замкн∫[L]f(z)dz=2πiΣ[n;k=1]Resf(z(инд.k)). Док-во: Вокруг каждой особой точки z(инд.k) опишем окружность l(инд.k) так, чтобы она целиком содержалась в области D, не содеражала внутри других особых точке и чтобы никакие две из этих окружностей не имели общих точек. Тогда на основании теоремы Коши для многосвязной области имеем: 
замкн∫[L]f(z)dz=замкн∫[ll]f(z)dz + замкн∫[12]f(z)dz+…+замкн∫[ln]f(z)dz, 

где при интегрировании все контуры обходятся против часовой стрелки. Имеем: замкн∫[l1]f(z)dz=2πiResf(z1),…замкн∫[ln]f(z)dz=2πiResf(z(инд.n). Следовательно, замкн∫[L]f(z)dz=2πiΣ[n;k=1]Resf(z(инд.k)).

24. Вычисление вычетов.

Правильные или устранимые особые точки: очевидно, если z=z0 есть правильная или устранимая особая точка функции f(z), то Resf(z0)=0 (в разложении Лорана в этих случаях отсутствует главная часть, поэтому c(инд.-1)=0). Полюс: пусть точка z0 является простым полюсом функции f(z). Тогда ряд Лорана для функции f(z) в окрестности точки z0 имеет вид f(z)=Σ[∞;n=0]c(c.n)(z-z0)(c.n) + c(c.-1)/(z-z0). Отсюда: (z-z0)f(z)=

=c(инд.-1) + Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n+1). Поэтому переходя в этом равенстве к пределу при z(z0, получаем Resf(z0)=c(инд.-1)=

=lim(z(z0)(z-z0)f(z). Замечание: в этой формуле для вычисления вычета функции f(z) в простом полюсе можно ридать другой вид, если функция f(z) является частным двух функций, аналитических в окрестности точки z0. Пусть f(z)=φ(z)/g(z), где φ(z0)≠0, а g(z) имеет простой нуль при z=z0 (т.е. g(z0)=0, g'(z0)≠0). Тогда Resf(z0)=lim(z(z0)(z-z0)φ(z)/g(z)=

lim(z(z0)φ(z)/{(g(z)-g(z0))/(z-z0)}=φ(z0)/g'(z0). Пусть точка z0 является полюсом m-го порядка функции f(z). Тогда лорановское разложение функции f(z) в окрестности точки z0 имеет вид: 
f(z)=Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n) + c(инд.-1)/(z-z0) +…+c(инд.-m)/

/(z-z0)(c.m). Отсюда: (z-z0)(c.m)f(z)=Σ[∞;n=0]c(инд.n)(z-z0)(c.n+m) +

+ c(инд.-m) + c(инд.-m+1)(z-z0) +…+с(инд.-1)(z-z0)(c.m). Дифференцируя последнее равенство (m-1) раз, получим: d(c.m-1)((z-z0)(c.m)f(z))/dz(c.m-1)=

=(m-1)!c(инд.-1) + Σ[∞;n=0]c(инд.n)(n+m)(n+m-1)(n+m-2)…

….(n+2)(z-z0)(c.n+1). Переходя здесь к пределу при z(z0, получаем:

Resf(z0)={1/(m-1)!}*lim(z(z0){d(c.m-1)((z-z0)(c.m)f(z))/dz(c.m-1)}

Существенно особая точка: если точка z0 – существенно особая точка функции f(z), то для вычисления вычета функции в этой точке обычно непосредственно определяют коэффициент c(инд.-1) в разложении функции в ряд Лорана.

25. Вычет в бесконечно удаленной точке. Теорема о полной сумме вычетов.
НЕТУ
HTTP://KARATEL.NM.RU/
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