Функция, которая связана с данной соотношением F’(x)( f(x) или dF(x)=F’(x)dx=f(x)dx называется первообразной данной функции. Задача отыскания первообразной заданной функции называется интегрированием.

ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ ПЕРВООБРАЗНОЙ:

Для всякой функции f(x), непрерывной на [a,b] существует первообразная на этом отрезке. **** Для функции f(x) на отрезке [a,b] существует множество первообразных ( F(x)+C. Если фугкция f(x) является первообразной для функции f(x) на отрезке [a,b], то всякая другая функция отличается на констату. Дано: F(x), f(x), [a,b]; Док-ть: φ(x)=F(x)+C; Пусть f(x) (F(x), f(x); F’(x)=f(x); φ’(x)=f(x) => F’(x)=φ’(x) ( φ(x)=F(x)+C; y=F(x)+C – множество кривых.
Множество всех первообразных F(x)+C для f(x) называется неопределенным интегралом от функции f(x) и обозначается: ∫f(x)dx=F(x)+C; f(x)dx – подинтегральное выражение; f(x) – подинтегральная функция; x – переменная интегрирования
ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА:

∫f(x)dx=F(x)+C; f(x)dx=dF(x);

1) ∫dF(x)=F(x)+C; ∫dx=∫d(x+c)=x+c; ∫cosxdx=∫d(sinx+c)=sinx+c

2) d∫f(x)dx=f(x)dx; **** нету

3) (∫f(x)dx)’=f(x); **** нету

4) ∫(f(x)+g(x)-t(x))dx=∫f(x)dx + ∫g(x)dx - ∫t(x)dx; **** нету (на осн. 3го св-ва)

5) ∫kf(x)dx=k∫f(x)dx; k=const; **** нету

6) ∫f(x)dx=F(x)+C, то для функции ∫f(ax)dx=1/a * F(ax)+C

7) Если ∫f(x)dx=F(x)+C, то ∫f(x+b)dx=F(x+b)+C

ТАБЛИЦА ИНТЕГРАЛОВ:

1) ∫dx=x+c          2) ∫x(c.n)dx=|n<>-1|=x(c.n+1)/n+1 +C  

3) ∫dx/x=ln|x|+C       4) ∫sinxdx= - cosx+C        5) ∫cosxdx=sinx+C

6) ∫dx/cos(c.2)x=tgx+C        7) ∫dx/sin(c.2)x= - ctgx+C

8) ∫dx/ √1 – x(c.2) = arcsinx+C (минус - арккосинус)

9) ∫dx/1+x(c.2)=arctg(x)+C    10) ∫dx/ √a(c.2) – x(c.2) = arcsinx/a +C

11) ∫dx/a(c.2)+x(c.2)=1/a arctgx/a +C    12) ∫dx/a(c.2)–x(c.2) = 1/2a ln|a+x/a-x|+c

13) ∫dt/ √t+m = ln|t+ √t(c.2)+m| +C

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ: ∫u dv=uv - ∫v du ; 
∫[b,a] f(x)dx=∫[b,a] udv=uv | [b,a] - ∫[b,a] vdu = u(b) v(b) – u(a) v(a) - ∫[b,a] vdu

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНИЦА

S=lim(Δxi(0)Σf(Ei)Δxi; Если этот предел существует и не зависит от выбора точки xi и не зависит от выбора точки Ei и от способа разбиения интервала на отрезке, то он называется определенным интегралом от функции от ab: ∫[b,a] f(x)dx. Если f(x)>0, то ∫[b,a] f(x)dx численно равен площади криволинейной трапеции. Это геометрический смысл. Физический смысл – вычисление работы.

Свойства опред. инт.:

1-3) те же; 4) [a,b]=[a,c]+[c,b], то ∫[b,a] f(x)dx=∫[c,a] f(x)dx + ∫[b,c] f(x)dx;

5) Если f(x)>=0, то ∫[b,a] f(x)dx>=0

6) Если f(x)<=φ(x), [a,b], то ∫[b,a] f(x)dx<=∫[b,a] φ(x)dx

Теорема о среднем:

∫[b,a] f(x)dx=f(c) (b – a), a<=c<=b; f(c) – среднее значение функции.

Для того, чтобы вычислить определенный интеграл, надо найти первообразную. ∫[b,a] f(x)dx=F(x)| [b,a] = F(b) – F(a)

ОБЪЕМ=∫[b,a] S(x)dx

ДЛИНА ДУГИ: Lab=∫[b,a] √1+f(c.2)’(x)] dx

НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

Функция y=f(x) непрерывна на сигменте [a,∞], если существует предел определенного интеграла от функции с переменными верхними пределами: lim(b(∞) ∫[b,a] f(x)dx, то он называется несобственным интегралом с бесконечными верхним пределом. ∫[∞,a] f(x)dx. Аналогично с нижним. 

Если несобственный интеграл существует и если пределы конечны, то он сходится. Если в пределе бесконечность или он не существует, то интеграл расходится. Интеграл от -∞ до ∞ сходится только когда сходятся оба интеграла, из которых он состоит. 

ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ НЕСОБСТВЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ:

1. ∫[∞,a] f(x)dx     2. ∫[b,∞]dx     3. ∫[∞,-∞] f(x)dx

Если f(x) и g(x) непрерывны на [a,∞) и f(x)<=g(x) для всех точек этого интеграла, тогда: 1) Если ∫[∞,a] g(x)dx – сходится -> ∫[∞,a] f(x)dx – тоже сходится. 2) Если ∫[∞,a] f(x)dx расходится, то и расходися ∫[∞,a] g(x)dx

ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ РАЗНЫХ ФУНКЦИЙ

∫[b,0] dx/(b-x)(c.α)=lim(c(b) ∫[c,0] dx/(b-x)(c.α)=lim(c(b) ( - (b-c(c.α-1)/-α+1)  - 1/b(c.α)); α<1, 1/b(c.α) ( сходится; α>1, ( расходится; α=1, ( расходится

ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ РАЗНЫХ ФУНКЦИЙ

f(x) и g(x) непрерывны на [a,b), f(b), g(b) – беск. разрыв, и f(x)<=g(x), тогда 

1) если ∫[b,a] g(x)dx – сходится, то ∫[b,a] f(x)dx - сходится

2) если интеграл ∫[b,a] f(x)dx – расходится, то ∫[b,a] g(x)dx тоже расходится 

ТЕОРИЯ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Множество всех точек плоскости (x,y) удовлетворяющих неравенству |M0 M| (вектор) = √(x – x0)(c.2) + (y – y0)(c.2) < б, где б – произвольное положительное число называется дельта-окрестностью точки M0. 
Рассмотрим произвольное множество Д. Точка M0 называется внутренней точкой этого множества, если некоторая б-окрестность этой точки также принадлежит этому множеству.

Точка M1 называется граничной точкой множества Д, если некоторая б-окрестность содержит точки, принадлежащие множеству Д, так и не принадлежащие этому множеству. 

Множество всех точек, образует собой границу множества и представляет собой линию и обозначается Г.

Множество Д называется областью, если точки этого множества удовлетворяют следующим условиям: 1. все точки множества являются внутренними (св-во относительности). 2. две точки множества можно соединить непрерывной линией, все точки которого принадлежат множеству Д (св-во связанности). Д+Г=Д(замкнутая).

Множество точек Д называется ограниченным, если существует круг, который полностью содержит это множество Д. Если такого круга не существует, то множество называется неограниченным.
ФУНКЦИЯ ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ

Даны 2 множества точек Д, Е, если каждой паре чисел из множества Д (x,y) прин. Д по опред. правилу или закону  ставится в соответствии число z прин. Е, то говорят, что на множестве Д задана функция 2х переменных. Д – область определения функции. Е – область изменения функции.

Число а называется пределом функции z=f(M), если для любого M(M0 найдется такое число б>0, что для всех точек дельта-окрестности будет выполняться неравенство |f(M) - A|<E

Пусть z=f(M) определена в некоторой окрестности M0, за исключением может быть самой точки, точка M0(x0,y0) является точкой непрерывности функции, если выполняются условия:

1) z0=f(M0) – определена в т. M0      2) lim(M(M0) f(M)=f(M0)

Если хоть одно не выполняется, то эта точка разрыва. Точка называется непрерывной на множестве Д, если она непрерывна в каждой точке.

ТЕОРЕМА ШВАРЦА:

2 смешанные производные одного порядка, отличающиеся только порядком дифференцирования равны между собой при условии их непрерывности в заданной точке.

Если диф. функ. 2х переменных можно представить в виде dz=AΔx+BΔy, то такая функция называется дифференцируемой.
ТЕОРЕМА: Если функция 2х переменных дифференцируема в т. M0, то в этой точке она имеет непрерывность частной производной A=дz/дx, B=дz/дy. Дано f=z(x,y); Δz=Aδx+Bδy+O(Δx,Δy); lim(p(0) O(Δx;Δy)/p=0; p=√Δx(c.2)+Δy(c.2) *** Док-ть: A=дz/дx; B=дz/дy; Док-во: Пусть Δy==; Δzx=AΔx+O(Δx);  lim(Δx(0) ΔZx/Δx – дz/дx=lim(Δx(0) Aδx+O(Δx)/Δx=A

lim(p(0) O(Δx)/p=lim O(Δx)/ √Δx(с.2)+Δy(c.2) =lim(Δx(0) O(Δx)/Δx=0; A=дz/дx. Аналогично при Δx=0; B=дz/дy

Δz=дzΔx/дx + дzΔy/дy + O(Δx;Δy); Δx=dx; Δy=dy; u=x,y,z; du=дudx/дx + дudy/дy + дudz/дz

ТЕОРЕМА: Если z=f(x,y) непрерывна и дифференцируема в точке M0(x0,y0), a функции x=x(t), y=y(t) дифференцируема в точке t=t0, x0=x, y0=y(t0), то функция z=f(x,y) также диф-ема в точке t=t0 и имеет место 

dz/dt=дzdx/дxdt + дzdy/дydt; Док-во… **** long… ***

ТЕОРЕМА: если функция f(x,y) и ее частная производная определены и непрерывны в окрестности точки M0(x0,y0), F(x0,y0)=0, а дF/дy |x;y<>0, то F(x,y)=0 определяет явную функцию y=f(x) на некотором интервале, содержащем точку x0.

ЭКСТРЕМУМУ, ТЕОРЕМА:

Необходимое условие экстремума. Пусть функция z=f(x,y) определена в области Д. Если функция имеет в этой области в т.M0 экстремум, то все ее частные производные =0 или не существуют. Точки, в кот. частные производные равны нулю или не существуют называются стационарными.
ТЕОРЕМА2 (дост. усл. экстр.): Если функ. z=f(x,y) непрерывна и диф-ма в окрестности точки M0 и имеет непрерывную частную производную включительно до 3го порядка, то функция имеет экстремум в точке M0, если определитель |A B; B C|>0, A – 2 частн. пр., B – 2 см. пр., C – 2 пр. по y

Часть пространства, в каждой точке кот. определена скалярная функция наз. скалярным полем. Поверхность уровня – это такая пов., на кот. скал. функ. сохраняет свое постоянное значение.
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