Билет 1
Элементы теории множеств. Основные алгебраические структуры.

Полугруппа – это множество, в котором определено действие, сопоставляющее каждой упорядоченной паре элементов – третий элемент – результат этого действия. a*b=c – полугруппа. Это действие должно быть ассоциативным (сочитательным) в полугруппе. a+b+c=a+(b+c)=(a+b)+c;

a(bc)=(ab)c. Иногда действие может быть коммутативным: a+b=b+c;

Группа –  полугруппа называется группой, если в ней существует нейтральный элемент e, такой, что для всех элементов a из группы: a*e=a*a=a – коммут. и результат является сам элементом а, e – нейтральный элемент. И для каждого элемента а, существует обратный элемент – a(ст -1), такой, что a*a (ст -1)=а (ст -1)*a=e. Примеры групп: числовые группы и функциональные группы. Все коммутативные группы называются абелевыми группами – группы, в которых справедлив коммутативный закон. (примеры!). 

  Действие в группе обозначается или как умнож. (мульплекативная) группа. (оддитивная группа – отношения сложения). Нейтральный элемент при мультипликативной записи группы называется единицей, при оддитативной называется нулем. Соответствующий обратный элемент в оддитативной записи обозначается “-a” и называется противоположным элементом. 

Кольца и поля. Всякое множество чисел (комплексных, действительных), содержащая сумму и произведение любых 2х своих чисел называется числовым кольцом, т.е. это множество, в котором определены 2 действия – сложение и умножение, результат этих действий также является элементом кольца. Таким образом, множество всех рациональных, действительных, целых чисел являются числовыми кольцами. Пример: четные числа составляют кольцо, нечетные – не являются кольцом.

Свойства кольца относительно операции сложения:

1. Ассоциативность сложения: (a+b)+c=a+(b+c); 2. Коммутативность сложения: a+b=b+a; 3. Существует нулевой элемент, такой, что a+0=a+a=a; 4. Для каждого элемента а из числового кольца существует противоположный элемент “-a”, такой, что a+(-a)=0; 5. Правило дистрибутивности: (a+b) c = ac+bc; 5’. c (a+b)=ac+bc; 1-4 означает, что элементы кольца образуют абелеву шруппу относительно сложения, которая называется оддитативной группой кольца.

Следствия (требования): 
1.  Если a+x=a+y, то x=y; Пусть a+x=a+y; a (ст -1)+a+x=a (ст -1)+a+y; (a (ст -1)+а)+х=(a (ст -1)+а)+y; a (ст -1)= - а; a (ст -1)+а=0; x=y;

2.  При данных a и b, уравнение a+x=b имеет единственное решение: x=b+(-a); Док-во: a+(-a)+x=b+(-a); x=b+(-a); Из следствия 2 следует единственность нуля и противоположность элемента, который является решением a+x=a; x=a+(-a)=0; И следует единственность противоположного элемента, который является решением: a+x=0; a+(-a)+x=0+(-a); x= -a;

3. При любом а справедливо следующее действие a*0=0*a=0; a 0 = a (0-0)= a 0 – a 0 ( a 0 = 0;

4. Во всяком кольце для любых элементов a и b справедливо равенство (-a) b = - (ab)= -ab; Док-во: (ab)+(-a)b=[a+( -a)]b=0; -ab+ab=0;

5. В любом кольце для любых элементов а и b выполняется: ( -а)(-b)=ab;

Док-во: ( -a)(- b)= -[a (-b)]= -[- ab]=ab.

Все требования для любого кольца. Дополнительные требования:

6. Ассоциативность умножения (ab)c=a (bc).

7. Коммутативность умножения ab=ba.

8. Существование единичного элемента, обозначаемого 1, такого, что 1*а*1=1*а=а, а<>1, a<>0; Если в кольце есть 1, то она единственна. Допустим имеем 2 единицы: 1 и 1’, 1*1’=1 => 1=1’; 1*1’=1’;

Кольцо называется областью единственности, если из равентсва ab=0 следует, что хотя бы один из них нулю не равен. a<>0, b=0; b<>0, a=0;

Полем называется коммутативное, ассоциативное кольцо с единицей, в котором каждый отличный от нуля элемент имеет обратный, а (ст -1), а*а(ст -1)=1, т.е. определен элемент a(ст -1) = 1/а. Поэтому все отличные от нуля элементы поля образуют мультипликативную группу поля. Всякое поле является областью целостности, т.е. если: ab=0, a<>0, b=0?; a (ст -1) (ab)=a (ст -1) 0; (a (ст -1) a) b=1*b=b=0

Свойства полей. 
1. Всякое поле обладает однозначно определенными элементами, произведение которых на любой элемент этого поля будет равно а. Этот элемент называется единицей поля: a*1=a;

2. Во всяком поле для любого отличного от нуля элемента существует обратный ему, равный a(ст -1)=1/а; (a(ст -1)) (ст -1)=а; a/b=ab(ст -1); b/a=ba(ст -1).

3. Всякое поле имеет единичный и обратный элемент; a/b=c/d ( ad=bc;

Изоморфизм колец полей. Взаимно-однозначное отображение группы G1 на G2 называется изоморфизмом, если образом результата групповой операции над двумя элементами из G1 является результат применения групповой операции в G2 над образами исходных элементов.

Билет 2
Функция. Если каждому значению переменной х, принадлежащему некоторой области, соответствует одно определенное значение другой переменной y, то y есть функция от х, y=f(x). Запись y=C, где С-постоянная означает функцию, значение которой при любом значении х одно и то же и равно С. Совокупностью значений х, для которых определяются значения функции y в силу правила f(x), называется областью определения функции. Если функция y=f(x) такова, что большему значению аргумента х соответствует большее значение функции, то функция называется возрастающей. Аналогично – убывающей. 

Способы задания функции. 
1) Табличный способ задания функции. При этом способе выписываются в определенном порядке значения аргумента х1,…хn и соответствующие значения функции y1…yn. (рисунок - таблица). 
2) Графический способ задания функции. Если в прямоугольной  системе координат на плоскости имеем некоторую совокупность точек M(x,y), при этом никакие 2 точки не лежат на одной прямой, параллельной оси OY, то эта совокупность точек определяет некоторую однозначную функцию y=f(x); значениями аргумента являются абсциссы точек, значениями функции – соответствующие ординаты. 

Совокупность точек плоскости (XOY), абсциссы которых являются значениями независимой переменной, а ординаты  - соответствующими  значениями функции, называются графиком данной функции.
3) Аналитический способ задания функции. Аналитическим выражением будем называть символическое обозначение совокупности известных математических операций, которые производятся в определенной последовательности над числами и буквами, обозначающими постоянные или переменные величины. Пример: x(ст2) –2. Если функциональная зависимость y=f(x) такова, что f обозначает аналитическое выражение, то говорят, что функция y от x задана аналитически. 
Естественной областью определения функции, заданной аналитически, является совокупность значений х, при которых имеет вполне определенное значение стоящее справа аналитическое выражение.

Элементарные функции. Основными элементарными функциями называются следующие: степенная, показательная, логарифмическая, тригонометрические, обратные тригонометрические (arcsin..) (поподробнее расписать с примерами и графиками). Функция f(x) называется периодической, если существует такое постоянное число С, от прибавления (или вычитания) которого к аргументу х значение функции не изменяется: f(x+C)=f(x). Наименьшее такое число называется периодом. (привести примеры). Функция y=F[φ(x)] называется сложной функцией.
Элементарной функцией называется функция, которая может быть задана одной формулой вида y=f(x), где справа стоящее выражение составлено из основных элементарных функций и постоянных при помощи конечного числа операций сложения, вычитания, умножения, деления и взятия функции от функции.

Придел функции. Число называется пределом функции y=f(x) при x(+∞, если для любого, сколько угодно малого E>0 найдется такое число N, что для всех x>N, то |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначение).
 Число b является пределом функции при x(-∞, если для любого, сколько угодно малого E>0, найдется такое число М, что для всех х, меньших М будет выполнено неравенство |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначение).

 Число b называется пределом функции f(x) при x(x0-0, если для любого, сколько угодно малого E>0, найдется такое число N<x0, что для всех N<x<x0 будет выполнено неравенство |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначения).

Придел справа – аналогично. 

 Если пределы функций справа и слева существуют и они равны, то это означает, что функция имеет двусторонний предел при x-x0.

ТЕОРЕМА единственности предела: Если функция имеет предел, то он единственный.

 
Свойства функций, имеющих предел. Функция y=f(x) называется ограниченной на некотором множестве М, если для всех х принадлежащих М, |f(x)| <C – const. 
ТЕОРЕМА: если функция f(x) имеет предел при x(∞, то она ограничена на множестве х принадлежащем ]N, ∞[. Дано: lim f (x)=b; Док-ть: | f(x) |<C-?; x принадлежит (N, ∞); Док-во: E>0; N; x>N; | f(x)-b|<E; |f(x)| - |b|<=|f(x)-b|; 

|f(x)| - |b|<E, x>N; C=E+|b|; |f(x)|<C, x>N, x принадлежит ]N, ∞[

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=f(x) имеет предел при x(∞ и не равный нулю, то функция будет ограниченной |1/f(x)|<C, x принадлежит ]N,∞[.

Дано: E>0, N, x>N, |f(x)-b|<E; b<>0; Док-ть: C-?, x>N, |1/f(x)|<C-?; Д-во: x>N, |f(x)-b|=|b-f(x)|<E; |b| - |f(x)|<=|b – f(x)|<E; |f(x)|>|b| - E; 1/|f(x)|<1/|b| - E; 

C=1/|b| - E; b<>0, 1/|f(x)|<C,x>N

Бесконечно малые функции. Функция y=f(x) называется бесконечно малой функцией при x(∞, если для любого E>0 найдется такое число N, x>N, что |f(x)|<E; lim(при x(∞)f(x)=0 (привести примеры).

Свойства БМФ. ТЕОРЕМА 3: если функция y=f(x) и y=φ(x) есть БМФ, то их сумма также будет БМФ. Дано: x(∞, y=f(x); E1, x>N, |f(x)|<E1, y=φ(x), E2, x>N2, |φ(x)|<E2; Док-ть: lim(при x(∞) (f(x)+φ(x)) = 0 -?; Док-во: E1=E/2; E2=E/2; E>0; N=max{N1,N2}; |f(x)|+|φ(x)| <= E/2 +E/2 = E; 

|a|+|b|>=|a+b|; |f(x)+φ(x)|<=|f(x)|+|φ(x)|<E, x>N. Теорема распространяется на любое число слагаемых.

ТЕОРЕМА 4: Произведение БМФ, на ограниченную, при х(∞, есть БМФ. Дано: y=f(x) – БМФ, E1>0, x>N1, |f(x)|<E1, y=g(x), x принадлежит ]N2,∞[, 

|φ(x)|<C; Д-ть: f(x) φ(x) – БМФ, E>0, x>N, |f(x) φ(x)|<E-?, Док-во: E1=E/2; E2=E/2, E>0, N=max{N1,N2}, |f(x)| |φ(x)|<=E/2 + E/2 =E; E>|f(x)| |φ(x)|=|f(x) φ(x)|, x>N, |f(x) φ(x)|<E, x>N.

СЛЕДСТВИЕ 1: Всякая БМФ есть ограниченная функция.. Док-во:???

СЛЕДСТВИЕ 2: Произведение БМФ – есть БМФ.

СЛЕДСТВИЕ 3: Произведение БМФ на число – есть БМФ

ТЕОРЕМА 5: Частное от деления БМФ (при x(∞) на функцию, имеющую предел, неравный нулю, есть БМФ. Док-во: Пусть lim f(x)=0, lim φ(x)=b<>0; На основании теоремы 2 следует, что 1/φ(x) есть величина ограниченная. Поэтому дробь f(x)/φ(x)=f(x)* 1/φ(x).

Сравнение БМФ. lim(при x(∞) f(x)=0 – БМФ! 

1] Две БМФ, при x(∞ f(x) и φ(x) называются бесконечно малыми одного порядка малости, если lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=const.

2] БМФ f(x) при x(∞ называется бесконечно малой более высокого поярдка малости, чем БМФ φ(x) при x(∞, если предел lim(x(∞) f(x)/φ(x)=∞.

3] БМФ f(x) при x(∞ называется БМФ более низкого порядка малости, чем БМФ φ(x) при x(∞, если предел lim(x(∞) f(x)/φ(x)=∞.

4] Две БМФ при x(∞ называются несравнимыми, если придела lim(при x(∞) f(x)/φ(x) не существует.

5] Две БМФ называются эквивалентными при x(∞, если lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=1;

ТЕОРЕМА 1: Если БМФ f(x)~f1(x) при x(∞, а БМФ φ(x)~φ1(x), при x(∞ и если существует lim f1(x)/φ1(x), то существует предел отношения: lim(при x(∞) f(x)/φ(x) = lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). Дано: f~f1=> lim(при x(∞) f(x)/f1(x)=1; φ(x)~φ1(x) => lim(при x(∞) φ(x)/φ1(x) => lim(при x(∞) φ(x)/φ1(x)=1; из всего этого => lim f1(x)/φ1(x) – существует. Док-ть: существует lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). Док-во: lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=lim(при x() f(x) f1(x) φ1(x)/ φ(x) f1(x) φ1(x)= =lim(при x(∞) f(x)/f1(x) *1/φ(x)/φ1(x) * f1(x)/φ1(x)=lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). 

ТЕОРЕМА 2: Сумма БМФ эквивалентна бесконечно малой низшего порядка. Дано: f(x)+φ(x)+g(x)(БМФ при x(∞; lim(x(∞) φ(x)/f(x)=0, lim(x(∞) g(x)/f(x)=0; Док-ть: f(x)+φ(x)+g(x)~f(x)-??? Док-во: lim(x(∞) (f(x)+φ(x)+g(x))/f(x)=lim(x(∞)1 + lim(x(∞) φ(x)/f(x) + lim(x(∞) g(x)/f(x).

Бесконечно большие функции, их связи с БМФ. Функция y=f(x) при x(∞ называется ББФ, если найдется число L, что для всех x>N будет выполняться неравенство |f(x)|>L (функция неограничена для сколь угодно большого х).

ТЕОРЕМА1: Если функция y=f(x) является ББФ при x(∞, то функция 1/f(x) является БМФ при x(∞.Док-во: L, x>N, |f(x)|>L; E>0; E=1/L; что для всех x>N будет выполняться |1/f(x)|<E=1/L (lim(x(∞) 1/f(x)=0; - функция БМФ!

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=f(x) – БМФ при x(∞, тогда функция 1/f(x) – ББФ при x(∞. Док-во: L, x>N, |f(x)|<L, E>0, E=1/L, для всех x>N будет выполняться lim(x(∞) |1/f(x)|>E=1/L(lim(x(∞) 1/f(x)=∞ - функция ББФ

Основные теоремы о пределах. 

ТЕОРЕМА (связь между функцией, имеющей предел и БМФ): Если функция y=f(x) имеет предел lim(x(∞) f(x)=b, то эту функцию можно представить в виде числа b и некоторой БМФ f(x)=b+α(x) при x(∞; Дано: lim(x(∞) f(x)=b, lim(x(∞) α(x)=0; Док-ть: f(x)=b+α(x)-? Док-во: по определению предела функции мы имеем E>0, x>N, |f(x)-b|<E; f(x)-b=α(x) ( |f(X)=b+α(x)|; |α(x)|<E, x>N, α – БМФ, x(∞.

ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА: Если функцию y=f(x) можно представить в виде суммы числа b и БМФ f(x)=b+α(x), то число b является пределом этой функции limm(x(∞) f(x)=b; Док-во: |α (x)|<E, f(x)-b=α(x), |f(x)-b|<E, lim(x(∞) (f(x)-b)=0 => lim(x(∞) f(x)=b для всех x>N.

Свойства функций, имеющих предел:

1) Если функция y=f(x) имеет lim(x(∞) f(x)=b, а функция φ(x) при x(∞ имеет lim(x(∞) φ(x)=c, то их алгебраическая сумма также имеет предел, и он равен сумме пределов lim(x(∞) [f(x)+ - φ(x)]=lim(x(∞) f(x) + - lim(x(∞) φ(x)=b+ - c; Док-во: f(x)=b+α(x); lim(x(∞) α (x)=0; φ(x)=c+β(x); lim(x(∞) β(x)=0; f(x)+ - φ(x)=b+ - c+[α(x)+- β(x)]=b+ - c+ γ(x); lim(x(∞) γ(x)=0. Условие теоремы распространяется на любое число слагаемых.

2) Существует предел функции lim(x(∞) f(x)=b, lim(x(∞) φ(x)=c, тогда существует предел произведения функций, который равен произведению пределов этих функций и равен bc. Док-во: f(x)=b+α(x); φ(x)=c+β(x); f(x)*φ(x)=[b+α(x)][c+β(x)]=bc+α(x)c+β(x)b+α(x)β(x)=bc+γ(x) => lim(x(∞) [f(x)φ(x)]=bc;

3) Констату можно выносить за знак предела. Дано: lim(x(0) f(x)=b, lim(x(0) φ(x)=c<>0; lim(x(∞) f(x)/φ(x)=b/c; Док-во: нету ( ( ( !

ТЕОРЕМА: Если функция f(x) для сколь уодно больших х удовлетворяет неравенству f(x)>=0 и имеет предел lim(x(∞) f(x)=b, то b будет b>0; Док-во: Допустим b<0 (рисунок – точки на OY – b+E, 0, b-E и график идет сверху, идет вниз до чуть ниже b-E, дальше по OX стремится к пределу 0). Противоречие, значит b>0.

Первый замечательный предел. Дело в том, что при малых х (x(0) значения sin, cos, arcsin и т.д. заменяются на значение их аргумента х.

Второй замечательный предел. Когда возникает неопределенность 1 в степени ∞, то lim(x(∞) (1+1/x) (ст.kx)=e (ст.k); e(ст.α)~1+α; lim(α(0) (1+α)~α.

Билет 3, 4
Непрерывность функций. Непрерывность функции в точке – функция y=f(x) называется непрерывной в точке х=х0, если выполняются следующие условия: (1) функция определена в т. х0 и в некоторой окрестности этой точки f(x0); (2) существует предел функции в этой точке lim(x(x0+) f(x)=lim(x(x0-) f(x)=lim(x(x0) f(x); (3) предел равен значению функции в этой точке: lim(x(x0) f(x)=f(x0). Если функция непрерывна в точке х0, то функцию можно выносить за знак предела: lim(x(x0) f(x)=f[lim(x(x0) x] =f(x0);                     Δy=f(x0+Δx)-f(x0); 

Функция y=f(x) называется непрерывной в точке х=х0, если предел приращения функции lim(x(0) Δy=0

Свойства непрерывных функций. 1) Если y=f(x), y=φ(x) – непрерывны в точке x0 (х=х0), то их алгебраическая сумма и произведение также непрерывны в этой точке. Дано: х=х0, lim(x(x0) f(x)=f(x0), lim(x(x0) g(x)=g(x0); Док-ть: lim(x(x0) [f(x)+ - g(x)]=f(x0)+ - g(x0)]; lim(x(x0) [f(x) g(x)]=f(x0) g(x0); Док-во: f(x0)+ - g(x0) – существует, f(x0)*g(x0) – существует; lim(x(x0) [f(x)+ - g(x)]=lim(x(x0) f(x) + - lim(x(x0) g(x)= f(x0)+ -g(x0);  с произведением – аналогично. Следствие: справедливо на любое число слагаемых.

ТЕОРЕМА: Если функция y=f(x) и функция y=g(x) непрерывны ы точке х0 (х=х0), то f(x)/g(x) есть непрерывная функция в точке х0, при условии, что y(x0)<>0; Док-ть: lim(x(x0) f(x)/g(x)=f(x0)/g(x0) -? Док-во: f(x0)/g(x0) – существует при g(x0)<>0; lim(x(x0) f(x)/g(x)=lim(x(x0) f(x)/ lim(x(x0) g(x)= f(x0)/g(x0)

Свойства функций, непрерывных на отрезке. Если функция y=f(x) непрерывна в каждой точке интервала (a,b), то эта функция непрерывна на интервале (a,b).

 Если функция непрерывна на интервале (a,b) и в точке х=а существует lim(x(a+) f(x)=f(a), то говорят, что функция непрерывна на интервале (a,b) справа.

  Если функция y=f(x) непрерывна на интервале (a,b) и в точке x=b существует предел lim(x(b-0) f(x)=f(b), то говорят, что функция непрерывна на интервале (a,b) слева.

  Если функция y=f(x) непрерывна на интервале (a,b), а в точках x=a и x=b непрерывна справа и слева соответственно, то функция f(x) непрерывна на отрезке [a,b]
ТЕОРЕМА 1: Если функция y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то на этом отрезке функция достигает своего наименьшего и наибольшего значений. x0 принадлежит [a,b], f(x0)>=f(x), f(x0)=M, x1 принадлежит [a,b], f(x1)<=f(x), f(x1)=m.

ТЕОРЕМА 2: Если y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и на концах этого отрезка принимает значение разного знака f(a)*f(b)<0; c принадлежит [a,b], f(c)=0

ТЕОРЕМА 3: (теорема о промежуточных значениях) Если y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и значение на концах f(a)=A, f(b)=B, то при изменениии аргумента от a до b, функция изменяется от A до B, a<=x<=b, A<=f(x)<=B.

Классификация точек разрыва функций. Если в точке х=х0 не выполняется хотя бы одно из требований, то эта точка будет точкой разрыва. 

 1 рода – В таких точках f(x) определена, но lim(x(x0+)<>lim(x(x0-);

Пример: y={x,x<=1; -x, x>1.

Устранимые точки разрыва первого рода: Эти точки возникают 1) f(x0) – не определена, 2) lim(x(x+) f(x)=lim(x(x0-) f(x)=f(x0) – доопределяем.

Пример: y=sinx/x.

 2 рода – Т. х=х0 является точкой разрыва 2го рода, если lim(x(x0-)=∞; Пример: y=1/x.

Дифференцируемые функции. Дано: y=f(x), в точке х=х0 аргумент получает приращение Δx, y получает приращение Δy, тогда производной функции в точке х0 называется предел приращений lim(x(0) Δy/Δx=y(x0) или f ‘(x). Множество всех значений производной образуют функцию производной, если рассматривать все ее значения (y’, yx’).

ТЕОРЕМА (связь между непрерывной и дифференцируемой функцией)

Если функция y=f(x) дифференцируема в точке х0, то она непрерывна в этой точке. Дано: y=f(x), х=х0, lim(Δx(0) Δy/Δx=y’(x); Док-ть: lim(Δx(0) Δy=0; Док-во: y=f(x), x=x0, Δx, Δy, Δy=Δy*Δx/Δx, lim(Δx(0) Δy=lim(Δx(0) Δy/Δx= lim(Δx(0) Δy/Δx*lim(Δx(0) Δx=f ‘(x0)*lim(Δx(0) Δx=0; limΔy=0; Δx=0. Обратное утверждение неверно!

Механический (физический) смысл производной. y’=lim(Δx(∞) Δy/Δx (скорость изменения функций); v ср.=ΔS/Δt; v мгн = lim(Δt(0) ΔS/Δt=dS/dt=S’(t); Δx=x-x0; Δy=f(x0+Δx) – f(x0); tgβ=Δy/Δx; lim(β(α) tgβ=lim(Δx(0) Δy/Δx; tg α=y’(x0); y-y0=k (x-x0);

Производная обратной функции. Для степенной – lim(Δx(0) Δy/Δx;

ТЕОРЕМА 1: Если функция x=x(y) дифференцируема на интервале и в точке y=y0, имеет производную x’(y0), тогда обратная функция y=y(x) также дифференцируема и в соответствующей точке x0=x(y0), имеет производную Yx’=1/Xy’. Дано: Δy/Δx=1/Δx/Δy; lim(Δx(0) Δy/Δx; Док-ть: предел существует lim(x(0) Δy/Δx=lim(Δx(0) 1/Δx/Δy=1/lim(x(0) Δx/Δy=|lim(Δy(0) Δx/Δy=Xy’, lim(Δy(0) Δx=0| = 1/lim(Δy(0) Δx/Δy = 1/Xy’. 

Производная сложной функции. y=y[φ(x)].

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=y(x) дифференцируема в точке u0, а функция u=φ(x) дифференцируема в точке х0 – u0=φ(x0), тогда функция y=y[φ(x)] дифференцируема в точке х0, причем Yx’=Yu’*Ux’; Докажем: Δy/Δx=lim(Δx(0) (Δy/Δu)* lim(Δx(0) (Δu/Δx)= |lim(Δx(0) Δu/Δx=Ux’; y=y(u) – дифференцируема; lim(Δu(0) Δy=0, lim(Δx(0) Δu=0|= Ux’ lim(Δy(0) Δy/Δu=Yu’*Ux’=Yx’. (привести примеры).

Производная функции, заданной в параметрическом виде. 
{x=x(t); y=y(t);    t0<=t<=t1;  Yx’=Yt’*Tx’=Yt’/Xt’;  !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Дифференцирование сложно-показательной функции.

Здесь применяем метод логарифмического дифференцирования! 

ln y=ln u(x) (ст.v (x))=v(x) ln u(x); (ln y)’=[v(x) ln u(x)]’; Yx’/y=[v ln u]’

Дифференциал функции. Δy=A*Δx+α(Δx) – дифференциал. – dy=Aδx;

ТЕОРЕМА (свойства дифференциала и производной): Если функция y=f(x) имеет в точке x0 дифференциал, то она в этой точке имеет и производную. Дано: Δy=AΔx+α (Δx); Док-ть: lim(Δx(0) Δy/Δx=Yx’-?

Док-во: Δy/Δx=(Aδx+α (Δx)) / Δx=A+ α (Δx)/Δx; lim(Δx(0) Δy/Δx=lim (A+α (Δx)/Δx)=A+lim(Δx(0) α (Δx)/Δx=A; Yx’=A, Дифференциал: dy=f ‘ (x) Δx

ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА: Если функция y=f(x) имеет в точке x производную, то она имеет и дифференциал. Док-во: НЕТУ ( ( ( ( (
dy=f ‘ (x) dx; dx=Δy

Основные свойства дифференциала. 

1. Дано: u=u(x); v=v(x); d(u+-v)=du+-dv; 2. d(uv)=du v+u dv; 3. d(u/v)=(du v – u dv)/v(ст2). Док-во (2): d(uv)=(uv)’ dx= (u’v+uv’) dx=|u’dx=du; v’ dx=dv= |u’dx=du; v’dx=dv| = du v+u dv; Док-во(1): d(u+-v)=(u+-v)’dx=(u+-v’)dx= |u’dx=du; v’dx=dv|=du+-dv; Док-во (3): d(u/v)=(u/v)’dx=(du v-dv u)/v(ст2)

Теоремы о дифференциалах функций. 

ТЕОРЕМА РОЛЛЯ: Если функция y=f(x) непрерывна на сегменте [a,b], дифференцируема во всех внутренних точках этого сегмента и на концах сигмента обращается в ноль f(a)=f(b)=0, тогда внутри этого сегмента найдется хотя бы одна точка с, для которой f ‘ (c)=0; Док-во: M – наибольшая точка f(x), m – наименьшая точка f(x) на [a,b]; Пусть (1) M=m, f(x)=const, f(x)=0 ( f(c)=0 (2) M<>m, M>0; c(c+Δx; f(c+Δx)-f(c)<=0, Δx>0; f(c+Δx)-f(c)<=0, Δx<0; lim(Δx(0) (f(c+Δx)-f(c))/Δx=f ‘(c); f ‘(c)=0;

ТЕОРЕМА ЛА-ГРАНЖА: Если функция y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и дифференцируема во всех внутренних точках этого отрезка, то найдется такая точка с, что f(b)-f(a)=f ‘(c) (b-a); Док-во: A(a, f(a)), B (b,f(b)), проведем хорду AB. Запишем уравнение хорды: (x-a)/ (b-a)=(f(x)-f(a))/ (f(b)-f(a))= (y` - f(a))/ f(b)- f(a); y` ( ` - волна )=f(a)+ (f(b)-f(a) / b-a) (x-a); F(x)=f(x) – y`=f(x) – f(a) – (f(b)-f(a)/ b-a) (x-a); Функция F(x) удовлетворяет всем условиям теоремы Ролле: 1) F(x), x принадлежит [a,b] – непрерывна; 2) F ‘(x) – существует; 3) F(a)= 0, F(b)=0 => F ‘(c) =0; F ‘(c)=f ‘(c) – (f(b)-f(a)/ b-a)=0; f(b)-f(a)=f ‘(c) (b-a) – приращение функции на отрезке.

ТЕОРЕМА КАШИ: Даны 2 функции y=f(x) и y=g(x). Эти функции непрерывны на сегменте [a,b] и дифференцируемы во всех внутренних точках этого сигмента. Тогда внутри этого сегмента найдется точка с, что будет выполняться следующее равенство: f(b)-f(a) / g(b)-g(a) = f ‘(c)/g ‘(c).

Док-во: F(x)=f(x)-f(a) – (f(b)-f(a)) / (g(b)-g(a)) * (g(x) – g(a)); (1) F(x) – непрерывна, (2) F ‘(x) – существует (3) F(a)=0, F(b)=0;//// F ‘(c)=f ‘(c) – (f(b)-f(a)) / (g(b)-g(a)) * g’(c)=0; f(b)-f(a) / g(b)-g(a) = f ‘(c)/g ‘(c).

ПРАВИЛО ЛАПИТАЛЯ: Правило нахождения предела дифференцируемой функции. Пусть y=f(x) и y=g(x) определены на ]a,b] и во всех внутренних точках этого множества f  '(x) – существует, g’(x) – существует; Рассмотри два случая: когда x(a и когда x(0; Тогда, если существует предел отношения производных, то существует предел отношения функций и эти пределы равны! Док-во: lim(x(a) f(x)=0; lim(x(a) g(x)=0; Доопределим эти функции в точке а, f(a)=0, g(a)=0, 

x принадлежит [a,b]; (f(x)-f(a)) / (f ‘(c)/g’(c)); c([a,x]; x(a; c(a; Рассмотрим lim(x(a) f(x)-f(a)/g(x)-g(a)=lim(x(a) f(x)/g(x)=lim(x(a) f ‘(c)/g’(x)=lim(x(a) f ‘(c) / g’(c) = |x(a; c(a| = lim(x(a) f ‘(c)/g’(c)=lim(x(a) f ‘(x)/ g’(x);

Билет 5
Необходимые и достаточные условия возрастания и убывания функции

Функция y=f(x) называется возрастающей при x принадлежащем (a,b), если для x2>x1 выполняется f(x2)>f(x1), Δy/Δx>0.

Функция y=f(x) называется убывающей на интервале (a,b), если для 2х значений аргумента этого интервала x2>x1, выполняется неравенство f(x2)<f(x1) или , если x2<x1, то f(x2)>f(x1), Δy/Δx<0;

ТЕОРЕМА (достаточный признак возрастания функции): Если функция y=f(x) дифференцируема на интервале (a,b), является возрастающей на этом интервале, то ее первая производная не может быть отрицательной ни в одной точке этого интервала. f ‘(x)>0; Дано: Δy/Δx>0; Док-ть: f '(x)>0, x принадлежит (a,b); Док-во: f ‘(x)=lim(Δx(0) Δy/Δx>0. Если функция убывает, то ее производная меньше нуля.

ТЕОРЕМА 2 (достаточный признак возрастания функции): Если непрерывная и дифференцируемая на сегменте [a,b] функция во всех точках сегмента имеет производную, то эта функция называется возрастающей на этом сегменте: x1, x2 принадлежит (a,b), [x1, x2], x<c<x2; f(x2)-f(x1)=f ‘(c) (x2-x1); f ‘(c)>0, Δx=x2-x1>0; f(x2)-f(x1)>0; Достаточный признак доказывается аналогично, только меньше нуля.

Экстремумы функции. Функция y=f(x) имеет в точке x=c максимум, если для всех точек в некоторой окрестности точки с выполняется неравенство f(x)<f(c). Функция y=f(x) имеет в точке х=с минимум, если для всех точек некоторой окрестности с выполняется условие f(x)<f(c). 

Необходимые и достаточные условия наличия экстремума:

Необходимый признак существования экстремума, ТЕОРЕМА: 

Если дифферинцируемая функция y=f(x) имеет в точке х=х1 максимум или минимум, то ее производная обращается в ноль в этой точке f ‘(x1)=0;

Док-во: Предположим, что в точке х=х1 функция имеет максимум, тогда при достаточно малых приращениях: f(x1+Δx)<f(x1), т.е. f(x1+Δx)-f(x1)<0; Но в таком случае знак отношения [f(x1+Δx)-f(x1)]/Δx определяется знаком Δx, а именно: выжение >0 при Δx<0, выражение <0 при Δx>0. Согласно определению производной: f ‘(x1)=lim(Δx(0) (f(x1+Δx)-f(x1))/Δx; Если f(x) имеет производную при х=х1, то предел, стоящий справа, не зависит от того, как Δх стремится к нулю. Если Δx(0 -, то f ‘(x1)>=0; Если же Δx(0+, то f ‘(x1)<=0. Т.к. f ‘(x) есть определенное число, не зависящее от способа стремления Δx к нулю, то 2 способа совместимы только, если f ‘(x1)=0. Аналогично доказывается и в случае минимума.

Достаточный признак экстремума, ТЕОРЕМА: Если непрерывная функция y=f(x) имеет производную f ‘(x) во всех внутренних точках некоторого интервала содержащего критическую точку х=х1 за исключением, может быть, самой этой точки, тогда если при переходе через эту точку слева направо первая производная меняет знак с плюса на минус, то в этой точке максимум, а если с минуса на плюс, то минимум.

Точки в которых первая производная равна нулю или ее не существует называются критическими точками первого рода.

Док-во: Предположим, что производная меняет знак с плюса на минус: f ‘(x)>0 при x<x1; f ‘(x)<0 при x>x1; Применяя теорему лагранжа к разности f(x)-f(x1), получим f(x)-f(x1)=f ‘(c) (x-x1), где c – точка, лежащая между x и x1. (1) Пусть x<x1, тогда: c<x1, f ‘(c)>0, f ‘(c) (x-x1)<0 и следовательно f(x)<f(x1); (2) Пусть x>x1, тогда c>x1, f ‘(c)<0; f ‘(c) (x-x1)<0 и следовательно f(x)-f(x1)<0, f(x)<f(x1). Это показывает, что для всех значений х, достаточно близких к х1, значения функции меньше, чем значения функции в точке х1. Следовательно, в точке х1 функция f(x) имеет максимум. Аналогичным образом доказывается достаточное условие минимума.

Достаточный признак экстремума, основанный на знаке 2ой производной. ТЕОРЕМА: Если в критической точке х=с первая производная равна нулю или не существует, а 2ая производная существует, тогда, если f ‘’(c)>0, то в этой точке минимум, а если f  “(c)<0, то в этой точке максимум. f ‘’(x)=lim(Δx(0) (f ‘(x+Δx) – f ‘(x))/Δx; f ‘’(c) =lim(Δx(0) (f ‘(c+Δx) – f ‘(c))/Δx=lim(Δx(0) f ‘(c+Δx)/Δx>0, Если Δх>0, то f ‘(c+Δx)>0 – это справедливо для возрастающей функции (рисунок!).

Интервалы выпуклости, вогнутости графиков функции. Признак выпуклости, вогнутости графика функции на интервале. График функции называется выпуклым на интервале ]a,b[, если он лежит ниже любой своей касательной на данном интервале. График функции y=f(x) называется вогнутым на интервале ]a,b[, если он лежит выше любой своей касательной на этом интервале. 

  ТЕОРЕМА (достаточный признак): Пусть функция y=f(x) дважды дифференцируема на интервале ]a,b[. Если в каждой точке этого интервала вторая производная меньше нуля, то интервал ]a,b[ - интервал выпуклости графика функции. Если f ‘(x)>0, то интервал (a,b) – интервал вогнутости. Док-во: Пусть f “(x)<0, x принадлежит (a,b); Док-ть: y – y (с волной - `)<0;

k=f ‘(x0), y0=f(x0); y` - уравнение касательной; y`-f(x0)=f ‘(x0) (x-x0); y-y`= f(x) – [f(x0)+f ‘(x0) (x-x0)]; y-y`=f(x) – f(x0) – f ‘(x0) (x-x0); [x0,x] – сегмент, Запишем формулу лагранжа: f(x) – f(x0)= f ‘(c) (x-x0); y-y`= (f ‘(c) – f ‘(x0)) (x-x0); f ‘(c) – f ‘(x)=f “(c1) (c-x0); y-y`=f  “(c1) (x-x0) (c-x0); (1) Пусть x>x0; x-x0>0, c-x0>0; y-y`<0, т.е. график функции лежит ниже касательной (выпуклость). (2) Пусть x<x0; x-x0<0; y-y`<0;

Точка графика функции, отделяющая интервал выпуклости от интервала вогнутости называется точкой перегиба функции. (показать на рисунке).

ТЕОРЕМА (необходимые условия точки перегиба): Пусть функция y=f(x) имеет вторую производную f “(x). Если точка х=х0 является точкой перегиба графика функции y=f(x), то f “(x)=0 в этой точке. Док-во: Пусть х0 – точка перегиба, но f “(x0)<>0, а f “(x0)>0; Тогда по определению в некоторой окрестности имеем интервал вогнутости графика функции. 

СЛЕДСТВИЯ: (1) Необходимо проверить достаточный признак точки перегиба. (2) Точка перегиба возможна в тех точках, где вторая производная терпит бесконечный разрыв – lim(x(x0) f “(x)=∞. Пример: y=x(ст.5/3).

ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ПЕРЕГИБА: Если вторая производная функции y=f(x) меняет знак при переходе через точку х0, то эта точка является точкой перегиба функции. Пример: y=x(ст4).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Точка, в которой 2ая производная равна нулю или терпит бесконечный разрыв называется критической точкой 1го рода.

Ассимптоты графика фукции: ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Прямая называется ассимптотой, если расстояние Δ от переменной точки кривой y=f(x) до этой прямой стремится к нулю при неограниченном удалении этой точки от начала координат.

1) Вертикальная ассимптота: [ x=a ]; lim f(x) = ∞ (при x(a-, a+, a);

2) Наклонные ассимптоты: [ y=kx+b ]; k-?, b-? k=lim(x(+∞, -∞) f(x)/x; b=lim(x(+∞, -∞) [f(x) - kx]. Если k=0, то ассимптота горизонтальная.

ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА: y=f(x) – существует (дифференцируема) и имеет производную до (n+1) порядка включительно. Известные значения функции и ее производной в точке x=a, входящей в область определения этой функции. Найдем многочлен y=Pn(x), значение которого в точке x=a равняется значению функции f(x) в этой точке, а значения его производных до n-го порядка в точке х=а равняются значениям соответствующих производных от функции f(x) в этой точке: Pn(a)=f(a), P’n(a)=f ‘(a), P”n(a)=f “(a),…, P(ст.n)n(a)=f(ст.n) (a). (=1=) Найдем этот многочлен в форме многочлена по степеням (x-a) с неопределенными коэффициентами: Pn(x)=Co+C1(x-a)+ C2(x-a)(ст2)…+Cn(x-a) (ст.n). (=2=) Неопределенные коэффициенты C1, C2… Cn определим так, чтобы удовлетворились условия (=1=). Предварительно найдем производные от Pn(x): 

{P’n(x)=C1+2C2 (x-a)+…+nCn (x-a) (ст.n-1)

{……………………

{P (ст.n)n (x)= n (n-1) … 2*1*Cn; (=3=)

Подставляя в левые и правые части равенств (2) и (3) вместо х значение а и заменяя на основании равенств (1) Pn(a) через f(a), P’n(a)=f ‘(a) и т.д., получим: f(a)=C 0; f ‘(a)=C1; f “(a)=2*1*C2; f “’(a)=3*2*1*C 3;…..; 

f (ст.n) (a) =n(n-1) (n-2) … 2*1*Cn, откуда находим: C 0=f(a)………..};

Подставляя найденные значения C1, C2, … Cn в формулу (2), получим искомый многочлен: Pn (x)=f(a)+((x-a)/1)f ‘(a)+((x-a) (ст.2)/1*2) f “(a)+…;

Rn(x)=f(x)-Pn(x), f(x)=Pn(x)+Rn(x); f(x)=f(a)+ ((x-a) (ст1)/1!) f ‘(a)+….+Rn(x); Rn(x) (=6=) называется остаточным членом. Для тех значений х, для которых остаточный член Rn(x) мал, многочлен дает приближенное представление функци f(x). Таким образом формула (=6=) дает возможность заменить функцию y=f(x) многочленом y=Pn(x) с соответствующей степенью точности, равной значению остаточного члена Rn(x). Запишем остаточный член в виде: Rn(x)=[(x-a) (ст. n+1) / (n+1)!]*Q(x), где Q(x) есть некоторая функция, подлежащая определению, и в соответствии с этим: f(x)=f(a)+ ((x-a) (ст1)/1!) f ‘(a)+….+((x-a) (ст. n+1)/ (n+1)!)*Q(x); При фиксированных х и а Q(x) имеет определенное значение Q. Рассмотрим вспомогательную функцию от t (t заключено между a и х):

F(t)=f(x)-f(t)-((x-t)/1!)f ‘(t)…- ((x-t) (ст. n+1)/(n+1)!)*Q; F ‘(t)=….; F ‘(t)= - ((x-t) (ст.n)/n!) f (ст.n+1) (t) + ((x-t) (ст.n)/n!)*Q; На основании формулы 6’: F(x)=0; F(a)=0; Поэтому к функции F(t) применима теорема Ролля, и существует такое t=c, аключенное между а и х, при котором F ‘(c)=0. Отсюда: - ((x-c)’/n!)f(ст.n+1) (c) + ((x-c) (ст.n)/n!)*Q=0; Q=f(ст.n+1) (c); Rn(x)= ((x-a) (ст.n+1)/(n+1)!)*f(ст.n+1) (c). Это формула лагранжа для остаточного члена. c=a+D(x-a), где D – число, заключенное между 0 и 1; тогда: Rn(x)=((x-a) (ст. n+1)/(n+1)!)f(ст.n+1) [a+D(x-a)]; Формула ТЕЙЛОРА: f(x)=f(a)+((x-a)/1!)*f ‘(a)…((x-a) (ст.n+1)/ (n+1)!)*f(ст.n+1) (a+D(x-a)); Если a=0, то это будет формула Маклорена.

Билет 7
Комплексные числами называются выражения: z=a+bi=a+ib, где a,b-действительные числа, а I-специальный символ.

Арифметические операции:

Z1=a1+ib1, z2=a2+ib2

1. z1=z2 тогда и только тогда, когда a1=a2 и b1=b2; a+0i=a, 0+bi=bi, 1*I=i.

2. z1+-z2=(a1+-a2)+I(b1+-b2).

3. z1*z2=(a1a2-b1b2)+I(b1a2+a1b2).

4. z1/z2=((a1a2+b1b2)/a2(ст.2)+b2(ст.2))+I((b1a2-a1b2)/a2(ст.2)+b2(ст.2)) a2(ст.2)+b2(ст.2)<>0.

Z=p(Cos(фи)+iSin(фи))-тригонометрическая форма комплексного числа.

Z=pe(ст.i*фи) (p>=0)-показательная форма комплексного числа.

P-модуль числа.

Для того чтобы многочлен Qn(z) имел (комплексный) корень z0, необходимо и достаточно, чтобы он делился на z-z0, т.е. чтобы его можно было представить в виде произведения Qn(z)=(z-z0)Qn-1(z), где Qn-1 – некоторый многочлен степени n-1.

Основная теорема: Всякий многочлен n-й степени имеет по крайней мере один комплексный корень (нуль).

Следствие: Многочлен n-й степени Qn со старшим не равным нулю коэффициентом (An<>0) имеет n комплексных корней с учётом кратности, иначе говоря Qn(z) представляется в виде произведения
Qn(z)=An(z-z1)(ст.p1)(z-z2)(ст.p2)…(z-z1)(ст.pi), p1+p2+…+pi=n,

Где z1,…, zi – различные корни Qn кратностей, соответственно p1,…, pi.
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