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1. Элементы линейной алгебры
Матрица – это таблица чисел, упорядоченных по строкам и столбцам. Числа матрицы называются элементами матрицы. Если m=n, то матрица называется квадратной. Если задана квадратная матрица, то элементы с одинаковыми индексами образуют главную диагональ и называются диагональными элементами. AT или А* называется транспонированной по отношению к A, если строки матрицы A являются столбцами A*. Квадратная матрица называется симмитричной относительно главной диагонали, если для ее элементов выполняется условие aij = aji. Если в квадратной матрице все элементы, кроме диагональных равны 0, то такая матрица называется диагональной. Если все элементы диагональной матрицы равны 1, то такая матрица называется единичной – E.
PS: не забудь дать примеры!!

Операции над матрицами. 
1. A и В считаются равными, если они имеют одинаковую размерность и соответствующие элементы равны.

2. Для того, чтобы сложить 2 матрицы, достаточно сложить соответствующие элементы. 

3. Умножение матрицы на число: В = λA; достаточно умножить на это число все элементы.

4. Умножение матриц: для перемножения А и В надо выполнить следующие условия: длиннаа строки матрицы А должна равняться высоте столбца матрицы В; число столбцов А = число строк В; АВ<>ВА; A (m*k) ( m/k; B (k*n) ( k/n; A*B = mk/kn = m/n; 

PS: примеры не забудь привести!!

Определитель матрицы. Вычисляется только для квадратной матрицы. Определитель второго порядка Δ=detA=|aij| = a11 a22 – a12 a21; Определитель третьего порядка вычисляется по правилу треугольника: спроси хоть у кого, ежу понятно, но рисовать долго.

PS: если ты не приведешь примеры, то мне остается тебе только посочувствовать…

------------------------------------------------------------------------------------------------

Минор и алгебраическое дополнение. Минор – это определитель, полученный вычеркиванием строки или столбца. Минором Мij матрицы A, n*n, называется определитель, полученный вычеркиванием i строки и j столбца из матрицы А. Минор, взятый с определенным знаком называется алгебраическим дополнением элемента. Aij = (-1) (ст.i + j) Mij 

Разложение определителя по элементам строки или столбца.

Рассмотрим i-тую строку: Δ= ai1 Ai1 + ai2 Ai2 +…+ain Ain
Рассмотрим j-тый столбец: Δ = a1j A1j + a2j A2j+…+anj Anj
Свойства определителя n-го порядка. 
1. Если все элементы строки или столбца равны нулю, то и Δ= 0;

2. При перестановке 2 строк (столбцов) знак определителя меняется на противоположный.

3. Определитель не изменится, если транспонировать соответствующую матрицу.

4. Общий множитель строки или столбца можно выносить за знак определителя.

5. Если элементы строки или столбца представляют собой сумму слагаемых, то определитель равен сумме Δей, элементами которых в данной строке или столбце являются эти слагаемые.

6. Если две строки или столбца имеют одинаковые элементы, то такой Δ= 0

7. Определитель не изменяется, если к элементам строки или столбца прибавить соответствующие элементы другой строки или столбца, умноженные на некоторое число k, где k – любое действительное число.

PS: примеры не дашь – хуже тебе же будет, товарищ, кому я дал этот файл.

Обратная матрица. Обратная матрица к исходной матрице А называется матрица А-1, удовлетворяющая условию A*A- 1=A- 1A=E.

ТЕОРЕМА о существовании обратной матрицы. Для того, чтобы квадратная матрица А имела обратную матрицу, необходимо и достаточно (<=>), чтобы матрица А была невыражденной – detA<>0;

1. необходимые условия. Дано: А, А- 1; Док-ть: detA<>0; Док-во: Предположим detA=0; AA- 1=E; |AA- 1| = |A| |A- 1| = |E| = 1; |AA- 1| =0; Противоречие, значит |A|<>0;

2. достаточные условия: Дано A, detA<>0; Док-ть: A- 1-?; Док-во: AA- 1=E -?; 

A(a11, a12…a32, A33); Заменим каждый элемент алгебраическим дополнением. В = (A11, A12…A32, A33)*1/ |A|; Транспонируем и разделим все элементы на Δ: BT= (A11/Δ, A21/Δ…A23/Δ, A33/Δ); BT=A- 1-?; BTA=E -?

(a11 a12 … a32 a33)*(A11 A12…A32 A33)= (a11A11+a12A12+a13A13/Δ…………………………………)=(1 0..0 1)=E;

a21A11+a22A12+a23A13 = 0; a11A11+a12A12+a13A13=Δ;

Системы линейных алгебраических уравнений СЛАУ. 

(x1; x2; x3;…xn) – матрица-столбец. A= (a11 a12… ann) * B= (b1; b2; … bn); 

AX=B; 

{a11 x1+a12 x2+…+a1n xn = b1; a21 x1+a22 x2+…+a2n xn = b2; an1 x1+an2 x2+…+ann xn = bn. – ЭТО СЛАУ; Если СЛАУ имеет решение, то она называется совместной. Если это решение единственное, то СЛАУ называется определенной системой. Если СЛАУ имеет множество решений, то она называется неопределенной. Для установки совместности надо вычислить определитель: {a11 x1…+a33 x3 = b3; Находим определитель матрицы А: Δ=|A| =|a11 a12…a32 a33| <> 0; Для совместности <=>, чтобы главный Δ системы не равнялся нулю. x1-?; Столбец коэффициента x1 занимает столбец (b) (своб. член): 

Δx1= |b1 a12 a13; b2 a22…; … b3 a23 a33|; Δx2=|a11 b1 a13; a21 b2 a23; a31 b3 a33|; Δx3=|a11 a12 b1; a21 a22 b2; a31 a32 b3|; x1=Δx1/Δ; x2=Δx2/Δ; x3=Δx3/Δ………….

1) Δ<>0, Δxi<>0, тогда имеет единичное решение

2) Δ=0, Δxi= 0, множество решений.

Метод обратной матрицы или матричный способ решения СЛАУ.

AX=B; |A|<>0 ( A- 1; A- 1AX=A- 1B; A- 1A=E; EX=X; X=A- 1B; Пример: вычисляем главный Δ, находим алгебраические дополнения, делим на главный определитель, транспонируем и получаем A- 1; X=A- 1; Отсюда находим матрицу-столбец X. Привести примеры.

Метод Гаусса. Ранг матрицы. Рассмотрим прямоугольную матрицу размерностью n*m: A(рисуй матрицу).Выделим k строк и k столбцов из элементов, находящихся на пересечении этих k строк и k столбцов. Строим Δли k-го порядка (эти Δли называются минорами матрицы k-го порядка и обозначаются Mк). M1 – сами элементы матрицы. Минором k-го порядка данной матрицы A называется Δ, составленный из элементов матрицы без перестановок после вычеркивания любых k строк и k столбцов. 

Минор второго порядка определяется вычеркиванием двух строк и двух столбцов и т.д. 3-го, четвертого и далее (нарисуй!). Рангом данной матрицы A называется наивысший порядок отличного от нуля минора. Обозначается r (A) = r;  Практический способ нахождения ранга матрицы: Практический способ сводится к элементарным преобразованиям матрицы.

1. Перестановка 2х строк. 2. вычеркивание нулевой строки или столбца. 3. прибавление к элементам строки или столбца соответсвующих элементов другой строки или столбца, умножение на число λ. 

Справедлива ТЕОРЕМА: Ранг матрицы не изменяется при ее элементарных преобразованиях:

A(a11…amn); Выполним преобразования и получим что-то типа: B (b11, b12, b13; 0 b22 b23; 0 0 b33); Вот как надо преобразовывать число строк матрицы. В дает ранг матрицы А: r (A) = r (B) = число строк В.

Привести пример (надеюсь смогешь сам, товарисчь)

Теорема Кронекера-Копелли. Пусть дана СЛАУ размерностью m*n:

{a11 x1 +…. = b1; … = bm;    A(a ij) – i=1до m, j=1до n; 

B = (a11 a12 … a1n | b1; a21 a22… a2n | b2; …; am1 am2 … amn | bm) 

Для того, чтобы СЛАУ была совместной необходимо, чтобы ранг матрицы A равнялся расширенному рангу матрицы В <=> r (A) = r (B); 

1) r = n (ранг матрицы равен числу неизвестных) – единственное решение.

2) r < n – множество решений.

Примеры обязательно!

Метод Гаусса (метод исключения неизвестных). 

{a11 x1 +…=b1;  …; =bn;       С помощью линейных преобразований матрицы А мы приводим ее к треугольному виду и получаем СЛАУ равносильную исходной. Две СЛАУ называются равносильными, если решение второй системы является решением первой системы и наоборот.

(обязательно пример, где СЛАУ и вообщем получаешь лесенку с нулями внизу, потом с помощью этого находишь иксы). Удачи, товарисчь!

Система линейных однородных уравнений. СЛОУ с нулевыми свободными членами. AX= 0;  

{a11 x1+a12 x2+…+a1n xn = 0; … ; …+amn xn = 0; - это СЛОУ.

r (A) = r (B) – эта система всегда совместна. X1=X2=…Xn=0 – общее решение. ТЕОРЕМА: для того, чтобы СЛОУ имела не нулевое решение <=>, чтобы ранг системы был меньше числа неизвестных.

1. Если имеем квадратную систему, то m = n; Δ=|A|= 0; Для существования ненулевого решения <=>, чтобы Δ= 0; r < n, m < n – множество решений.

(Примеры незабудь, ато отчислят нахрен – будешь знать…)
	2. Элементы векторной алгебры
Величины, которые полностью определяются заданием направления численного значения называются векторами. (Скаляры - числа). 

С этого момента вектор будет обозначаться ( AB` ).

AB`, a` - векторы. (рисунок – вектор, начало, конец). Длинна вектора называется модулем вектора. AB = |AB`| = |a`|. Вектор, у которого совпадает начало и конец, называется нулевым вектором. 0`, | 0`| = 0;

Вектор, модуль которого равен 1, называется единичным вектором |e`|= 1.

2 вектора, лежащие на одной прямой или на параллельной прямой называются колинеарными. 2 вектора называются равными, если они: 

1) колинеарны, 2) они имеют одно направление, 3) |a`|=|b`|; 

a`=λb` (рисунки и примеры)

Алгебраические операции с векторами. 

1) Сложение векторов. c` = a` + b` (рисунок – сложение по правилу параллепипеда).

2) Суммой a` и b` называется 3ий вектор c`, соединяющий начало одного и конец другого вектора. (рисунок - сложение по правилу треугольника, 2 вектора выходят из одной точки). 

3) Разность 2х векторов. Разностью 2х векторов a` и b` называется 3ий вектор c`, который в сумме с вычитаемым b` дает a`. 

c`=a` +b`; d`= a`-b` (рисунок – вычитание и сложение).

Чтобы |a` + b`| = |a` - b`| необходимо: a ┴ b.

Умножение вектора на число. Дано: a`, λ; b` = λ a`; λ (a` + b`) = λa` ± λb`;

a`(λ1 + λ2) = λ1 a` + λ2 a`; Угол между векторами. Это наименьший угол, на который нужно повернуть один из векторов против часовой стрелки до их полного совпадения.

Проекция вектора на ось. Составляющие вектора на оси.

Пусть дана произвольная ось l . Состовдяющие AB` 

на оси l. Составляющие векторы: A’B’` = x2 – x1; 

A’B’ = проекция l AB` - проекция AB на ось l.

φ=π/2; x2 > x1; x2 – x1 > 0; π/2< φ< π; x1 – x1 < 0;

При сложении нескольких векторов, их проекции также складываются (рисунок и формулы к нему – нарисуешь сам).

Линейная зависимость векторов. Базис. 

a1`, a2`,…, an`; Вектора называются линейно-независимыми, если равенство λ1 a1` + λ2 a2` +…+λn an` = 0 выполняется только в тревиальном случае – λ1 a1`+λ2 a2`+…+λn an` = 0, λ1, λ2, λ3…λn=0; и называются линейно-зависимыми, если хотя бы одно из чисел λ <>0;

λ1<>0; μ1=λ2/λ1; μ2=λ3/λ2… ; a1`= μ1 a2`+μ2 a3` +…+μ(n - 1) an`; 

Вектор a1` представлен линейной комбинацией векторов.

Докажем следующую ТЕОРЕМУ: Всякие 3 вектора на плоскости линейно зависимые. Дано: a`, b`, c`, причем 2 из них колинеарны. Док-ть: a`=λ1 b`+λ2 c`-?; Док-во: 1) пусть a` и b` колинеарны: a`=λ1 b` + 0 c`; λ1<>0; λ2=0;

c`=λ1 a`+λ2 b`=|b`=αa`|=λ1 a`+λ2 α a` = β a` + 0 b`; 2) Дано: a`, b`, c`; 

c`=λ1 a`+λ2 b`; Док-во: 
                     c`=OM`; OM` = OM1`+OM2`;

                      OM1`=λ1 a`; OM2`=λ2 b`; c`=λ1 a` + λ2 b`

                      Следствие: 1. Максимальное число линейно-независимых   

                      векторов на плоскости равно двум. 2. Для того, чтобы 2 

                      вектора на плоскости были линейно-независимы <=>, чтобы

они были неколлинеарными.

Линейная зависимость векторов в трехмерном пространстве. Вектора, лежащие в одной плоскости или параллельных плоскостях называются компланарными. ТЕОРЕМА: любые 4 вектора в 3х-мерном пространстве являются линейно-зависимыми. Дано: a`, b`, c`, d`; из них 3 компланарны; a` = λ1 b` +λ2 c` +0` d` (см. рисунок). 

OM`= a`; a` ^ b`; d` ^ b`; b` ^ c`; ON – проекция
ON`= OM2+ON3; NM`=OM1`; 

OM`=ON`+NM`; OM`=OM1`+OM2`+OM3`

OM1`=λ1 d`; OM2`=λ2 b`; OM3 = λ3 c`;

Это означает, что векторы линейно-зависимые.

Следствие:

1. Максимальное число линейно-независимых 

векторов в трехмерном пространстве равно 3м.

2. Для того, чтобы 3 вектора в трехмерном пространстве были линейно-независимые <=>, чтобы они были не компланарны.

Базис в пространстве. Любые 2 линейно-независимых вектора на плоскости образуют базис. Любой тертий вектор можно выразить через базис: b`, c`; a`=λ1 b`+λ2 c`; λ1, λ2 – афинные координаты вектора a` в базисе b` и c`. ТЕОРЕМА: Разложение по базису является единственным. Дано: базис b`, c`. Допустим, что разложение вектора по базису возможно в двух вариантах: a`=λ1 b`+λ2 c` {λ1, λ2}; a`=β1 b`+β2 c` {β1, β2}; 0`= (λ1 – β1) b`+ (λ2 – β2) c`; x1 – β1 = 0; x2 – β2 = 0; x1 = β1; λ2 = β2.

ТЕОРЕМА: Любые 3 линейно-независимые вектора образуют базис и разложение по базису в трехмерном пространстве является единственным.

a` = λ1 b`+ λ2 c`+ λ3 d` {λ1, λ2, λ3}….

n-мерное пространство. Размерность пространства. Любые n линейно-независимых векторов в n-мерном пространстве образуют базис. Размерность пространства определяется числом линейно-независимых векторов в пространстве. 2 ( R2; 3( R3; n(Rn; a` (λ1..λn).

Фундаментальная система решений системы линейных однородных уравнений. AX=0; r < n; n,r – независимые решения (произвольные). Для однородной системы уравнений справедливо следующее утверждение – любая линейная комбинация решений однородной системы также будет решением этой системы. b`={b1, b2, bn}; AX= 0; λb`={λb1, λb2…λbn}; c`={c1, c2… cn}; c+λb`={c1+λb1, c2+λb2, …,cn+λbn}; Из множества всех решений можем выбрать систему линейно-независимых решений (базис) через которую будут выражаться все остальные решения системы. Эта система линейно-независима и называется фундаментальной системой решения однородных систем уравнений. Рассмотрим однородную систему с рангом r < n; n, r – независимые (в скобках – нижние индексы):

a11 x1+a11 x2+a1r xr = a (1r+1) x (n+1)… a1n xn; …; ar1 x1+ar2 x2…+anr xr = a(nr+1) x(n+1) …+a (r n) x (n).

  ----- n - r --------------------^----------------------------------------

x(r+1) (1 0 0 0… 0) x (r+2) (0 1 0 0 … 0) … xn (0 0 0 0… 1)

Фундаментальная система будет иметь следующий вид:

{x (1)` = (x1(1), x2(1)…xn(1),1, 0, 0…0); x(2)`= (x1(2)…0); x( r )` = (x1( r )..1)

Прямоугольная декартовая система координат. Это система координат, которая состовлется осями, имеющими 1 общее начало. (i`, j`, k`) – базис. 

                                   Ортогональная система координат. 

                                   ОРТ - |i`|=|j`|=|k`|

                                    Рассмотрим OM`: OM1`, OM2`, OM3`;

                                    OM`=OM1`+OM2`+OM3`; OM1`-проекция на ось oy

                                    - состовляющий вектор OM на оси oy; OM2` - сост.

                                     вектор на оси ox; OM3` - состовляющий вектор OM`   

                                     на оси  oz.

                                     M(x, y, z), M1(0, y, 0), M2(x, 0, 0), M3(0, 0, z);

OM`=xi`+yj`+zk`; O (0, 0, 0), M(x, y, z); 
Вектор, соединяющий начало координат и любую точку в пространстве называется радиус-вектором. r`=OM`=xi`+yj`+zk`;

ПРИМЕРЫ. AB`; A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2); AB`{x1-x1;y2-y1;z2-z1};

AB`={ax, ay, az}; AB`=ax i`+ay j`+az k`; |AB`|= √ax(ст2)+ay(ст2)+az(ст2); 

(a`^ox)=α; (a`^oy)=β; (a`^oz)=γ; Направляющие косинусы:

ax =x2-x1; cosβ=ay/ |a`|; cosα=ax/ |a`|; cosγ=az/ |a`|; 

coaα(ст2)+cosβ(ст2)+cosγ (ст2)=ax(ст2)+ay(ст2)+az(ст2)/ ax(ст2)+ay(ст2)+az(ст2)=1; α+β=π/2;

Условия колинеарности двух векторов – ( ax / bx=ay / by=az / bz )

Скалярное произведение векторов.

Скалярным произведением 2х векторов называется число, равное произведению модулей векторов, умноженное на cos угла между ними.

a`*b`=|a`|*|b`|*cosα; 

a`={ax, ay, az}; b`={bx, by, bz}; a`*b`=(ax bx + ay by +az bz)
Свойства скалярного произведения. 

(1) a`*b`=b`*a` - переместительный закон (2) λ (a`*b`)=(λa`)b`=a`(λb`)

(3) (a`+b`)c`=a`c`+b`c`; 

                              OM=|a`| cosα; 

                              a`b`=|a`| |b`| cosα; a`a`=a`(ст2)=|a`| |a`| cos0= a (ст2);

                              a=√a`(ст2)=ax i`+ay j`+az k`

Векторное произведение. Векторным произведением a` и b` называется 3ий вектор c`, который удовлетворяет следующим условиям: 1) |c`|=|a`| |b`| sinα (2) c` _|_ a`, c`_|_b`. Свойства векторного произведения:

1) a` x b`= -b` x a`; 2) λ (a` x b`)=(λa`) x b`=a` x (λb`); 3) Распределительный закон (a`+b`) x c`=a` x c` + b` x c`;

Векторное произведение через координаты перемножаемых векторов.

a` x b`=|i j k; ax, ay, az; bx, by, bz| = i |ay az; by bz| - j |ax az; bx bz| + k|ax ay; bx, by|; Площадь треугольника: S=1/2 |a` x b`|

Смешанное произведение векторов. – называется произведение вида (a` x b`) c`;  Оно равно = |ax ay az; bx by bz; cx cy cz|;

	Свойства симметрии пространства. 

1) При перестановки знак меняется: (a` x b`) c`= - (b` x a`) c`;

2) a`b`c`=b`c`a`=c`a`b` 

Геометрическое место смещенного произведения. – V=(a` x b`) c`

Условие компланарности 3х векторов: (a` x b`) c` = 0; 

Собственные числа и собственные векторы матрицы.

A=(a11,…,ann); A-λE=(a11 –λ, a12…; a21, a22 – λ…;…ann – λ) – характеристическая матрица для матрицы A. Δ(A-λE)=det(A-λE) – характеристический многочлен. Δ= (- 1) (ст.n) λ (ст.n)+( - 1) (ст.n-1) P1 λ (ст.n-1) + ( - 1) (ст.n-2) P2 λ (ст.n-2)…+Pn; Корни многочлена λ1, λ2, λ3 – собственные числа матрицы A. 

P1= a11 + a22+…ann = Sp A (след. матрица А); Pn=detA(Δ);

Зная собственные числа можно найти собственные векторы матрицы А.

Собственным вектором матрицы А, соответствующим собственному числу λ, называется всякий не нулевой вектор, удовлетворяющий следующему уравнению: AX=λX’ (x - вектор); (A - λE)X= 0; (λX= λ EX)

det(A-λE)= 0 (характеристическое уравнение), λ1, λ2, λn - ?

3. Уранения прямой на плоскости и различные способы задания
Mo (x0, y0); N (A, B) – нормальный вектор прямой (рисунок) _|_. Рассмотрим MMo N= 0; A (x – x0)+B (y-y0)= 0; Ax + By + C= 0;

Вектор, параллельный прямой называется направляющим. S (m, n) (рисунок). x – x0 / m = y – y0 / n – конаническое уравнение прямой.

Уравнение прямой, проходящей в заданном направлении:

e` (cos α, cos β); β= (π/2) – α; ex=e cosα=cosα; p`= e`(cosα; sinα); x – x0 / cos α= y – y0 / sinα; k=tgα = sinα/cosα; y-y0= k(x – x0); y=kx+b; b=y0 – kx0;

Уравнение прямой в отрезках:

Ax+By+C=0 – общее уравнение. a = - C/ A; b= - C/ B

Угол между прямыми. Условие параллельности и перпендикулярности 2х прямых:

α1: y=k1 x + b1; α2: y=k2 x + b2; k1=tgα1; k2=tgα2; β=α2 – α1; tgB = tg (α2 –α1) = (tgα2 – tgα1)/ (1+ tgα1 tgα2); tgβ= (k2 – k1) / (1 + k1 k2) – определяется угол между 2мя прямыми. 
елси α1 || α2, то α1=α2, k1=k2, β=0; Если α1_|_α2, то β=π/2, то ctgβ=0.

Перепишем формулу для ctg и получим условие _|_-ти 2х прямых:

ctgβ= (1+ k1 k2) / (k2 – k1) = 0; k1 k2 = - 1; k2 = - 1 / k1

Уравнение прямой, проходящей через 2 заданные точки: 

Заданы 2 точки: M1 (x1, y1) и M2 (x2, y2); Надо записать уравнение прямой: L: f (x,y) =0; S = M1M2` (x2 – x1; y2 – y1); 
Конаническое уравнение: (x – x1) / (x2 – x1) = (y – y1) / (y2 – y1) – уравнение прямой, проходящей через 2 заданные точки.

Общее уравнение плоскости. 
                               Mo(x0, y0, z0); Задан нормальный вектор плоскости.

                               f(x, y, z) = 0 -?; M (x, y, z); MoM`(x – x0; y – y0; z – z0);

                               MoM` _|_ N`; MoM` N` = 0; 

                                A (x – x0) + B (y – y0) + C (z – z0) = 0;

                                Ax + By + Cz + D = 0 – общее уравнение плоскости.

                                D = - Ax0 – By0 – cZ0; От общего уравнения перейдем к уравнению плоскости в отрезках, поделив это уравнение на (- D), тогда:

x / a + y / b + z / c =1; a= - D/ A; b = - D / B; C = - D/ C;
1) Если D=0, то плоскость проходит через начало координат

2) Если А=0, то By+Cz+D=0, эта плоскость параллельна оси X, если задать y=k+b, то плоскость параллельна OX, если β=0, то параллельна OY.

Ax+Cz+D=0, x=kz+b; если C=0, то параллельна OZ, Ax+By+D=0, y=kz+b;

3) Если A=0 и B=0, то CZ+D=0, z=const - Пересекается только с одной осью.

4) Если A=0 и С=0, то эта плоскость || (XOZ)

5) А вот если β=0 и С=0, тогда получаем плоскость параллельную (YOZ)
Угол между плоскостями. Заданы 2 плоскости p и q, т.е. заданы их нормальные вектора.

P: A1 x+B1 y+C1 z +D1 =0, N (A1, B1, C1); 

Q: A2 x+B2 y+ C2 z+D2=0, N (A2, B2, C2);

P^Q= (N1` ^ N2`); cosα = (N1` N2`) / |N1`| |N2`| = (A1 A2+B1 B2+C1 C2) / (√A1(ст2)+B1(ст2)+C1(ст2) * √A2(ст2)+B2(ст2)+C2(ст2))

Расстояние от точки до прямой: d=|Ax0+By0+C| / √A(ст2)+B(ст2);

Угол между плоскостями: cosγ=| (A1 A2+B1 B2+C1 C2) / (√A1(ст2)+B1(ст2)+C1(ст2) * √A2(ст2)+B2 (ст2)+C2 (ст2)) |

Прямая в пространстве. Линия в пространстве рассматривается как множество точек, принадлежащих одновременно двум пересекающимся поверхностям. Система линейных уравнений – общее уравнение прямой в пространстве: {A1 x+B1y+C1 z+D1=0, A2 x+B2 y+ C2 z+D2=0

Векторное уравнение прямой:

Прямая в пространстве однозначно определяется заданием фиксированной точки для прямой: Mo(x0, y0, z0), S(m, n, p), M(x, y, z); r` = r0`+MoM`; MoM`=tS; t – параметр; r`= r0` + tS`; 

Параметрическое уравнение прямой: {x= x0 + tm; y= y0 + tn; z= z0 + tp; Изменяя t, получим координату любой точки.

Конаническое уравнение: t = x - x0 / m = y - y0 / n = z - z0 / p

[ S` = N1` x N2`]

Угол между двумя прямыми в пространстве. Определяется как угол между их направляющими ыекторами. 
L1 ( S1`(m1, n1, p1); L2 ( S2`(m2, n2, p2); 

S1` S2`= m1 m2+n1 n2+p1 p2= √m1(ст2)+n1(ст2)+p1(ст2)] * √m2 (ст2)+n2 (ст2)+p2 (ст2)] * cosα; cosα= | (m1 m2+n1 n2+p1 p2) / (√…] * √…]) |

Прямая и плоскость в пространстве. Q: Ax+By+Cz+D=0; 

L: x-x0/ m = y-y0/ n = z-z0/ p; Найти точку пересечения плоскостей: M1(x1, y1, z1) - ?; {x1=x0+mt; y1=y0+nt; z1=z0+pt; ( Ax1+By1+Cz1+D=0, t - ? Параметр t соответствует точке пересечения. A (x0+mt)+B (y0+nt)+C (z0+pt)+D=0

Угол между прямой и плоскостью. Угол между прямой и плоскостью определяется как острый угол между прямой и ее проекцией на плоскость.

|N` S`|=|N`| |S`| cosφ; sinα = |N` S`| / |N`| |S`|

Условие параллельности и перпендикулярности прямой и плоскости.

L_|_Q ( N`=λS`, α+φ=π/2; L||Q (N`_|_S`

Полярная система координат. 
{x = r cosφ, y = r sinφ; {r = √x(ст2)+y(ст2), y = arcctg(φ/x)

4. Кривые второго порядка
Кривые 2го порядка – это линии, которые определяются уравнением 2го порядка относительно декартовой системы координат – Ax(ст2)+Bxy+Cy(ст2)+Dx+Ey+F=0.

Окружность – это геометрическое место точек, равноудаленных от данной точки плоскости называемой центром окружности. (показать на рисунке).
(x-a) (ст2)+(y-b) (ст2)=R(ст2) – конаническое уравнениее окружности.

a и b – координаты центра, R(ст2) – квадрат радиуса; Если центр на оси OX, то r = 2R cosφ; Если на OY, то r = 2R sinφ

Эллипс – это геометрическое место точек, сумма расстояний каждой из которых до 2х данных точек плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная при условии, что эта величина больше расстояния между фокусами.

  F1 (C, 0); F2 (-C, 0); F1 F2= 2C; Пусть точка М переменная точка эллипса 

                                             М(x, y); По определению M F1+M F2= 2a – const

                                             При этом 2a > 2c; MF1=√(x-c) (ст2)+y(ст2); 

                                             MF2=√(x+c) (ст2)+y(ст2); √(x-c) (ст2)+y(ст2)] +

                                             +√(x+c) (ст2)+y(ст2)]=2a; Введем еще один 

                                             параметр: b (ст2) = a (ст2) – c (ст2); a > c (по 

                                              условию). Полное каноническое уравнение

эллипса:  (x(ст2)/ a(ст2)) + (y(ст2)/ b(ст2));  Эллипс имеет 2 оси симметрии, которые можно соотнести с осями координат. x > 0, y > 0;

y = b/a √a(ст2)-x(ст2)]; 0 <=x <= a; x=0, y=b, x=a, y=0; x=a, y=b – полуоси эллипса. Ось, на которой расположены фокусы называется факальной осью. E = c/a – эксцентриситет; b(ст2) – a(ст2) = - c(ст2), разделим все на а(ст2): b(ст2)/а(ст2)= 1 – с(ст2)/а(ст2) = 1 – E(ст2); Если b=a=R, то это окружность. 0<E<1.

Гипербола – это геометрическое место точе, модуль разности расстояний каждой из которых до 2х заданных точек плоскости (фокусы) есть величина постоянная при условии, что эта величина меньше расстояний между фокусами, т.е. 2a < 2c. 

F1(c; 0); F2(- c; 0); M(x, y); |MF1 – MF2| = 2a – const; MF1=√(x-c) (ст2)+y(ст2)]; MF2=√(x+c) (ст2)+y(ст2)]; |MF1 – MF2| = 2a – const; MF1 – MF2 = + - 2a; √(x-c) (ст2)+y(ст2)] - √(x+c) (ст2)+y(ст2)] = + - 2a; b (ст2) = c(ст2) – a(ст2). И тогда конаническое уравнение для случая, когда на оси ОХ: (x(ст2) / a(ст2)) – (y(ст2) / b(ст2)). Ексцентриситет гиперболы: E=c/a>1

Парабола – это геометрическое место точек, равноудаленных от фокуса и от прямой, называемой директрисой. 
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5. Поверхности второго порядка
Ax+By+Cz+D=0 – линейное уравнение 1го порядка. Общее уравнение поверхности: F(x, y, z)=0; Общее: Ax(ст2)+By(ст2)+Cz(ст2)+Dxy+Exz+ Fzy+ Lx+My+Nz+k=0;

Сфера. Координаты центра 0 (a, b, c). 

Конаническое уравнение сферы: (x-a) (ст2)+(y-b) (ст2)+(z-c) (ст2)=R(ст2);

{(x-a) (ст2)+(y-b) (ст2)+(z-c) (ст2)=R(ст2); z=H – получается уравнение окружности: (x-a) (ст2)+(y-b) (ст2)=R(ст2) - (H-c) (ст2)

r (H) = √R(ст2) – (H – c) (ст2).

Цилиндрическая поверхность – это множество прямых, пересекающих данную линию L и параллельных заданной прямой l. Линия L – направляющая цилиндра. l – образующая. Рассмотрим следующую цилиндрическую поверхность… l || oz; L принадлежит xoy: F (x,y)=0; 

L: F(x,y)=0; M(x,y,z); N(x,y,0) ( F(N)=0; Любая точка на цилиндрической поверхности удовлетворяет уравнению направляющей.

1) (x-a) (ст2)+(y-b) (ст2)=R (ст2) круговой цилиндр

2) (x – a) (ст2)+(y – b) (ст2) = R (ст2) элиптический цилиндр

3) (x(ст2) / a(ст2) – y(ст2) / b(ст2)) = 1 гиперболический цилиндр

4) y (ст2) = 2px; p>0, x>0; параболический цилиндр

5) x(ст2)/ a(ст2) + y(ст2)/ b(ст2) + z(ст2)/ c(ст2) =1 элипсойд
a,b,c – полуоси элипсойда, b’=b√1 – h (ст2)/ a (ст2)]; c’=c√1 – h (ст2)/ a (ст2)]

6) x (ст2)/ a(ст2) + y(ст2)/ b(ст2) – z(ст2)/ c(ст2) =1; однополосной гиперболойд. Уравнение гиперболы: [y(ст2)/ b(ст2) (1 – h(ст2)/ a(ст2))] – [z (ст2)/ c (ст2) (1 – h (ст2)/ a (ст2))]. Полуоси: b’=b√1 – h (ст2)/ a(ст2); c’=c√1 – h (ст2)/ a(ст2)

7) x(ст2)/ a(ст2) + y(ст2)/ b(ст2) – z (ст2)/ c(ст2)= -1 двуполосной гиперболойд.

8) z = x (ст2)/ 2p + y(ст2)/ 2q элептический параболойд

9) z = x(ст2)/ 2p – y(ст2)/ 2q гиперболический параболойд

10) z (ст2) = x(ст2)/ 2p + y(ст2)/ 2q коническая поверхность

Вы скачали эту шпору с сайта ее автора http://karatel.nm.ru/

Также на сайте находится постоянно обновляемая коллекция абсолютно бесплатных шпор УГАТУ. Набор текста на шпоры по рукописным лекциям – быстро и недорого (г.Уфа), обращайтесь на karatel@yandex.ru
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	Билет 1
Элементы теории множеств. Основные алгебраические структуры.

Полугруппа – это множество, в котором определено действие, сопоставляющее каждой упорядоченной паре элементов – третий элемент – результат этого действия. a*b=c – полугруппа. Это действие должно быть ассоциативным (сочитательным) в полугруппе. a+b+c=a+(b+c)=(a+b)+c;

a(bc)=(ab)c. Иногда действие может быть коммутативным: a+b=b+c;

Группа –  полугруппа называется группой, если в ней существует нейтральный элемент e, такой, что для всех элементов a из группы: a*e=a*a=a – коммут. и результат является сам элементом а, e – нейтральный элемент. И для каждого элемента а, существует обратный элемент – a(ст -1), такой, что a*a (ст -1)=а (ст -1)*a=e. Примеры групп: числовые группы и функциональные группы. Все коммутативные группы называются абелевыми группами – группы, в которых справедлив коммутативный закон. (примеры!). 

  Действие в группе обозначается или как умнож. (мульплекативная) группа. (оддитивная группа – отношения сложения). Нейтральный элемент при мультипликативной записи группы называется единицей, при оддитативной называется нулем. Соответствующий обратный элемент в оддитативной записи обозначается “-a” и называется противоположным элементом. 

Кольца и поля. Всякое множество чисел (комплексных, действительных), содержащая сумму и произведение любых 2х своих чисел называется числовым кольцом, т.е. это множество, в котором определены 2 действия – сложение и умножение, результат этих действий также является элементом кольца. Таким образом, множество всех рациональных, действительных, целых чисел являются числовыми кольцами. Пример: четные числа составляют кольцо, нечетные – не являются кольцом.

Свойства кольца относительно операции сложения:

1. Ассоциативность сложения: (a+b)+c=a+(b+c); 2. Коммутативность сложения: a+b=b+a; 3. Существует нулевой элемент, такой, что a+0=a+a=a; 4. Для каждого элемента а из числового кольца существует противоположный элемент “-a”, такой, что a+(-a)=0; 5. Правило дистрибутивности: (a+b) c = ac+bc; 5’. c (a+b)=ac+bc; 1-4 означает, что элементы кольца образуют абелеву шруппу относительно сложения, которая называется оддитативной группой кольца.

Следствия (требования): 

1.  Если a+x=a+y, то x=y; Пусть a+x=a+y; a (ст -1)+a+x=a (ст -1)+a+y; (a (ст -1)+а)+х=(a (ст -1)+а)+y; a (ст -1)= - а; a (ст -1)+а=0; x=y;

2.  При данных a и b, уравнение a+x=b имеет единственное решение: x=b+(-a); Док-во: a+(-a)+x=b+(-a); x=b+(-a); Из следствия 2 следует единственность нуля и противоположность элемента, который является решением a+x=a; x=a+(-a)=0; И следует единственность противоположного элемента, который является решением: a+x=0; a+(-a)+x=0+(-a); x= -a;

3. При любом а справедливо следующее действие a*0=0*a=0; a 0 = a (0-0)= a 0 – a 0 ( a 0 = 0;

4. Во всяком кольце для любых элементов a и b справедливо равенство (-a) b = - (ab)= -ab; Док-во: (ab)+(-a)b=[a+( -a)]b=0; -ab+ab=0;

5. В любом кольце для любых элементов а и b выполняется: ( -а)(-b)=ab;

Док-во: ( -a)(- b)= -[a (-b)]= -[- ab]=ab.

Все требования для любого кольца. Дополнительные требования:

6. Ассоциативность умножения (ab)c=a (bc).

7. Коммутативность умножения ab=ba.

8. Существование единичного элемента, обозначаемого 1, такого, что 1*а*1=1*а=а, а<>1, a<>0; Если в кольце есть 1, то она единственна. Допустим имеем 2 единицы: 1 и 1’, 1*1’=1 => 1=1’; 1*1’=1’;

Кольцо называется областью единственности, если из равентсва ab=0 следует, что хотя бы один из них нулю не равен. a<>0, b=0; b<>0, a=0;

Полем называется коммутативное, ассоциативное кольцо с единицей, в котором каждый отличный от нуля элемент имеет обратный, а (ст -1), а*а(ст -1)=1, т.е. определен элемент a(ст -1) = 1/а. Поэтому все отличные от нуля элементы поля образуют мультипликативную группу поля. Всякое поле является областью целостности, т.е. если: ab=0, a<>0, b=0?; a (ст -1) (ab)=a (ст -1) 0; (a (ст -1) a) b=1*b=b=0

Свойства полей. 
1. Всякое поле обладает однозначно определенными элементами, произведение которых на любой элемент этого поля будет равно а. Этот элемент называется единицей поля: a*1=a;

2. Во всяком поле для любого отличного от нуля элемента существует обратный ему, равный a(ст -1)=1/а; (a(ст -1)) (ст -1)=а; a/b=ab(ст -1); b/a=ba(ст -1).

3. Всякое поле имеет единичный и обратный элемент; a/b=c/d ( ad=bc;

Изоморфизм колец полей. Взаимно-однозначное отображение группы G1 на G2 называется изоморфизмом, если образом результата групповой операции над двумя элементами из G1 является результат применения групповой операции в G2 над образами исходных элементов.

Билет 2
Функция. Если каждому значению переменной х, принадлежащему некоторой области, соответствует одно определенное значение другой переменной y, то y есть функция от х, y=f(x). Запись y=C, где С-постоянная означает функцию, значение которой при любом значении х одно и то же и равно С. Совокупностью значений х, для которых определяются значения функции y в силу правила f(x), называется областью определения функции. Если функция y=f(x) такова, что большему значению аргумента х соответствует большее значение функции, то функция называется возрастающей. Аналогично – убывающей. 

Способы задания функции. 
1) Табличный способ задания функции. При этом способе выписываются в определенном порядке значения аргумента х1,…хn и соответствующие значения функции y1…yn. (рисунок - таблица). 
2) Графический способ задания функции. Если в прямоугольной  системе координат на плоскости имеем некоторую совокупность точек M(x,y), при этом никакие 2 точки не лежат на одной прямой, параллельной оси OY, то эта совокупность точек определяет некоторую однозначную функцию y=f(x); значениями аргумента являются абсциссы точек, значениями функции – соответствующие ординаты. 

Совокупность точек плоскости (XOY), абсциссы которых являются значениями независимой переменной, а ординаты  - соответствующими  значениями функции, называются графиком данной функции.
3) Аналитический способ задания функции. Аналитическим выражением будем называть символическое обозначение совокупности известных математических операций, которые производятся в определенной последовательности над числами и буквами, обозначающими постоянные или переменные величины. Пример: x(ст2) –2. Если функциональная зависимость y=f(x) такова, что f обозначает аналитическое выражение, то говорят, что функция y от x задана аналитически. 
Естественной областью определения функции, заданной аналитически, является совокупность значений х, при которых имеет вполне определенное значение стоящее справа аналитическое выражение.

Элементарные функции. Основными элементарными функциями называются следующие: степенная, показательная, логарифмическая, тригонометрические, обратные тригонометрические (arcsin..) (поподробнее расписать с примерами и графиками). Функция f(x) называется периодической, если существует такое постоянное число С, от прибавления (или вычитания) которого к аргументу х значение функции не изменяется: f(x+C)=f(x). Наименьшее такое число называется периодом. (привести примеры). Функция y=F[φ(x)] называется сложной функцией.
Элементарной функцией называется функция, которая может быть задана одной формулой вида y=f(x), где справа стоящее выражение составлено из основных элементарных функций и постоянных при помощи конечного числа операций сложения, вычитания, умножения, деления и взятия функции от функции.

Придел функции. Число называется пределом функции y=f(x) при x(+∞, если для любого, сколько угодно малого E>0 найдется такое число N, что для всех x>N, то |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначение).
 Число b является пределом функции при x(-∞, если для любого, сколько угодно малого E>0, найдется такое число М, что для всех х, меньших М будет выполнено неравенство |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначение).

 Число b называется пределом функции f(x) при x(x0-0, если для любого, сколько угодно малого E>0, найдется такое число N<x0, что для всех N<x<x0 будет выполнено неравенство |f(x)-b|<E. (нарисовать обозначения).

Придел справа – аналогично. 

 Если пределы функций справа и слева существуют и они равны, то это означает, что функция имеет двусторонний предел при x-x0.

ТЕОРЕМА единственности предела: Если функция имеет предел, то он единственный.

 
	Свойства функций, имеющих предел. Функция y=f(x) называется ограниченной на некотором множестве М, если для всех х принадлежащих М, |f(x)| <C – const. 
ТЕОРЕМА: если функция f(x) имеет предел при x(∞, то она ограничена на множестве х принадлежащем ]N, ∞[. Дано: lim f (x)=b; Док-ть: | f(x) |<C-?; x принадлежит (N, ∞); Док-во: E>0; N; x>N; | f(x)-b|<E; |f(x)| - |b|<=|f(x)-b|; 

|f(x)| - |b|<E, x>N; C=E+|b|; |f(x)|<C, x>N, x принадлежит ]N, ∞[

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=f(x) имеет предел при x(∞ и не равный нулю, то функция будет ограниченной |1/f(x)|<C, x принадлежит ]N,∞[.

Дано: E>0, N, x>N, |f(x)-b|<E; b<>0; Док-ть: C-?, x>N, |1/f(x)|<C-?; Д-во: x>N, |f(x)-b|=|b-f(x)|<E; |b| - |f(x)|<=|b – f(x)|<E; |f(x)|>|b| - E; 1/|f(x)|<1/|b| - E; 

C=1/|b| - E; b<>0, 1/|f(x)|<C,x>N

Бесконечно малые функции. Функция y=f(x) называется бесконечно малой функцией при x(∞, если для любого E>0 найдется такое число N, x>N, что |f(x)|<E; lim(при x(∞)f(x)=0 (привести примеры).

Свойства БМФ. ТЕОРЕМА 3: если функция y=f(x) и y=φ(x) есть БМФ, то их сумма также будет БМФ. Дано: x(∞, y=f(x); E1, x>N, |f(x)|<E1, y=φ(x), E2, x>N2, |φ(x)|<E2; Док-ть: lim(при x(∞) (f(x)+φ(x)) = 0 -?; Док-во: E1=E/2; E2=E/2; E>0; N=max{N1,N2}; |f(x)|+|φ(x)| <= E/2 +E/2 = E; 

|a|+|b|>=|a+b|; |f(x)+φ(x)|<=|f(x)|+|φ(x)|<E, x>N. Теорема распространяется на любое число слагаемых.

ТЕОРЕМА 4: Произведение БМФ, на ограниченную, при х(∞, есть БМФ. Дано: y=f(x) – БМФ, E1>0, x>N1, |f(x)|<E1, y=g(x), x принадлежит ]N2,∞[, 

|φ(x)|<C; Д-ть: f(x) φ(x) – БМФ, E>0, x>N, |f(x) φ(x)|<E-?, Док-во: E1=E/2; E2=E/2, E>0, N=max{N1,N2}, |f(x)| |φ(x)|<=E/2 + E/2 =E; E>|f(x)| |φ(x)|=|f(x) φ(x)|, x>N, |f(x) φ(x)|<E, x>N.

СЛЕДСТВИЕ 1: Всякая БМФ есть ограниченная функция.. Док-во:???

СЛЕДСТВИЕ 2: Произведение БМФ – есть БМФ.

СЛЕДСТВИЕ 3: Произведение БМФ на число – есть БМФ

ТЕОРЕМА 5: Частное от деления БМФ (при x(∞) на функцию, имеющую предел, неравный нулю, есть БМФ. Док-во: Пусть lim f(x)=0, lim φ(x)=b<>0; На основании теоремы 2 следует, что 1/φ(x) есть величина ограниченная. Поэтому дробь f(x)/φ(x)=f(x)* 1/φ(x).

Сравнение БМФ. lim(при x(∞) f(x)=0 – БМФ! 

1] Две БМФ, при x(∞ f(x) и φ(x) называются бесконечно малыми одного порядка малости, если lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=const.

2] БМФ f(x) при x(∞ называется бесконечно малой более высокого поярдка малости, чем БМФ φ(x) при x(∞, если предел lim(x(∞) f(x)/φ(x)=∞.

3] БМФ f(x) при x(∞ называется БМФ более низкого порядка малости, чем БМФ φ(x) при x(∞, если предел lim(x(∞) f(x)/φ(x)=∞.

4] Две БМФ при x(∞ называются несравнимыми, если придела lim(при x(∞) f(x)/φ(x) не существует.

5] Две БМФ называются эквивалентными при x(∞, если lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=1;

ТЕОРЕМА 1: Если БМФ f(x)~f1(x) при x(∞, а БМФ φ(x)~φ1(x), при x(∞ и если существует lim f1(x)/φ1(x), то существует предел отношения: lim(при x(∞) f(x)/φ(x) = lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). Дано: f~f1=> lim(при x(∞) f(x)/f1(x)=1; φ(x)~φ1(x) => lim(при x(∞) φ(x)/φ1(x) => lim(при x(∞) φ(x)/φ1(x)=1; из всего этого => lim f1(x)/φ1(x) – существует. Док-ть: существует lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). Док-во: lim(при x(∞) f(x)/φ(x)=lim(при x() f(x) f1(x) φ1(x)/ φ(x) f1(x) φ1(x)= =lim(при x(∞) f(x)/f1(x) *1/φ(x)/φ1(x) * f1(x)/φ1(x)=lim(при x(∞) f1(x)/φ1(x). 

ТЕОРЕМА 2: Сумма БМФ эквивалентна бесконечно малой низшего порядка. Дано: f(x)+φ(x)+g(x)(БМФ при x(∞; lim(x(∞) φ(x)/f(x)=0, lim(x(∞) g(x)/f(x)=0; Док-ть: f(x)+φ(x)+g(x)~f(x)-??? Док-во: lim(x(∞) (f(x)+φ(x)+g(x))/f(x)=lim(x(∞)1 + lim(x(∞) φ(x)/f(x) + lim(x(∞) g(x)/f(x).

Бесконечно большие функции, их связи с БМФ. Функция y=f(x) при x(∞ называется ББФ, если найдется число L, что для всех x>N будет выполняться неравенство |f(x)|>L (функция неограничена для сколь угодно большого х).

ТЕОРЕМА1: Если функция y=f(x) является ББФ при x(∞, то функция 1/f(x) является БМФ при x(∞.Док-во: L, x>N, |f(x)|>L; E>0; E=1/L; что для всех x>N будет выполняться |1/f(x)|<E=1/L (lim(x(∞) 1/f(x)=0; - функция БМФ!

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=f(x) – БМФ при x(∞, тогда функция 1/f(x) – ББФ при x(∞. Док-во: L, x>N, |f(x)|<L, E>0, E=1/L, для всех x>N будет выполняться lim(x(∞) |1/f(x)|>E=1/L(lim(x(∞) 1/f(x)=∞ - функция ББФ

Основные теоремы о пределах. 

ТЕОРЕМА (связь между функцией, имеющей предел и БМФ): Если функция y=f(x) имеет предел lim(x(∞) f(x)=b, то эту функцию можно представить в виде числа b и некоторой БМФ f(x)=b+α(x) при x(∞; Дано: lim(x(∞) f(x)=b, lim(x(∞) α(x)=0; Док-ть: f(x)=b+α(x)-? Док-во: по определению предела функции мы имеем E>0, x>N, |f(x)-b|<E; f(x)-b=α(x) ( |f(X)=b+α(x)|; |α(x)|<E, x>N, α – БМФ, x(∞.

ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА: Если функцию y=f(x) можно представить в виде суммы числа b и БМФ f(x)=b+α(x), то число b является пределом этой функции limm(x(∞) f(x)=b; Док-во: |α (x)|<E, f(x)-b=α(x), |f(x)-b|<E, lim(x(∞) (f(x)-b)=0 => lim(x(∞) f(x)=b для всех x>N.

Свойства функций, имеющих предел:

1) Если функция y=f(x) имеет lim(x(∞) f(x)=b, а функция φ(x) при x(∞ имеет lim(x(∞) φ(x)=c, то их алгебраическая сумма также имеет предел, и он равен сумме пределов lim(x(∞) [f(x)+ - φ(x)]=lim(x(∞) f(x) + - lim(x(∞) φ(x)=b+ - c; Док-во: f(x)=b+α(x); lim(x(∞) α (x)=0; φ(x)=c+β(x); lim(x(∞) β(x)=0; f(x)+ - φ(x)=b+ - c+[α(x)+- β(x)]=b+ - c+ γ(x); lim(x(∞) γ(x)=0. Условие теоремы распространяется на любое число слагаемых.

2) Существует предел функции lim(x(∞) f(x)=b, lim(x(∞) φ(x)=c, тогда существует предел произведения функций, который равен произведению пределов этих функций и равен bc. Док-во: f(x)=b+α(x); φ(x)=c+β(x); f(x)*φ(x)=[b+α(x)][c+β(x)]=bc+α(x)c+β(x)b+α(x)β(x)=bc+γ(x) => lim(x(∞) [f(x)φ(x)]=bc;

3) Констату можно выносить за знак предела. Дано: lim(x(0) f(x)=b, lim(x(0) φ(x)=c<>0; lim(x(∞) f(x)/φ(x)=b/c; Док-во: нету ( ( ( !

ТЕОРЕМА: Если функция f(x) для сколь уодно больших х удовлетворяет неравенству f(x)>=0 и имеет предел lim(x(∞) f(x)=b, то b будет b>0; Док-во: Допустим b<0 (рисунок – точки на OY – b+E, 0, b-E и график идет сверху, идет вниз до чуть ниже b-E, дальше по OX стремится к пределу 0). Противоречие, значит b>0.

Первый замечательный предел. Дело в том, что при малых х (x(0) значения sin, cos, arcsin и т.д. заменяются на значение их аргумента х.

Второй замечательный предел. Когда возникает неопределенность 1 в степени ∞, то lim(x(∞) (1+1/x) (ст.kx)=e (ст.k); e(ст.α)~1+α; lim(α(0) (1+α)~α.

Билет 3, 4
Непрерывность функций. Непрерывность функции в точке – функция y=f(x) называется непрерывной в точке х=х0, если выполняются следующие условия: (1) функция определена в т. х0 и в некоторой окрестности этой точки f(x0); (2) существует предел функции в этой точке lim(x(x0+) f(x)=lim(x(x0-) f(x)=lim(x(x0) f(x); (3) предел равен значению функции в этой точке: lim(x(x0) f(x)=f(x0). Если функция непрерывна в точке х0, то функцию можно выносить за знак предела: lim(x(x0) f(x)=f[lim(x(x0) x] =f(x0);                     Δy=f(x0+Δx)-f(x0); 

Функция y=f(x) называется непрерывной в точке х=х0, если предел приращения функции lim(x(0) Δy=0

Свойства непрерывных функций. 1) Если y=f(x), y=φ(x) – непрерывны в точке x0 (х=х0), то их алгебраическая сумма и произведение также непрерывны в этой точке. Дано: х=х0, lim(x(x0) f(x)=f(x0), lim(x(x0) g(x)=g(x0); Док-ть: lim(x(x0) [f(x)+ - g(x)]=f(x0)+ - g(x0)]; lim(x(x0) [f(x) g(x)]=f(x0) g(x0); Док-во: f(x0)+ - g(x0) – существует, f(x0)*g(x0) – существует; lim(x(x0) [f(x)+ - g(x)]=lim(x(x0) f(x) + - lim(x(x0) g(x)= f(x0)+ -g(x0);  с произведением – аналогично. Следствие: справедливо на любое число слагаемых.

ТЕОРЕМА: Если функция y=f(x) и функция y=g(x) непрерывны ы точке х0 (х=х0), то f(x)/g(x) есть непрерывная функция в точке х0, при условии, что y(x0)<>0; Док-ть: lim(x(x0) f(x)/g(x)=f(x0)/g(x0) -? Док-во: f(x0)/g(x0) – существует при g(x0)<>0; lim(x(x0) f(x)/g(x)=lim(x(x0) f(x)/ lim(x(x0) g(x)= f(x0)/g(x0)

Свойства функций, непрерывных на отрезке. Если функция y=f(x) непрерывна в каждой точке интервала (a,b), то эта функция непрерывна на интервале (a,b).

 Если функция непрерывна на интервале (a,b) и в точке х=а существует lim(x(a+) f(x)=f(a), то говорят, что функция непрерывна на интервале (a,b) справа.

  Если функция y=f(x) непрерывна на интервале (a,b) и в точке x=b существует предел lim(x(b-0) f(x)=f(b), то говорят, что функция непрерывна на интервале (a,b) слева.

  Если функция y=f(x) непрерывна на интервале (a,b), а в точках x=a и x=b непрерывна справа и слева соответственно, то функция f(x) непрерывна на отрезке [a,b]
	ТЕОРЕМА 1: Если функция y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b], то на этом отрезке функция достигает своего наименьшего и наибольшего значений. x0 принадлежит [a,b], f(x0)>=f(x), f(x0)=M, x1 принадлежит [a,b], f(x1)<=f(x), f(x1)=m.

ТЕОРЕМА 2: Если y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и на концах этого отрезка принимает значение разного знака f(a)*f(b)<0; c принадлежит [a,b], f(c)=0

ТЕОРЕМА 3: (теорема о промежуточных значениях) Если y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и значение на концах f(a)=A, f(b)=B, то при изменениии аргумента от a до b, функция изменяется от A до B, a<=x<=b, A<=f(x)<=B.

Классификация точек разрыва функций. Если в точке х=х0 не выполняется хотя бы одно из требований, то эта точка будет точкой разрыва. 

 1 рода – В таких точках f(x) определена, но lim(x(x0+)<>lim(x(x0-);

Пример: y={x,x<=1; -x, x>1.

Устранимые точки разрыва первого рода: Эти точки возникают 1) f(x0) – не определена, 2) lim(x(x+) f(x)=lim(x(x0-) f(x)=f(x0) – доопределяем.

Пример: y=sinx/x.

 2 рода – Т. х=х0 является точкой разрыва 2го рода, если lim(x(x0-)=∞; Пример: y=1/x.

Дифференцируемые функции. Дано: y=f(x), в точке х=х0 аргумент получает приращение Δx, y получает приращение Δy, тогда производной функции в точке х0 называется предел приращений lim(x(0) Δy/Δx=y(x0) или f ‘(x). Множество всех значений производной образуют функцию производной, если рассматривать все ее значения (y’, yx’).

ТЕОРЕМА (связь между непрерывной и дифференцируемой функцией)

Если функция y=f(x) дифференцируема в точке х0, то она непрерывна в этой точке. Дано: y=f(x), х=х0, lim(Δx(0) Δy/Δx=y’(x); Док-ть: lim(Δx(0) Δy=0; Док-во: y=f(x), x=x0, Δx, Δy, Δy=Δy*Δx/Δx, lim(Δx(0) Δy=lim(Δx(0) Δy/Δx= lim(Δx(0) Δy/Δx*lim(Δx(0) Δx=f ‘(x0)*lim(Δx(0) Δx=0; limΔy=0; Δx=0. Обратное утверждение неверно!

Механический (физический) смысл производной. y’=lim(Δx(∞) Δy/Δx (скорость изменения функций); v ср.=ΔS/Δt; v мгн = lim(Δt(0) ΔS/Δt=dS/dt=S’(t); Δx=x-x0; Δy=f(x0+Δx) – f(x0); tgβ=Δy/Δx; lim(β(α) tgβ=lim(Δx(0) Δy/Δx; tg α=y’(x0); y-y0=k (x-x0);

Производная обратной функции. Для степенной – lim(Δx(0) Δy/Δx;

ТЕОРЕМА 1: Если функция x=x(y) дифференцируема на интервале и в точке y=y0, имеет производную x’(y0), тогда обратная функция y=y(x) также дифференцируема и в соответствующей точке x0=x(y0), имеет производную Yx’=1/Xy’. Дано: Δy/Δx=1/Δx/Δy; lim(Δx(0) Δy/Δx; Док-ть: предел существует lim(x(0) Δy/Δx=lim(Δx(0) 1/Δx/Δy=1/lim(x(0) Δx/Δy=|lim(Δy(0) Δx/Δy=Xy’, lim(Δy(0) Δx=0| = 1/lim(Δy(0) Δx/Δy = 1/Xy’. 

Производная сложной функции. y=y[φ(x)].

ТЕОРЕМА 2: Если функция y=y(x) дифференцируема в точке u0, а функция u=φ(x) дифференцируема в точке х0 – u0=φ(x0), тогда функция y=y[φ(x)] дифференцируема в точке х0, причем Yx’=Yu’*Ux’; Докажем: Δy/Δx=lim(Δx(0) (Δy/Δu)* lim(Δx(0) (Δu/Δx)= |lim(Δx(0) Δu/Δx=Ux’; y=y(u) – дифференцируема; lim(Δu(0) Δy=0, lim(Δx(0) Δu=0|= Ux’ lim(Δy(0) Δy/Δu=Yu’*Ux’=Yx’. (привести примеры).

Производная функции, заданной в параметрическом виде. 
{x=x(t); y=y(t);    t0<=t<=t1;  Yx’=Yt’*Tx’=Yt’/Xt’;  !!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

Дифференцирование сложно-показательной функции.

Здесь применяем метод логарифмического дифференцирования! 

ln y=ln u(x) (ст.v (x))=v(x) ln u(x); (ln y)’=[v(x) ln u(x)]’; Yx’/y=[v ln u]’

Дифференциал функции. Δy=A*Δx+α(Δx) – дифференциал. – dy=Aδx;

ТЕОРЕМА (свойства дифференциала и производной): Если функция y=f(x) имеет в точке x0 дифференциал, то она в этой точке имеет и производную. Дано: Δy=AΔx+α (Δx); Док-ть: lim(Δx(0) Δy/Δx=Yx’-?

Док-во: Δy/Δx=(Aδx+α (Δx)) / Δx=A+ α (Δx)/Δx; lim(Δx(0) Δy/Δx=lim (A+α (Δx)/Δx)=A+lim(Δx(0) α (Δx)/Δx=A; Yx’=A, Дифференциал: dy=f ‘ (x) Δx

ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМА: Если функция y=f(x) имеет в точке x производную, то она имеет и дифференциал. Док-во: НЕТУ ( ( ( ( (
dy=f ‘ (x) dx; dx=Δy

Основные свойства дифференциала. 

1. Дано: u=u(x); v=v(x); d(u+-v)=du+-dv; 2. d(uv)=du v+u dv; 3. d(u/v)=(du v – u dv)/v(ст2). Док-во (2): d(uv)=(uv)’ dx= (u’v+uv’) dx=|u’dx=du; v’ dx=dv= |u’dx=du; v’dx=dv| = du v+u dv; Док-во(1): d(u+-v)=(u+-v)’dx=(u+-v’)dx= |u’dx=du; v’dx=dv|=du+-dv; Док-во (3): d(u/v)=(u/v)’dx=(du v-dv u)/v(ст2)

Теоремы о дифференциалах функций. 

ТЕОРЕМА РОЛЛЯ: Если функция y=f(x) непрерывна на сегменте [a,b], дифференцируема во всех внутренних точках этого сегмента и на концах сигмента обращается в ноль f(a)=f(b)=0, тогда внутри этого сегмента найдется хотя бы одна точка с, для которой f ‘ (c)=0; Док-во: M – наибольшая точка f(x), m – наименьшая точка f(x) на [a,b]; Пусть (1) M=m, f(x)=const, f(x)=0 ( f(c)=0 (2) M<>m, M>0; c(c+Δx; f(c+Δx)-f(c)<=0, Δx>0; f(c+Δx)-f(c)<=0, Δx<0; lim(Δx(0) (f(c+Δx)-f(c))/Δx=f ‘(c); f ‘(c)=0;

ТЕОРЕМА ЛА-ГРАНЖА: Если функция y=f(x) непрерывна на отрезке [a,b] и дифференцируема во всех внутренних точках этого отрезка, то найдется такая точка с, что f(b)-f(a)=f ‘(c) (b-a); Док-во: A(a, f(a)), B (b,f(b)), проведем хорду AB. Запишем уравнение хорды: (x-a)/ (b-a)=(f(x)-f(a))/ (f(b)-f(a))= (y` - f(a))/ f(b)- f(a); y` ( ` - волна )=f(a)+ (f(b)-f(a) / b-a) (x-a); F(x)=f(x) – y`=f(x) – f(a) – (f(b)-f(a)/ b-a) (x-a); Функция F(x) удовлетворяет всем условиям теоремы Ролле: 1) F(x), x принадлежит [a,b] – непрерывна; 2) F ‘(x) – существует; 3) F(a)= 0, F(b)=0 => F ‘(c) =0; F ‘(c)=f ‘(c) – (f(b)-f(a)/ b-a)=0; f(b)-f(a)=f ‘(c) (b-a) – приращение функции на отрезке.

ТЕОРЕМА КАШИ: Даны 2 функции y=f(x) и y=g(x). Эти функции непрерывны на сегменте [a,b] и дифференцируемы во всех внутренних точках этого сигмента. Тогда внутри этого сегмента найдется точка с, что будет выполняться следующее равенство: f(b)-f(a) / g(b)-g(a) = f ‘(c)/g ‘(c).

Док-во: F(x)=f(x)-f(a) – (f(b)-f(a)) / (g(b)-g(a)) * (g(x) – g(a)); (1) F(x) – непрерывна, (2) F ‘(x) – существует (3) F(a)=0, F(b)=0;//// F ‘(c)=f ‘(c) – (f(b)-f(a)) / (g(b)-g(a)) * g’(c)=0; f(b)-f(a) / g(b)-g(a) = f ‘(c)/g ‘(c).

ПРАВИЛО ЛАПИТАЛЯ: Правило нахождения предела дифференцируемой функции. Пусть y=f(x) и y=g(x) определены на ]a,b] и во всех внутренних точках этого множества f  '(x) – существует, g’(x) – существует; Рассмотри два случая: когда x(a и когда x(0; Тогда, если существует предел отношения производных, то существует предел отношения функций и эти пределы равны! Док-во: lim(x(a) f(x)=0; lim(x(a) g(x)=0; Доопределим эти функции в точке а, f(a)=0, g(a)=0, 

x принадлежит [a,b]; (f(x)-f(a)) / (f ‘(c)/g’(c)); c([a,x]; x(a; c(a; Рассмотрим lim(x(a) f(x)-f(a)/g(x)-g(a)=lim(x(a) f(x)/g(x)=lim(x(a) f ‘(c)/g’(x)=lim(x(a) f ‘(c) / g’(c) = |x(a; c(a| = lim(x(a) f ‘(c)/g’(c)=lim(x(a) f ‘(x)/ g’(x);

Билет 5
Необходимые и достаточные условия возрастания и убывания функции

Функция y=f(x) называется возрастающей при x принадлежащем (a,b), если для x2>x1 выполняется f(x2)>f(x1), Δy/Δx>0.

Функция y=f(x) называется убывающей на интервале (a,b), если для 2х значений аргумента этого интервала x2>x1, выполняется неравенство f(x2)<f(x1) или , если x2<x1, то f(x2)>f(x1), Δy/Δx<0;

ТЕОРЕМА (достаточный признак возрастания функции): Если функция y=f(x) дифференцируема на интервале (a,b), является возрастающей на этом интервале, то ее первая производная не может быть отрицательной ни в одной точке этого интервала. f ‘(x)>0; Дано: Δy/Δx>0; Док-ть: f '(x)>0, x принадлежит (a,b); Док-во: f ‘(x)=lim(Δx(0) Δy/Δx>0. Если функция убывает, то ее производная меньше нуля.

ТЕОРЕМА 2 (достаточный признак возрастания функции): Если непрерывная и дифференцируемая на сегменте [a,b] функция во всех точках сегмента имеет производную, то эта функция называется возрастающей на этом сегменте: x1, x2 принадлежит (a,b), [x1, x2], x<c<x2; f(x2)-f(x1)=f ‘(c) (x2-x1); f ‘(c)>0, Δx=x2-x1>0; f(x2)-f(x1)>0; Достаточный признак доказывается аналогично, только меньше нуля.

Экстремумы функции. Функция y=f(x) имеет в точке x=c максимум, если для всех точек в некоторой окрестности точки с выполняется неравенство f(x)<f(c). Функция y=f(x) имеет в точке х=с минимум, если для всех точек некоторой окрестности с выполняется условие f(x)<f(c). 

Необходимые и достаточные условия наличия экстремума:

Необходимый признак существования экстремума, ТЕОРЕМА: 

Если дифферинцируемая функция y=f(x) имеет в точке х=х1 максимум или минимум, то ее производная обращается в ноль в этой точке f ‘(x1)=0;

Док-во: Предположим, что в точке х=х1 функция имеет максимум, тогда при достаточно малых приращениях: f(x1+Δx)<f(x1), т.е. f(x1+Δx)-f(x1)<0; Но в таком случае знак отношения [f(x1+Δx)-f(x1)]/Δx определяется знаком Δx, а именно: выжение >0 при Δx<0, выражение <0 при Δx>0. Согласно определению производной: f ‘(x1)=lim(Δx(0) (f(x1+Δx)-f(x1))/Δx; Если f(x) имеет производную при х=х1, то предел, стоящий справа, не зависит от того, как Δх стремится к нулю. Если Δx(0 -, то f ‘(x1)>=0; Если же Δx(0+, то f ‘(x1)<=0. Т.к. f ‘(x) есть определенное число, не зависящее от способа стремления Δx к нулю, то 2 способа совместимы только, если f ‘(x1)=0. Аналогично доказывается и в случае минимума.

	Достаточный признак экстремума, ТЕОРЕМА: Если непрерывная функция y=f(x) имеет производную f ‘(x) во всех внутренних точках некоторого интервала содержащего критическую точку х=х1 за исключением, может быть, самой этой точки, тогда если при переходе через эту точку слева направо первая производная меняет знак с плюса на минус, то в этой точке максимум, а если с минуса на плюс, то минимум.

Точки в которых первая производная равна нулю или ее не существует называются критическими точками первого рода.

Док-во: Предположим, что производная меняет знак с плюса на минус: f ‘(x)>0 при x<x1; f ‘(x)<0 при x>x1; Применяя теорему лагранжа к разности f(x)-f(x1), получим f(x)-f(x1)=f ‘(c) (x-x1), где c – точка, лежащая между x и x1. (1) Пусть x<x1, тогда: c<x1, f ‘(c)>0, f ‘(c) (x-x1)<0 и следовательно f(x)<f(x1); (2) Пусть x>x1, тогда c>x1, f ‘(c)<0; f ‘(c) (x-x1)<0 и следовательно f(x)-f(x1)<0, f(x)<f(x1). Это показывает, что для всех значений х, достаточно близких к х1, значения функции меньше, чем значения функции в точке х1. Следовательно, в точке х1 функция f(x) имеет максимум. Аналогичным образом доказывается достаточное условие минимума.

Достаточный признак экстремума, основанный на знаке 2ой производной. ТЕОРЕМА: Если в критической точке х=с первая производная равна нулю или не существует, а 2ая производная существует, тогда, если f ‘’(c)>0, то в этой точке минимум, а если f  “(c)<0, то в этой точке максимум. f ‘’(x)=lim(Δx(0) (f ‘(x+Δx) – f ‘(x))/Δx; f ‘’(c) =lim(Δx(0) (f ‘(c+Δx) – f ‘(c))/Δx=lim(Δx(0) f ‘(c+Δx)/Δx>0, Если Δх>0, то f ‘(c+Δx)>0 – это справедливо для возрастающей функции (рисунок!).

Интервалы выпуклости, вогнутости графиков функции. Признак выпуклости, вогнутости графика функции на интервале. График функции называется выпуклым на интервале ]a,b[, если он лежит ниже любой своей касательной на данном интервале. График функции y=f(x) называется вогнутым на интервале ]a,b[, если он лежит выше любой своей касательной на этом интервале. 

  ТЕОРЕМА (достаточный признак): Пусть функция y=f(x) дважды дифференцируема на интервале ]a,b[. Если в каждой точке этого интервала вторая производная меньше нуля, то интервал ]a,b[ - интервал выпуклости графика функции. Если f ‘(x)>0, то интервал (a,b) – интервал вогнутости. Док-во: Пусть f “(x)<0, x принадлежит (a,b); Док-ть: y – y (с волной - `)<0;

k=f ‘(x0), y0=f(x0); y` - уравнение касательной; y`-f(x0)=f ‘(x0) (x-x0); y-y`= f(x) – [f(x0)+f ‘(x0) (x-x0)]; y-y`=f(x) – f(x0) – f ‘(x0) (x-x0); [x0,x] – сегмент, Запишем формулу лагранжа: f(x) – f(x0)= f ‘(c) (x-x0); y-y`= (f ‘(c) – f ‘(x0)) (x-x0); f ‘(c) – f ‘(x)=f “(c1) (c-x0); y-y`=f  “(c1) (x-x0) (c-x0); (1) Пусть x>x0; x-x0>0, c-x0>0; y-y`<0, т.е. график функции лежит ниже касательной (выпуклость). (2) Пусть x<x0; x-x0<0; y-y`<0;

Точка графика функции, отделяющая интервал выпуклости от интервала вогнутости называется точкой перегиба функции. (показать на рисунке).

ТЕОРЕМА (необходимые условия точки перегиба): Пусть функция y=f(x) имеет вторую производную f “(x). Если точка х=х0 является точкой перегиба графика функции y=f(x), то f “(x)=0 в этой точке. Док-во: Пусть х0 – точка перегиба, но f “(x0)<>0, а f “(x0)>0; Тогда по определению в некоторой окрестности имеем интервал вогнутости графика функции. 

СЛЕДСТВИЯ: (1) Необходимо проверить достаточный признак точки перегиба. (2) Точка перегиба возможна в тех точках, где вторая производная терпит бесконечный разрыв – lim(x(x0) f “(x)=∞. Пример: y=x(ст.5/3).

ДОСТАТОЧНЫЙ ПРИЗНАК ПЕРЕГИБА: Если вторая производная функции y=f(x) меняет знак при переходе через точку х0, то эта точка является точкой перегиба функции. Пример: y=x(ст4).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Точка, в которой 2ая производная равна нулю или терпит бесконечный разрыв называется критической точкой 1го рода.

Ассимптоты графика фукции: ОПРЕДЕЛЕНИЕ: Прямая называется ассимптотой, если расстояние Δ от переменной точки кривой y=f(x) до этой прямой стремится к нулю при неограниченном удалении этой точки от начала координат.

1) Вертикальная ассимптота: [ x=a ]; lim f(x) = ∞ (при x(a-, a+, a);

2) Наклонные ассимптоты: [ y=kx+b ]; k-?, b-? k=lim(x(+∞, -∞) f(x)/x; b=lim(x(+∞, -∞) [f(x) - kx]. Если k=0, то ассимптота горизонтальная.

ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА: y=f(x) – существует (дифференцируема) и имеет производную до (n+1) порядка включительно. Известные значения функции и ее производной в точке x=a, входящей в область определения этой функции. Найдем многочлен y=Pn(x), значение которого в точке x=a равняется значению функции f(x) в этой точке, а значения его производных до n-го порядка в точке х=а равняются значениям соответствующих производных от функции f(x) в этой точке: Pn(a)=f(a), P’n(a)=f ‘(a), P”n(a)=f “(a),…, P(ст.n)n(a)=f(ст.n) (a). (=1=) Найдем этот многочлен в форме многочлена по степеням (x-a) с неопределенными коэффициентами: Pn(x)=Co+C1(x-a)+ C2(x-a)(ст2)…+Cn(x-a) (ст.n). (=2=) Неопределенные коэффициенты C1, C2… Cn определим так, чтобы удовлетворились условия (=1=). Предварительно найдем производные от Pn(x): 

{P’n(x)=C1+2C2 (x-a)+…+nCn (x-a) (ст.n-1)

{……………………

{P (ст.n)n (x)= n (n-1) … 2*1*Cn; (=3=)

Подставляя в левые и правые части равенств (2) и (3) вместо х значение а и заменяя на основании равенств (1) Pn(a) через f(a), P’n(a)=f ‘(a) и т.д., получим: f(a)=C 0; f ‘(a)=C1; f “(a)=2*1*C2; f “’(a)=3*2*1*C 3;…..; 

f (ст.n) (a) =n(n-1) (n-2) … 2*1*Cn, откуда находим: C 0=f(a)………..};

Подставляя найденные значения C1, C2, … Cn в формулу (2), получим искомый многочлен: Pn (x)=f(a)+((x-a)/1)f ‘(a)+((x-a) (ст.2)/1*2) f “(a)+…;

Rn(x)=f(x)-Pn(x), f(x)=Pn(x)+Rn(x); f(x)=f(a)+ ((x-a) (ст1)/1!) f ‘(a)+….+Rn(x); Rn(x) (=6=) называется остаточным членом. Для тех значений х, для которых остаточный член Rn(x) мал, многочлен дает приближенное представление функци f(x). Таким образом формула (=6=) дает возможность заменить функцию y=f(x) многочленом y=Pn(x) с соответствующей степенью точности, равной значению остаточного члена Rn(x). Запишем остаточный член в виде: Rn(x)=[(x-a) (ст. n+1) / (n+1)!]*Q(x), где Q(x) есть некоторая функция, подлежащая определению, и в соответствии с этим: f(x)=f(a)+ ((x-a) (ст1)/1!) f ‘(a)+….+((x-a) (ст. n+1)/ (n+1)!)*Q(x); При фиксированных х и а Q(x) имеет определенное значение Q. Рассмотрим вспомогательную функцию от t (t заключено между a и х):

F(t)=f(x)-f(t)-((x-t)/1!)f ‘(t)…- ((x-t) (ст. n+1)/(n+1)!)*Q; F ‘(t)=….; F ‘(t)= - ((x-t) (ст.n)/n!) f (ст.n+1) (t) + ((x-t) (ст.n)/n!)*Q; На основании формулы 6’: F(x)=0; F(a)=0; Поэтому к функции F(t) применима теорема Ролля, и существует такое t=c, аключенное между а и х, при котором F ‘(c)=0. Отсюда: - ((x-c)’/n!)f(ст.n+1) (c) + ((x-c) (ст.n)/n!)*Q=0; Q=f(ст.n+1) (c); Rn(x)= ((x-a) (ст.n+1)/(n+1)!)*f(ст.n+1) (c). Это формула лагранжа для остаточного члена. c=a+D(x-a), где D – число, заключенное между 0 и 1; тогда: Rn(x)=((x-a) (ст. n+1)/(n+1)!)f(ст.n+1) [a+D(x-a)]; Формула ТЕЙЛОРА: f(x)=f(a)+((x-a)/1!)*f ‘(a)…((x-a) (ст.n+1)/ (n+1)!)*f(ст.n+1) (a+D(x-a)); Если a=0, то это будет формула Маклорена.

Билет 7
Комплексные числами называются выражения: z=a+bi=a+ib, где a,b-действительные числа, а I-специальный символ.

Арифметические операции:

Z1=a1+ib1, z2=a2+ib2

1. z1=z2 тогда и только тогда, когда a1=a2 и b1=b2; a+0i=a, 0+bi=bi, 1*I=i.

2. z1+-z2=(a1+-a2)+I(b1+-b2).

3. z1*z2=(a1a2-b1b2)+I(b1a2+a1b2).

4. z1/z2=((a1a2+b1b2)/a2(ст.2)+b2(ст.2))+I((b1a2-a1b2)/a2(ст.2)+b2(ст.2)) a2(ст.2)+b2(ст.2)<>0.

Z=p(Cos(фи)+iSin(фи))-тригонометрическая форма комплексного числа.

Z=pe(ст.i*фи) (p>=0)-показательная форма комплексного числа.

P-модуль числа.

Для того чтобы многочлен Qn(z) имел (комплексный) корень z0, необходимо и достаточно, чтобы он делился на z-z0, т.е. чтобы его можно было представить в виде произведения Qn(z)=(z-z0)Qn-1(z), где Qn-1 – некоторый многочлен степени n-1.

Основная теорема: Всякий многочлен n-й степени имеет по крайней мере один комплексный корень (нуль).

Следствие: Многочлен n-й степени Qn со старшим не равным нулю коэффициентом (An<>0) имеет n комплексных корней с учётом кратности, иначе говоря Qn(z) представляется в виде произведения
Qn(z)=An(z-z1)(ст.p1)(z-z2)(ст.p2)…(z-z1)(ст.pi), p1+p2+…+pi=n,

Где z1,…, zi – различные корни Qn кратностей, соответственно p1,…, pi.
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