Числовые ряды.

Числовым рядом называется выражение вида u1+u2+…+un+…=∑(n=1,∞)un, где un – действительные числа, общий член ряда. Составим суммы u1, u1+u2, u1+u2+u3 и обозначаются эти суммы как s1, s2, s3, sn=u1+u2+…+un. Эти величины называются частичными суммами. Рассмотрим величину s=lim(n→∞)sn конечное или ∞ предел величины sn называется суммой ряда. То есть можно записать sn=u1+u2+…+un+…=∑(n=1,∞)un. Если сумма конечная ряд называется сходящимся. Если предел не существует или бесконечен то ряд называется расходящимся. Геометрическая прогрессия a+aq+aq2+… a≠0 конечная сумма sn=a(1-qn)/1-q q≠1 lim(n→∞)sn=lim(n→∞)a(1-qn)/(1-q)=lim(n→∞)a/(1-q)-lim(n→∞)aqn/(1-q). 1) |q|<1 lim(n→∞)sn=a/(1-q) ряд сходится. 2) |q|>1 qn→∞ ряд не сходится.3) |q|=1 a) q=1 sn=na lim(n→∞)sn=∞. b) q=-1 если n-четное sn=0, n-нечетное sn=a. Вывод |q|<1 – ряд сходится, |q|≥1 – ряд расходится.

Свойства сходящихся рядов.

Необходимое условие сходимости ряда.

1) Если ряд сходится то последовательность его членов стремится к нулю. Док-во: ∑(n=1,∞)un – сходится. По определению следует, что существует конечный lim(n→∞)sn=s un член может представить un=sn-sn-1, n=2,3,… Рассмотрим lim(n→∞)sn- lim(n→∞)sn-1 тогда lim(n→∞)sn=s и lim(n→∞)sn-1=s следует s-s=0 а отсюда lim(n→∞)sn=0.

2) Если ряды ∑(n=1,∞)un и ∑(n=1,∞)vn сходятся то для любых постоянных λ и μ ряд ∑(n=1,∞)(λun+μvn) также сходятся и сумма этого ряда ∑(n=1,∞)(λun+μvn) = ∑(n=1,∞)un+∑(n=1,∞)vn. Док-во: Обозначим sn=∑(k=1,∞)uk σn=∑(k=1,∞)vk то есть существует lim(n→∞)sn=∑(k=1,∞)uk и lim(n→∞)σn=∑(k=1,∞)vk и они конечны lim(n→∞)An=∑(k=1,n)(λun+μvn)=λlim(n→∞)∑(k=1,n)uk+μlim(n→∞)∑(k=1,n)vk=λ∑(n=1,∞)un+μ∑(n=1,∞)vn. Рассмотрим ряд 

Теорема: Критерий Коши сходимости ряда.

Для того чтобы ряд ∑(n=1,∞)un сходился необходимо и достаточно чтобы для любых ε>0 сущестовал n0 что для любых n>n0 и для любых целых p≥0 имело место неравенство |un+un+1+un+2+…+un+p|<ε. Док-во: Это утверждение сразу следует из критерия Коши существования предела последовательности примененного к последовательности частичных сумм {sn} данного ряда |sn+p-sn-1|<ε.

Сходимость положительных рядов.

Пусть члены ряда неотрицательны то есть un≥0. Ряды с неотрицательными членами будем называть положительными рядами. Для такого ряда последовательность частичных сумм является возрастающей. Вспомним теорему о пределе монотонной последовательности приходим к выводу: положительный ряд всегда имеет сумму, эта сумма будет конечной, а ряд будет сходящимся, если частичная сумма ограничены сверху и наоборот: сумма является бесконечной, а ряд расходящимся, если частичные суммы ограничены сверху.

Теорема сравнения рядов

Теорема 1.

Пусть даны 2 ряда с неотрицательными членами ∑(n=1,∞)un и ∑(n=1,∞)vn. Если хотя бы начиная с некоторого места n>N выполняется неравенство un≤vn то из сходимости второго ряда следует сходимость первого ряда, а из расходимости первого ряда следует расходимость второго ряда. Док-во: На основании того, что отбрасывание конечного числа начальных членов ряда не отражается на его поведении, 
Теорема сравнения рядов

Теорема 2.

Пусть даны 2 ряда с неотрицательными членами ∑(n=1,∞)un и ∑(n=1,∞)vn. Если существует lim(n→∞)un/vn=k где 0≤k≤+∞ то из сходимости второго ряда при k<+∞ вытекает сходимость первого ряда. А из расходимости первого ряда при k>0 вытекает расходимость второго ряда. Док-во: Пусть второй ряд сходится и k<∞. Возьмем произвольный ε>0. По определению предела при достаточно больших n будем 

иметь |un/vn-k|<ε, un/vn<ε+k следует un<vn(k+ε). По условию теоремы второй ряд сходится тогда и сходится ряд (k+ε)∑(n=1,∞)vn следует сходится и первый ряд. 

Пусть первый ряд расходится. В этом случае обратное отношение vn/un имеет конечный предел второго ряда, в таком случае должен быть расходящимся так как если бы он сходился то по доказанному сходился бы и первый ряд.
можем считать не нарушается общность, что un≤vn n=1,2,…. Обозначим частичные суммы первого и второго рядов соответственно Sn(n), Sn(v) тогда Sn(n)≤Sn(v). Пусть второй ряд сходится, тогда из условия сходимости последовательность частичных сумм ограниченно сверху то есть Sn(v)≤L следует Sn(n)≤L первый ряд также сходится L = const. Пусть первый ряд расходится то второй ряд расходится. Предположим, что второй ряд сходится тогда по доказанному первый ряд сходится, что противоречит.

∑(n=1,∞)un, ряд вида ∑(k=1,∞)un+k называется n-ым остатком ∑(k=1,∞)un+k=un+1+un+2+… Если n-ый остаток ряда сходится то его сумму будем обозначать rn то есть rn=∑(k=1,∞)un+k.

3) Если ряд сходится то и любой его остаток сходится. Если какой-то остаток ряда сходится то сам ряд также сходится, причем если s=∑(n=1,∞)un s=∑(k=1,∞)uk, а rn=∑(k=1,∞)un+k то s=sn+rn (отбрасывание или присоединение нескольких начальных членов ряда не отражается на сходимость) Док-во: Обозначим sn=∑(k=1,∞)uk частичная сумма sm+n=sn+s(n)m следует при произвольном фиксированном n lim(m→∞)sm+n  lim(m→∞)s(n)m одновременно существует или не существует. Существование lim(m→∞)sm+n означает сходимость всего ряда. Существование lim(m→∞)s(n)m означает сходимость остатка этого ряда если оба рассмотренных предела существуют, то перейдя к lim(m→∞)sm+n= то получится s=sn+rn. Замечание: Если ряд ∑(n=1,∞)un сходится то его остатки стремятся к 0 так как lim(n→∞)rn=lim(n→∞)(s-sn)=0.

Теорема сравнения рядов

Теорема 3.

Если хотя бы начиная с некоторого места n<N выполнено неравенство un+1/un≤vn+1/vn то из сходимости второго ряда вытекает сходимость первого ряда или что тоже самое из расходимости первого ряда вытекает расходимость второго ряда. Док-во: Не нарушая общности можно считать, что неравенство un+1/un≤vn+1/vn выполняется для любых значений n. В таком случае можно записать u2/u1≤v2/v1, u3/u2≤v3/v2,…, un/un-1≤vn/vn-1. Перемножив почленно эти неравенства, получим un/u1≤v3/v1, и т.д. un/u≤vn/v1 un≤u1/v1*vn
Σ(n=1 ∞) Vn – сх-ся      (U1/V1)Σ(n=1 ∞) Vn – сх-ся  По т-ме 1 сравнения Σ(n=1 ∞) Un – тоже сх-ся.

Признак Даламбера.

Пусть для ряда Σ(n=1 ∞) Un ,  Un >0, n=1,2,3.. существует lim(n→∞)( Un)/ (Un-1 ) = L, тогда если L>0, то ряд расходится,  если L<0, то сходится.

   ▲Пусть L<0. Выберем число L<q<1. Рассмотрим условие сущ-ия lim(n→∞)( Un)/ (Un-1 ) = L. По опр lim существует n0 >0, что для любого n> n0 справдливо условие ( Un)/ (Un-1 ) < q => Un < q Un-1 
Применим это нер-во послед-но для n= n0 +1, n0 +2, … Получим Un0+1 < q Un0      Un0+k < qk Un0 . Рассмотрим ряд Σ(k=1 ∞) qk Un0 . Ряд сх-ся при 0<q<1. Пользуясь т-ой сравнения приходим к выводу, что сх-ся Σ(k=1 ∞)Un0+k => Σ(n=1 ∞)Un cx-ся
     Пусть L<0. Тогда в силу того же условия, что lim(n→∞)( Un)/ (Un-1 ) = L существует n0 >0, что для любого n> n0 справдливо условие ( Un)/ (Un-1 ) > 1 => Un > Un-1. Возьмём n= n0 +1, n0+2…  Получим: Un0+2 > Un0+1 > Un0 > 0. Это означает, что последовательность члена ряда не стремится к 0, откуда => его расходимость. ▲
Признак Коши (радикальный признак Коши)

Пусть для ряда Σ(n=1 ∞) Un      Un ≥0 существует lim (n→∞)sqrtn (Un) = L. Тогда если L<1, то ряд сх-ся, если L>1, то ряд расх-ся. 

   ▲Пусть L<1 Выберем q: L<q<1. Тогда т.к  lim (n→∞)sqrtn (Un) = L, то сущ-ет n0 : для люб n>n0 вып нер-во sqrtn (Un) <q => Un < qn   т.к ряд Σ(n=1 ∞) qn  х-ся => cх-ся ряд Σ(k=1 ∞)Un0+k => сходимость
ряда Σ(k=1 ∞)Uk .

Пусть L> 1. Рассмотрим lim(n→∞) sqrtn(Un) = L. По опр-ию lim => сущ-ет n0: любое n > n0. Справедливо условие sqrtn(Un) > 1  =>  Un > 1  последовательность членов ряда не стрем-ся к 0 => ряд расх-ся, т.к начиная с некот n > n0 Un > 1 Не вып-ся признак сходимости. ▲

Интегральный признак Коши. Если члены некот полож ряда Σ(n=1 ∞) Un могут быть представлены как числовые зн-ия некот. непр-оймонотонно-убывающей на пр-ке [1, +∞) ф-ии f(x) так что U1 = f(1) … Un =f(n), тогда: 1)если ∫ (1..+∞)f(x)dx cх-ся, то Σ(n=1 ∞) Un сх-ся  2)если тот ин-л расх-ся, то и ряд расх-ся.

   ▲Рассмотрим какую-либо первообразную функцию F(x) для f(x), Т.к F’(x) = f(x)>0 => F(x) – возрастает вместе с x и при x→∞ имеет lim, конечный или нет

1) если конечный, то Σ(n=1 ∞) (F(n+1) – F(n)) сходится  (*)

Ряды с произвольными членами. Абсолютная сходимость.

Знакочередующиеся ряды.

+-(U1 - U2  + U3 - U4 +U5  - …)  Такой ряд, где Ui >0  - знакочередующийся. Рассмотрим знак +, это не нарушит общности. Достаточный признак сходимости знакочередующегося ряда. 

Теорема Лейбница. 
Если в знакочер ряде абс. величины членов убывают, т.е. в ряде (*)  U1 < .. <Ui и общий член стремится к 0, то ряд сх-ся. Причём его сумма по абс величине < его первого члена. А остаток ряда rn по модулю <1го из отбрасываемых членов.

  ▲Пусть n-пробег посл-ть чётных чисел, т.е. n=2m. Тогда S2m – частичная сумма = (U1 –U2) +(U3-U4)+..+(U2m-1 – U2m). Данная сумма должна быть положит. и возрастающей. 

Абсолютная сходимость. 
Теорема(достаточный признак сходимости).
Если ряд составленный из абс. величин членов данного ряда сх-ся, то сходится и данный ряд.

  ▲ Sn = U1+..+Un    Обозначим, Sn+ - сумма всех положительных членов до Un+1; Sn- - сумма модулей отрицательных эл-ов до Un+1
Sn  = Sn+ - Sn-    σn = ‌‌‌‌‌‌‌  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌/U1/ + .. + /Un/   σn = Sn+ - Sn-   По усл. т-мы lim (n→∞) σn  = σ.   Sn+ ≤ σn < σ
Sn-≤ σn < σ. Отсюда следует, что Sn+ и Sn- также имеют lim => предел имеет и величина Sn при n→∞▲

Замечание. Этот достаточный признак не явл. необходимым, т.е ряд Σ(n=1 ∞) Un может 

сходиться и тогда, когда расходится ряд Σ(n=1 ∞) /Un/. 

Ряд абсолютной величины, члены кот обр-ют сх. ряд наз-ся абсолютно сходящимся.
Если ряд сходится, а ряд образован из абс. величин его членов расх., то такой ряд наз-ся неабсолютно(условно) сходящимся. 

Абс. сх-ся ряды как и обычные конечные суммыобладают переместительным свойством: при любой перемене мест членов абс сх-ся ряда он остаётся абс сх-ся  и с той же суммой.

Это свойство отсутствует у  неабсол сх-ся рядов. Переставляя члены такого ряда можно добиться, чтобы сумма ряда изменилась.
По усл. т-мы скобки полож. и сумма возрастает. S2m = U1 – [(U2 – U3) + ..+(U2m-2 – U2m-1) + U2m]  Сумма в [] полож-на и из послед. рав-ва получаем S2m < U1 (для любого m). Т.е.  S2m – возраст. и огр-ая сверхупосл-ть и поэтому она имеет lim. Lim(m→∞) S2m = S     S<U1

Пусть  n=2m +1. S2m+1 = S2m +U2m+1. Возьмём предел от правой и левой части при m→∞: Lim(m→∞) S2m+1 = Lim(m→∞) S2m = S. Sn имеет lim = S<U1. (при чёт и нечётн)

  Рассмотрим остаток ряда rn = +-(Un+1 - Un+2 - Un+3 ..). Представл. собой ряд, кот удовл условиям теоремы Лейбница, поэтому его сумма /rn / <Un+1 ▲

   Выводы: т-ма Лейбница когда она применима позволяет не только установить  сходимость, но и установить погрешность допускаемую при отбрасывании энных членов ряда начиная с некоторого.
2) если бесконечный, то Σ(n=1 ∞) (F(n+1) – F(n)) расх-ся

    С этим рядом сравним ряд Σ(n=1 ∞) Un. По т-ме Лагранжа (ф-ла конечных приращений Лагранжа) общий член ряда (*)F(n+1) – F(n) представляется в виде F(n+1) – F(n) = f(n+Ө), где 0<Ө<1

так что вследствии монотонности ф-ии f(x) получаем Un+1 = f(n+1) < F(n+1) – F(n) < f(n) =Un  В случае сх-ти ряда (*) по т-ме 1 сравнения сходится ряд Σ (n=1 ∞) Un+1 => сх-ся и Σ (n=1 ∞) Un 
Пусть ряд (*) расх-ся, то расх-ся Σ (n=1 ∞) Un+1 , т.к члены ряда (*) > членов ряда Un+1 и ряд Σ (n=1 ∞) Un расходится.
Перемножение абсолютно сходящихся рядов. 
Абс сх-ся ряды можно перемножать. S’ = ‌U1 + .. + Un   (1)    S’’ = ‌V1 + .. + Vn  (2) Произведение будет представлять собой ряд, образованный из всевозможных пар произв-ия членов  (1) и (2) ряда

(u1v1)+(u1v2+v1u2)+(u1v3+u2v2+u3v1)+…+(u1vn-1+u2vn-2+…+v2un-2+v1un-1)+… В любой группе членов сумма индексов постоянна.

Теорема.

Если ряды (1) и (2) абсолютно сходятся то их произведение есть также абсолютно сходящиеся ряд, сумма S которой равна произведению сумм рядов сомножителей.
Функциональные ряды. 

Общ. опред. Перейдём к рассм-ю рядов, членами кот. явл-ся ф-ии незав. пер-ых х. Такие ряды наз-ся функцион-ми. U1(х)+U2(х)+..+Un(х)   (А). Ряд (А) для оних зн-ий х сх-ся, а для др-х – расх-ся. Зн-ие х=х0 при кот. числ. ряд U1(х0)+U2(х0)+..  сх-ся наз-ся точкой точкой сх-ти. Совокупность любых точек сх-ти ряда наз-ся областью сходимости ряда(ряд сходится в этой области). Сумма ряда явл-ся некот. ф-ей от х опр-ой в обл-ти сх-ти, обозн. f(х)= U1(х)+U2(х)+..+Un(х)+.. Говорят, что ряд сх-ся ф-ей f(x). 
Равномерная сх-сть функц-ой посл-ти и рядов. 

Пусть на мн-ве X задана посл-ть ф-ий fn(x) (n=1,2,..) Посл-ть ф-ий наз-ся сходящейся на мн-ве ч, если при любом xcX посл-ть {fn(x)} cх-ся (поточечная сх-сть) 
Определение. Функц. посл-ть fn(x) (n=1,2,..) наз-ся равномерно-сходящейся к ф-ии f на мн-ве X, если дл кажд.

ε>0 существует такой номер n0, такой, что любой x из X и всех номеров n>n0 выполняется неравенство |fn(x)-f(x)|<ε0. Очевидно, что если последовательность fn(x) – равномерно сходящаяся на множестве X то она просто сходится, если сходящаяся равномерно, то записываем fn(x)(двойные стрелки вправо, 

Теорема(признак равномерной сходимости «Вейерштрасса»).

Если числовой ряд ∑(n=1, ∞)αn, αn≥0 – сходится и для всех x из X и любому n=1,2,… выполняется неравенство: |un(x)|≤αn, то ряд ∑(n=1, ∞)un(x) сходится на множестве X абсолютно и равномерно. Док-во: Абсолютная сходимость ряда ∑(n=1, ∞)un(x) следует из 1) неравенства |un(x)|≤αn 2) признака сравнения 3) из сходимости ряда ∑(n=1, ∞)αn. Докажем равномерную сходимость ряда: для этого выпишем остатки: rn(x) – остаток ряда ∑(n=1, ∞)un(x). Пусть εn остаток ряда ∑(n=1, ∞)αn, тогда рассмотрим: |rn(x)|=|∑(k=n+1, ∞)uk|. Модуль суммы меньше суммы модулей |∑(k=n+1, ∞)uk|≤∑(k=n+1, ∞)|uk|≤∑(n=1, ∞)αn=εn. Так как ряд ∑(n=1, ∞)αn сходится, то его остаток при n→∞ стремится к 0, то есть εn→0 при n→∞. Это означает , что для любого ε>0 существует номер N, такой, что любому n>N сумма ∑(k=n+1, ∞)αk<ε, отсюда, что при всех тех же условиях |rn(x)|<ε для любого x из X.

Степенные ряды.

Определение. Степенным рядом называется функция ряд вида a0+a(x-x0)+a2(x-x0)2+…+an(x-x0)n+… Члены которого это произведения постоянных a0,a1,…,an на степенные функции с целыми показательными степеней от разности x-x0, a0,a1,…,an коэффициенты степенного ряда, при x0=0 следует степенной ряд по степеням x. 

а0+а1х2+а2х2+…+аnxn+… всякий степен. ряд заменой х1=х-х0 может быть сведен к ст.ряду второго вида. аnxn-n-й член ряда. а0-0-й член ряда. ст.ряды обладают некоторыми св-ми.

Теорема Абеля .

Интервал и радиус сходимости ст.ряда. Рассмотри ст.ряд а0+а1х+а2х2+…+аnxn+…(*) Если ст.ряд (*) сходится при х-х0≠0, то он сходится и причем абсолютно, при любом х принад-ем (-(х0),(х0)), то есть удов. усл. (х)<(х0) Док-во: (от 0  до ∞)∑ аnх0n →его общий член ряда аnх0n →0 при n →∞ (при чем ряд с полож.) Т.к. аnх0n →0 при n →∞ →все члены ряда ограничены, то есть Э постоянное положительное число М, что при любом n (аnх0n) < М перепишем ряд (*) следующим образом: а0+а1х0 (х/х0)+а2х02 (х/х0)2+…+(аnx0n) (х/х0)n +…

на члены данного ряда (аnх0n)<M, составим: (а0)+(а1х0) (х/х0)+(а2х02) (х/х0)2+…+(аnx0n) (х/х0)n +… каждый член геометрического ряда > члена данного ряда М+М (х/х0)+М (х/х0)2+…+М (х/х0)n +… если (х)<(х0) То (х/х0)<1 Геом.прогрессия сходится Значит сходится ряд а0+а1х+а2х2  +… Следствие: Если ст.ряд (*) расходится при х=х0, то он расходится при любом х> х0 (по абсолютной величине) Док-во: если бы он сходился при каком-то х, то он был бы абсолютно 

Нахождение радиуса сходимости

Для нахождения радиуса сходимости R степен. ряда составим ряд из модулей членов данного степен.ряда. |a0|+|a1x|+|a2x2|+…+|anxn|+… и применим к нему признак Даламбера. Допустим существует limn→∞|un+1/un|=limn→∞|an+1*xn+1/an/xn|=|x|limn→∞|an+1/an|<1необходимое условие сходимости ряда => |x|<limn→∞|an/an+1|- при этом условии ряд, составленный из модулей сходится. |x|>limn→∞|an/an+1|- при этом условии ряд, составленный из модулей расходится.Т.е. для 

Аналитические функции в действительной области.
Функция f(x) называется аналитической в точке x0єR, если в некоторой окрестности этой точки функция f(x) представима в виде степенного ряда f(x)=∑∞n=0an(x-x0)n с действительными коэффициентами an, где n=0,1,2…

Теорема: (без док-ва)

Если функция f(x) раскладывается в окрестности точки x0 в степенной ряд с радиусом сходимости R, то: 1) функция f имеет на интервале (x0-R,x0+R)производные всех порядков, которые могут быть найдены из ряда почленным дифференцированием. (f(x))(n)=∑∞n=mn(n-1)(n-2)…(n-m+1)an(x-x0)n-m, где m=1,2… 2) Для любого xє(x0-R,x0+R): интеграл(от x0до x) 
f(t)dt=∑∞n=0an(x-x0)n+1/(n+1). 3)Радиусы сходимости исходного степенного ряда и рядов, полученных из него почленным дифференцированием и интегрированием, совпадают.

Теорема:
Если функция f(x) раскладывается в некоторой окрестности т. x0 в степенной ряд,т.е. f(x)=∑∞n=0an(x-x0)n, то an=(f(x0))(n)/n!, n=1,2,3…, следовательно справедлива формула f(x)=∑∞n=0(f(x0))(n)/n!*(x-x0)n и это разложение единственно. Док-во: f(m)(x)=∑∞n=mn(n-1)(n-2)…(n-m+1)an(x-x0)n-m, подставим x=x0,если n=m, получим (f(x0))(m)=am*m!=> am=(f(x0))(m)/m! => единственность разложения => при любом m возможно единственным образом вычислить.
нашего степенного ряда радиусом абсолютной сходимости является величина R=limn→∞|an/an+1|. Аналогично, применяя радикальный признак Коши получим R= 1/limn→∞|an|1/n. Если разложение идет по степеням x-x0,т.е. рассматривается ряд ∑∞n=0an(x-x0)n,то интервал сходимости   |x-x0|<R, x0-R<x<x0+R. Могут быть случаи, когда степенной ряд содержит не все степени х, т.е. задан не полный степенной ряд, тогда интервал сходимости ряда находят без определения радиуса сходимости, применяя признак Даламбера или Коши для ряда составленного из модулей членов этого ряда.

сходился и при любом меньшем этого значения (по т. Абеля), а в частности он бы сходился при х0
Перейдем  к рассмотрению вопроса об области сходимости ряда (*) 3 случая:

1) область состоит из одной точки х = 0 другими словами ряд расходится для любого значения х кроме одного  этот случай рассмотрим на примере: рассмотрим ряд 1+х+22х2+…+nnxn если х фиксировано и х=0, то начиная с достаточно большого n, будет выполняться условие (nx)>1, откуда вытекает неравенство (nn хn)>1 → общий член ряда не стремится к нулю. При х=0 ряд сходится.

2) область сходимости из всех точек числовой оси х 1+х+х2/22+…+xn/nn+… для любого значения с достаточно большого и выполняется условие (х/n)<1, т.к. (х/n+1)n+1< (x/n)n+1 (х/n+2)n+2< (x/n)n+2 и т.д. и начиная с некоторого n члены ряда по абсолютной величине будут < членов сходящейся геометрической прогрессии → при любом  х ряд сходится.

3) область сходимости состоит > чем одной точки числовой оси х, при чем есть точки не принадлежащей области сходности 1+х2+х3+…   геом.прогрессия со знаменателем х сходится при (х)<1, расходится при (х) ≥1 Радиусом сходимости степенного ряда [(*)} называется такое число R: любое х для которого (х)<R степен. ряд сходится {а0+а1х+а2х2+…+аnхn+…(*)}, а для любого х: (х)>R расходится. Интервал х принадлежащий (-R,R) называется интервалом сходимости. Замечение. при условии (х)<R степен. ряд сходится абсолютно. Что касается точек х=R и х=-R, то ряд может сходится абсолютно или условно в одной из них, в обоих, или ни в одной.
снизу X)f(x). Записываем в символах: 1. для обычной сходимости fn(x)→(снизу X)f(x)↔любой ε>0. любой x из X, существует n0 | любой n>n0: |fn(x)-f(x)|<ε 2. для равномерной сходимости fn(x)(двойные стрелки вправо, снизу X)f(x)↔любой ε>0, существует n0 | любой x из X, любой n>n0: |fn(x)-f(x)|<ε. Если fn(x) сходящаяся к f(x) на множестве x, то для каждой точки x из X существует свой номер n0=n0(ε,x), для которого при n>n0 выполняется неравенство |fn(x)-f(x)|<ε. И может оказаться, что для всех точек x из X невозможно подобрать такой общий номер n0. Равномерная сходимость означает, что какое бы ни было число ε>0 можно подобрать такой номер n0, что в любой точке x из X значение функции fn(x) отличается от значения функции f(x) по модулю меньше чем на ε. Это понятие переносим на ряд.

Определение. Ряд ∑(n=1, ∞)un(x), x из X называется равномерно сходящимся на множестве X, если на множестве X равномерно сходится последовательность его частичных сумм. S(x)=∑(n=1, ∞)un(x); Sn(x)=∑(k=1, n)uk(x); rn(x)=S(x)-Sn(x)=∑(k=n+1, ∞)uk(x). Определим через остаток. Равномерная сходимость ряда означает: Sn(x)(двойные стрелки вправо, снизу X)S(x)↔rn(x)(двойные стрелки вправо, снизу X)0.

Разложение функции в степенные ряды. Задание остаточного члена ряда Тейлора в виде Лагранжа.
Пусть действительная  функция f определена в некоторой окрестности т.x0 и имеет в этой точке производные всех порядков. Тогда ряд  ∑∞n=0(f(x0))(n)/n!*(x-x0)n называется рядом Тейлора в точке x0.

Теорема:
Если функция f n+1 раз непрерывно дифференцируема на интервале (x0-h,x0+h), где h>0, то остаточный член rn(x) ее ряда Тейлора можно записать в виде rn(x)=(f(ξ))(n+1)/(n+1)!*(x-x0)n+1, где ξ=x0+θ(x-x0),0<θ<1.Эта формула называется остаточным членом ряда Тейлора в форме Лагранжа. Число θ, участвующие в записи остаточного члена, зависит от n и x. Док-во: Запишем остаточный член в виде аналогичной записи общего члена ряда: rn(x)=Dn+1/(n+1)!*(x-x0)n+1.Найдем выражение для Dn+1.Мы ищем такое x, чтобы равенство f(x)=f(x0)+f1(x0)/1!*(x-x0)+…+(f(x0))(n)/n!*(x-x0)n+ 

Функции нескольких переменных.
Объем кругового цилиндра вычисляется по формуле V=π*R2*H. Это функция от двух переменных R и H. Если рассматриваются переменные x1,x2, то мы должны знать какие значения принимают пары (x1,x2). Множество этих пар будет областью изменения переменных x1,x2. Переменная z с областью изменения Z называется Функцией независимых переменных x и y на множестве М, если каждой паре (x,y) их значений из М по некоторому правилу ставим в соответствие одно определенное значение z(x,y). Это определение можно распространить на многозначную функцию. Множество М-область определения функции x,y аргументы функции. Функциональная зависимость z=z(x,y) или z=f(x,y).
Арифметическое n-мерное пространство.

Перейдем к функции с n – независимыми переменными, когда n≥3. Остановимся на системах совместных значениях этих переменных n=3 (x,y,z) может быть истолковано как точка пространства. А множество таких точек – тело геометрическое. При n>3 возможно геометрической интерпретации нет. Чтобы распространить геометрические методы на функции больше числа переменных. Введем понятие n-мерного пространства. Назовем n-мерной точкой систему из n действительных чисел. M(x1, x2,…, xn). Множество любых n-мерных точек составляют n-мерное пространство. Если имеет 2 точки M(x1, x2,…, xn) и M’(x1, x2,…, xn), то расстояния между этими точками вычислим MM’=√(∑(k=1, n)(xk-xk’)2).

Примеры областей в n-мерном пространстве. 1) множество точек M(x1, x2,…, xn) координаты которых независимы друг от друга и удовлетворяют неравенству. Множество таких точек a1≤x1≤b1, a2≤x2≤b2,…,an≤xn≤bn. Называется n-мерным прямоугольным паралепипедом и обозначается [a1,b1; a2,b2;…; an,bn] при n=2 прямоугольник, при n=3 прямоугольный паралепипед. Если в написанном соотношении исключим равенство то есть a1<x1<b1, a2<x2<b2,…, an<xn<bn, получим 
Открытая и замкнутая области.

Назовем точку M’(x1’, x2’,…, xn’) внутренней точкой множества M в n-мерном пространстве, если она принадлежит множеству M с некоторого достаточно малой ее окрестностью. Множество целиком состоящих из внутренних точек будем называть открытой областью. Точка M0 называется точкой сгущения множества M если в любой ее окрестности безразлично какого типа находится хоть одна точка M отличная от точки M0. Точки сгущения для открытой области не принадлежащие ей называются пограничными точками этой области, которые в совокупности образуют границу области. Например, открытый паралепипед пограничные точки будут M(x1, x2,…, xn), a1≤x1≤b1, a2≤x2≤b2,…, an≤xn≤bn, в которой хоть в одном случае будет равенство .

Определение. Открытая область вместе с границей называется замкнутой областью. Замкнутой области принадлежат любые ее точки сгущения. Множество точек M называется ограниченным, если оно содержится целиком в некотором прямоугольном параллепипеде. Область называется связанной, если любые ее две точки можно соединить ломанной лежащей всеми своими точками в области.

Функция многих переменных.

Предел и непрерывность. Рассмотрим y=f(x), где x=(x1, x2,…, xn), i=1,n, то есть x из X, X не строго содержится в Rn, любая xi принадлежащая действительным числам R. z=√(x2+y2) если рассматривать то полученная линия уровня будет f(x,y)=C, линия уровня – кривая f(x1,x2,…,xn)=C, x2+y2=C2, C- любая константа множество концентрических окружностей, для разных z- сечения.

Предел функции нескольких переменных.

Предположим, что функция f(x1,…,xn) определена в некотором точном множестве D, допускающей точку сгущения M0(a1,…,an). Функция f(x1,…,xn) имеет пределом число A при стремлении переменных x1,…,xn соответственно A1,…,An если для любого ε>0 найдется δ>0, что модуль разности |f(x1,…,xn)-A|<ε как только модуль |x1-A1|<δ,…,|xn-An|<δ то есть неравенство для функции должно выполняться во всех точках множества M лежащих достаточно малой окрестности (a1-δ, a1+δ;…; an-δ, an+δ) точки M0 исключая саму эту точку. Обозначают предел функции Т.О. A=lim(x1→a1,…, xn→an,)f(x1,…,xn). Пусть M(x1,…,xn), M0(a1,…,an) тогда определение предела можно перефразировать. Число A называется пределом функции f(M) при стремлении точки M к точке М0 (предел в точке М0) если для любого числа ε>0 существует такое число r>0, что модуль |f(M)-A|<ε как только расстояния между точками М и М0, М0М<r, a=lim(M→M0)f(M). Может быть случай, если A=+∞(-∞) то неравенство |f(M)-
Непрерывность и разрывы функции нескольких переменных.

Пусть функция f(x1,…,xn) определена в некотором множестве D точек n-мерного пространства и точка M’(x1’, x2’,…, xn’) есть точка сгущения этого множества, принадлежит самому множеству. Говорят, что функция f(x1,…,xn) непрерывна в точке M’ если имеет место равенства. Lim(x1→x1’,…, xn→xn’,)f(x1,…,xn)=f(x1’,…,xn’. В противном случае функция терпит разрыв в точке М’. На языке ε-δ непрерывность функции в точке М выразится так: по любому заданному ε>0, должен найтись такое δ>0, что модуль разности значений функции |f(x1,…,xn)-f(x1’, x2’,…, xn’)|<ε как только |x1-x1’|<δ,…,|xn-xn’|<δ. Функция непрерывна, если ∞ малое приращение аргументов (независимых переменных) отвечающее бесконечно малое приращение функции z=f(x,y) ∆z=f(x,y)-f(x0,y0), ∆x=x-x0, ∆y=y-y0, lim(∆x→0, ∆y→0)∆z. Все свойства непрерывных функции одной переменной переносится на функции нескольких переменных. Можно доказать, что арифметические операции над непрерывными функциями и построение сложной функции из непрерывных функции приводит к непрерывной функции.

A|<ε заменится f(x1,…,xn)>E, (f(x1,…,xn)<-E) число E произвольное наперед заданное. Рассмотрим когда любые переменные или некоторые →∞ пределу. Говорят, что функция f(x1,…,xn) имеет своим пределом число A при стремлении переменных x1,…,xn→+∞. Если для любого ε>0, существует ∆>0, что |f(x1,…,xn)-A|<ε как только x1>∆,…,xn>∆. A=lim(x1→a1,…, xn→an,)f(x1,…,xn), расстояния между точками М и М0 <δ, √((x-x0)2+(y-y0)2). Пусть функция z=f(x,y) определена в окрестности точки M0 кроме может быть самой этой точки, число A называется пределом функции z=f(x,y) при x→x0, y→y0 если для любого ε>0 существует δ>0, такое что для любого x≠x0 и y≠y0 и удовлетворить неравенству √((x-x0)2+(y-y0)2)<δ выполняется неравенство |f(x,y)-A|<ε, A=lim(x→x0, y→y0)f(x,y), A=lim(M→M0)f(M). Из определения следует, что если предел существует то он не зависит от пути по которому M→M0. Пределы функции нескольких переменных обладают свойством. Если функции f(M) и g(M) определены на множестве D и имеют на этом множестве в точке M0 пределы А и B соответственно то и функции f(M)+g(M), f(M)g(M) и f(M)/g(M) (при g(M)≠0) имеют место в точке М0 пределы которых равны соответственно А+В,АВ,А/В (при В≠0).

Теорема.

Если 1) существует двойной предел (конечный или нет) A=lim(x→x0, y→y0)f(x,y) 2) при любом y из Y существует конечный простой предел по x φ(y)=lim(x→x0)f(x,y) то существует повторный предел lim(y→0)φ(y)=lim(y→y0)lim(x→x0)f(x,y)=lim(x→x0, y→y0)f(x,y)=A.
открытый прямоугольный паралепипед и обозначим (a1,b1; a2,b2;…; an,bn) в отличии от открытого предыдущего называется замкнутым. Разности b1-a1, b2-a2,…, bn-an, называется измерениями этих паралепипедов. Точку ((a1+b1)/2, (a2+b2)/2,…, (an+bn)/2) называют центром. Окрестности M0(x1o, x2o,…, xno) называется любой открытый паралепипед с центром в точке M0, чаще всего это куб. (x1o-δ, x1o+δ; x2o-δ, x2o+δ;…; xno-δ, xno+δ;) открытый n-мерный куб δ>0, любые измерения между собой равны. 2) Рассмотрим множество точек M(x1, x2,…,xn), x1≥0, x2≥0,…, xn≥0, сумма любых координат ≤h x1+…+xn≤h, h>0. Если n=2 получаем равнобедренный прямоугольник, n=3 тетраэдр. В общем случае его называют симплекс. Закрытым если неравенство не строгие и открытым, если неравенство строгие. 3) Множество точек M(x1, x2,…,xn), которые определяются неравенством замкнутое: (x1-x1o)2+(x2-x2o)2+…+(xn-xno)2≤r2, открытое: (x1-x1o)2+(x2-x2o)2+…+(xn-xno)2<r2, n-мерный шар(сфера), М0 с координатами (x1o, x2o,…,xno) постоянная точка, r – постоянное положительное число. Точка M0 – центр. При n=2 получаем круг, n=3 сфера. Открытую сферу любого радиуса r>0 с центром в точке M0 можно также рассмотреть как окрестность этой точки. Эта окрестность будет сферической в отличие от параллепипедальной.
Dn+1/(n+1)!*(x-x0)n+1 было справедливо для любого x в интервале из теоремы. Построим вспомогательную функцию F(t) вычтя из f(x) правую часть предыдущего равенства, в котором X0=t: F(t)=f(x)-f(t)-f1(t)/1!*(x-t)-…-(f(t))(n)/n!*(x-t)n- Dn+1/(n+1)!*(x-t)n+1. При t=x0 F(t)обращается в 0, при t=x на концах интервала обращается в 0, тогда по теореме Ролля внутри этого интервала должна существовать т.ξє(x0-h,x0+h): f(ξ)’=0.Найдем производную: F’(t)=-f’(t)-f”(t)/1!*(x-t) +f’(t)-f”’(t)/2!*(x-t)2+f”(t)*(x-t)+…+f(n+1)(t)/n!*(X-t)n+f(n)(t)/(n-1)!(x-t)n-1-Dn+1/(n)!*(x-t)n; F’(t)= f(n+1)(t)/n!*(X-t)n-Dn+1/(n)!*(x-t)n; (X-t)n/n!*(f(n+1)(t)-Dn+1)=0,(x-t)!=0=> Dn+1=f(n+1)(t), t=ξ, ξ=x0+θ(x-x0)=> rn(x)=(f(ξ))(n+1)/(n+1)!*(x-x0)n+1.

Достаточное условие разложимости функции в степенной ряд: (без док-ва)Если функция в окрестности т.x0 имеет все производные, ограниченные в совокупности на этой окрестности, то функция раскладывается в степенной ряд в некоторой окрестности т.x0.

Функции непрерывные в области.

Фунция f(x1,…,xn) непрерывна в некотором множестве D точек n-мерного пространства если она непрерывна в любой точке этого множества которое является для него точкой сгущения. Ограничимся для краткости случаем 2-ух переменной. Пересечение на общий случай производится непосредственно.

Теорема Больцмана-Коши.

Пусть функция f(x,y) определена и непрерывна в некоторой связанной области D. Если в 2-х точках M0(x0,y0) и M1(x1,y1) этой области функция принимает значения разных знаков, то есть f(x0,y0)<0 а f(x1,y1)>0 то в этой области найдется точка M’(x’,y’) в которой функция обращается в ноль, то есть f(x’,y’)=0. Док-во: Построим на сведении к случаю одной переменной, так как область D связанная то точки M0 и M1 можно соединить ломанной, полностью лежащей в D. Если последовательно перебирать вершины ломанной то либо окажется, что какой-то из них функция обращается в ноль и тогда теорема доказана, либо этого не будет. Найдется такая сторона ломанной на концах которой функция принимает значения разных знаков, изменив обозначения точек будем считать, что М0 и М1 являются концами этой 
Производные и дифференциалы функции нескольких переменных. Частные производные и частные дифференциалы.

Пусть в некоторой открытой области D имеем функцию u=f(x,y,z). Возьмем точку M0(x0,y0,z0) в этой области. Придадим переменным y и z постоянные значения, то есть y=y0, z=z0. Тогда функция u будет функцией только от одной переменной x, в окрестности точки x0 будем изменять значение x. Можно поставить вопрос об вычислении производной этой функции в точке x=x0. Придадим значению x0 приращение ∆x тогда функция получит приращение ∆xu=f(x0+∆x,y0,z0)-f(x0,y0,z0) которое назовем частным приращением по x так как оно вызвано изменением только одной переменной. По определению производной она представляет собой предел lim(∆x→0)∆xu/∆x=lim(∆x→0)(f(x0+∆x,y0,z0)-f(x0,y0,z0))/∆x. Эта 

Полное приращение функции.

Пусть первоначально x=x0, y=y0, z=z0. Придадим всем трем переменным некоторое приращение ∆x,∆y,∆z, тогда функция u=f(x,y,z) получит приращение ∆u=∆f(x0,y0,z0)=f(x0+∆x,y0+∆y,z0+∆z)-f(x0,y0,z0), которое называется полным приращением функции. В случае функции y=f(x) одной переменной предположения существования в точке x0 конечной производной f’(x0), ∆y=∆f(x0)=f’(x0)∆x+α∆x, α некоторая малая величина и зависит от ∆x, α→0 при ∆x→0. Получим аналогичную формулу для функции u=f(x,y,z), ∆u=∆f(x0,y0,z0)=fx’(x0,y0,z0)∆x+fy’(x0,y0,z0)∆y+fz’(x0,y0,z0)∆z+α∆x+β∆y+γ∆z (*), где α,β,γ зависят от ∆x, ∆y, ∆z и вместе с ними стремятся к нулю.

Теорема.

Если частные производные fx’(x,y,z), fy’(x,y,z) и fz’(x,y,z) существуют не только в точке (x0,y0,z0) но и в некоторой ее окрестности и кроме того непрерывны как функции от (x,y,z)  в этой точке то имеет место формула (*). Док-во: Представим полное приращение ∆u в следующем виде ∆u=f(x0+∆x, y0+∆y, z0+∆z)-f(x0,y0,z0). Распишем Т.О. 

Полный дифференциал.

В случае функции от одной переменной y=f(x) представляем ее приращение в виде ∆y=A∆x+O(∆x) где A=const. Для  возможного такого представления необходимо и достаточно существование производной f’(x0). Причем написанное равенство справедливо при A=f(x0). Линейная часть приращения ∆y назвали дифференциал, и обозначается dy=f’(x0)dx. Перейдем к функции многих переменных. Рассмотрим f(x,y,z). Пусть она определена в некоторой открытой области D. Поставим аналогичный вопрос о представлении ∆u при u=f(x,y,z) ∆u=f(x0+∆x, y0+∆y, z0+∆z)-f(x0, y0, z0) в виде ∆u=∆f(x0, y0, z0)=A∆x+B∆y+C∆z+O(ρ) (1), где ρ=√((∆x)2+(∆y)2+(∆z)2) ρ- расстояние между точками с координатами (x0, y0, z0) и (x0+∆x, y0+∆y, z0+∆z). Легко показать, что если справедливо разложение (1), то в точке (x0, y0, z0) существует частная производная по каждой переменной, причем fx’(x0, y0, z0)=A, fy’(x0, y0, z0)=B, fz’(x0, y0, z0)=C. Если в соотношении (1) возьмем ∆y=∆z=0, а x≠0, Т.О. получим ∆u=A∆x+O(|∆x|), ∆u/∆x=A+O(|∆x|)/∆x и возьмем в обоих частях предел при ∆x→0, а получим fx’(x0, y0, z0)=A аналогично другие доказываются два равенства, то есть пришли к выводу, что соотношение (1) всегда осуществляется только в следующем виде ∆f(x0, y0, z0)=fx’(x0, y0, z0)∆x+fy’(x0, y0, z0)∆y+fz’(x0, y0, z0)∆z+O(ρ). (2) Если справедлива формула (2), то функция f(x,y,z) называются дифференцируемой в точке (x0, y0, z0) и выражение fx’(x0, y0, 
Применение дифференциала приближенного вычисления.

Если для значения x близких к x0, и для значения y близких к y0 предположить dx=∆x, d=∆y, dz≈∆z, то есть в правой части точного равенства dz можно отбросить α. Dz=fx’(x0,y0)∆x+fy’(x0,y0)∆y+α и получим приближенное равенство f(x,y)-f(x0,y0) ≈ fx’(x0,y0)∆x + fy’(x0,y0)∆y, ∆x=x-x0, ∆y=y-y0. Это равенство выражает заданную функцию как линейную функцию независимых переменных f(x,y)≈f(x0,y0)+fx’(x0,y0)∆x+fy’(x0,y0)∆y (*). Замена точного уравнения означает замену куска поверхности участком касательной плоскости. Приближенное равенство (*) используется для решения задач 2-х типов. 1) известны значения f(x0,y0), fx’(x0,y0)∆x, fy’(x0,y0)∆y, ∆x, ∆y, нужно вычислить приближенные значения в точке f(x0+∆x, y0+∆y, z0+∆z)≈f(x0,y0)+fx’(x0,y0)∆x+fy’(x0,y0)∆y. 2) известны значения f(x0,y0), fx’(x0,y0)∆x, fy’(x0,y0)∆y тогда по погрешностям δ’, δ’’ значений x0, y0, |∆x|<δ’,  |∆y|<δ’’, находится погрешность ε для функции f(x0,y0) как приближенного значения для f(x0+∆x, y0+∆y) тогда воспользуемся следующим неравенством |∆z|=|fx’(x0,y0)||∆x |+|fy’(x0,y0)||∆y |, |∆z|≤|fx’(x0,y0)|δ’+|fy’(x0,y0)|δ’’, выберем max из δ’ и δ’’ и обозначим δ, |∆z|≤(|fx’(x0,y0)|+|fy’(x0,y0)|)δ обозначим ε, тогда |∆z|≤ε, значит |∆z|/z0 можно оценить как относительную погрешность.

Производные высших порядков, функции нескольких переменных.

Допустим, что функция z=f(x) имеет частные производные, то есть dz/dx, dz/dy. Эти производные также являются функциями от x и y. Частные производные от этих функции (то есть от произведения) являются частные производные 2-го порядка. Каждая производная 1-го порядка имеет 2 частные производные, которые обозначаются следующим образом δ2z/δx2=δ/δx(δz/δx), δ2z/δyδx=δ/δx(δz/δy), δ2z/δxδy=δ/δy(δz/δx), δ2z/δy2=δ/δx(δz/δx), получилось и производные zxx’’.

Теорема.

Вторые смешанные производные функции z=f(x,y) при условии их непрерывности равны между собой fxy’’(x,y)=fyx’’(x,y). Частные производные от частных производных второго порядка называются частные производные третьего порядка и т.д.

Теорема(равенстве вторых смешанных производных имеет обобщение).

Результат повторного дифференциала функции 2-ух независимых переменных не зависит от порядка дифференцирования. Предполагая, что рассмотренные частные производные непрерывные.

z0)∆x+fy’(x0, y0, z0)∆y+fz’(x0, y0, z0)∆z  то есть линейная часть приращения функции называется полным дифференциалом. Если под дифференциалом независимых переменных dx, dy, dz подразумевать ∆x, ∆y, ∆z то эту формулу можно переписать в виде du=fx’dx+fy’dy+fz’dz производные, взятые в точке (x0, y0, z0). Полный дифференциал оказывается равным сумме частных дифференциалов.
МсТх лежит на плоск касат, так и в плоск у=у0. k=fx’(x0,y0 ) урав этой прямой ялв урав М0Ту : z-z0=fx’(x0,y0)(x-x0), y=y0 Аналогично касат М0Ту опред урав-ем М0Ту : Z-Z0=fy’(x0, y0)(y-y0), x=x0
Т.к. плоск Т проходит ч/з т. М0(х0,у0) то её урав можно написать в виде z-z0= A(x-x0)+B(y-y0), fx’(x0,y0)(x-x0) следов A = fx’(x0, y0) то же самое со 2 касат, исполь урав получаем B=fy’(x0, y0) получим z-z0 =fx’(x0, y0)(x-x0) +fy’(x0,y0)(y-y0) т.о получим урав касат и плоскости. Теперь выразим геом смысл дифференциала ф-ии двух переменных исполь урав касат плоскости. 

Теорема

Дифференциал ф-ии z = f(x,y)  при x=x0, y=y0 изображ приращением аппликаты т. Касат плоскости z=f(x,y)  в её точке М0(x0 y0, z0) Док-во: правая часть урав касат плоскости явл выражением для дифференциала ф-ии, поэтому урав-ию касат плоскостиможно придать вид z-z0=(dz) x=x0 y=y0 Когда х получает приращение Δх , а у  Δу, ф-ия получает приращения  Δz  кот представ приращ аппликаты в т поверхности. Отклонение дифференциала от приращении фф-ии, т.е Δz-dzизображается отрезком закл м/у поверх и касат плоскостью.
=[f(x0+∆x, y0+∆y, z0+∆z)-f(x0, y0+∆y, z0+∆z)]+[f(x0, y0+∆y, z0+∆z)-f(x0, y0, z0+∆z)]+[f(x0, y0, z0+∆z)-f(x0, y0, z0)] любые из этих разностей представляют собой частное приращение функции лишь по одной переменной так как мы предположили существования частных производных в окрестности точки (x0, y0, z0) то при достаточной малости ∆x,∆y,∆z к этим разностям по отдельности можно применить формулу конечных приращений(теорема Лагранжа). ∆u=fx’(x0+θ∆x, y0+∆y, z0+∆z)∆x+fy’(x0+∆x, y0+θ1∆y, z0+∆z)∆y+ fz’(x0+∆x, y0+∆y, z0+θ2∆z)∆z. Можно аналогично предположить fx’(x0+θ∆x, y0+∆y, z0+∆z)=fx’(x0,y0,z0)+α, fy’(x0+∆x, y0+θ1∆y, z0+∆z)=fy’(x0, y0, z0)+β, fz’(x0+∆x, y0+∆y, z0+θ2∆z)=fz’(x0, y0, z0)+γ, если подставить то получаем выражения (*) для приращении функции ∆u. При ∆x→0, ∆y→0, ∆z→0 аргументы производных в левых частях равенств, стремятся к x0, y0, z0 отсюда, сами производные совпадают(стремятся) а величины α,β,γ стремятся к нулю. Доказанная теорема дает возможность установить, что из существования и непрерывности в данной точки частных производных следует непрерывность смой функции в этой точке, если ∆x→0, ∆y→0, ∆z→0 ∆u→0.
производная называется частной производной функции f(x,y,z) по x в точке (x0,y0,z0). В этом определении не все координаты равноправны. y0,z0 – фиксированы, а x меняется стремясь к x0. Частную производную обозначают δu/δx, δf(x0,y0,z0)/δx, ux’, fx’(x0,y0,z0). Аналогично можно записать по y и по z lim(∆y→0)∆yu/∆y=lim(∆y→0)(f(x0,y0+∆y,z0)-f(x0,y0,z0))/∆y, δu/δy, lim(∆z→0)∆zu/∆z=lim(∆z→0)(f(x0,y0,z0+∆z)-f(x0,y0,z0))/∆z, δu/δz. Произведение частной производной (δu/δx)dx называются частным дифференциалом по x функции u и обозначаются символом dxu=(δu/δx)dx. Если под дифференциалом dx независимой переменной x понимать ∆x, то можно записать dxu=(δu/δx)∆x=(δu/δx)dx аналогично частные дифференциалы по y и по z dyu=(δu/δy)∆y=(δu/δy)dy, dzu=(δu/δz)∆z=(δu/δz)dz т.о. частные производные можно записать в виде дробей δu/δx=dxu/dx, δu/δy=dyu/dy, δu/δz=dzu/dz.
стороны. Тогда ее уравнение имеет вид (знак системы уравнений) x=x0+t(x1-x0), y=y0+t(y1-y0), 0≤t≤1. Если точка М(x,y) передвигается вдоль этой стороны то наша первоначальная функция превращается в функцию(сложную) одной переменной. f(x,y) f(x0+t(x1-x0), y0+t(y1-y0))=F(t). Эта функция F(t) непрерывна так как f(x,y) непрерывная функция по условию теоремы, а x,y непрерывны как линейные функции относительно t, значит существует t=t’: F(t’)=0. 0≤t’≤1 f(x0+t’(x1-x0), y0+t’(y1-y0))=0. Обозначим, (знак системы уравнений) x’=x0+t’(x1-x0), y’=y0+t’(y1-y0) значит точка M’(x’,y’).
Свойства функции непрерывных в ограниченной замкнутой области.

Теорема Вейерштрасса.

Если функция f(x,y) непрерывна в ограниченной замкнутой области D то она в этой области: a) ограниченна, то есть существует такое число R>0, что для любой точки в этой области выполняется неравенство |f(x,y)|<R, b) имеет точки в которой принимает m и M значения, c) принимает хотя бы в одной точке области любое численное значение заключенное между m и M.

Дифференциалы высших порядков.

Дифференциал dnu=d(dn-1u), где u – функция от многих переменных. Пусть u=f(x,y), тогда du=(δu/δx)dx+(δu/δy)dy, d2u=d(du)=d((δu/δx)dx+(δu/δy)dy)=(δ2u/δx2)(dx)2+2(δ2u/δxδy)dxδy+(δ2u/δy2)(dy)2, {(δ2u/δyδx)dyδx =(δ2u/δxδy)dxδy }.

Дифференцирование сложной функции.

Пусть функция u=f(x,y,z). Пусть она определена в некоторой открытой области D. Любые из переменных x,y,z являются функцией от переменной t. x=φ(t), y=φ(t), z=φ(t), t меняется таким образом, чтобы функции x,y,z не выходили из области определения. Предположим, что функция и имеет непрерывные частные производные ux’, uy’, uz’. Предположим, что существует xt’, yt’, zt’. Тогда можно доказать существование сложной(производной) функции и вычислить ее. Придадим переменной t приращение ∆t, тогда x,y,z получат соответствующие приращения ∆x,∆y,∆z, а функция u получит приращение ∆u, так как 
Производная по заданному направлению.

Частные производные функции f(x,y,z) по x,y,z выражают скорость изменения функции по направлениям координатных осей. Во многих физических вопросах можно представлять скорость изменения и по другим направлениям. Пусть дано поле температуры f(M) в любой точке Мс рассматриваемого тела. Законы распределения и перемещения тепла существенно зависят от скорости падения и роста температуры. Рассмотрим понятие скорости изменения или производную по любому заданному направлению. Пусть функция f(x,y,z) определена в некоторой открытой области. Рассмотрим любую точку M0(x0,y0,z0). Этой области и любую направленную прямую(или ось) L проходящую через эту точку. Пусть M(x,y,z) какая-нибудь другая точка этой оси М0М – длинна отрезка между точками М0 и М взятая со знаком «+» если направление М0М совпадает с направлением оси  L и со знаком «-» в противном случае. Пусть М неограниченная приближается к М0. lim(M→M0)(f(M)-f(M0))/MM0=δf(M0)/δL называется производной от 
Градиент функции.

Поставим вопрос, по какому направлению функция в данной точке будет быстрее всего возрастать. Этот вопрос имеет смысл лишь в том случае если частные производные a=δf(x0,y0,z0)/δx, b=δf(x0,y0,z0)/δy, c=δf(x0,y0,z0)/δz, не равны 0 одновременно ибо иначе производная по любому направлению была бы равна 0. δf(x0,y0,z0)/δL=(δf(x0,y0,z0)/δx)cosα+(δf(x0,y0,z0)/δy)cosβ+(δf(x0,y0,z0)/δz)cosγ=acosα+bcosβ+ccosγ=√(a2+b2+c2)(acosα/√(a2+b2+c2)+bcosβ/√(a2+b2+c2)+ccosγ/√(a2+b2+c2)) дроби в скобках можно рассматривать как направляющие cos-ы некоторого направления q. Получим =√(a2+b2+c2)(cosλcosα+cosμcosβ+cosνcosγ). Обозначим (q, L) – угол между направлениями q и L тога по известной формуле аналитической геометрии 

Инвариантность формы 1-го дифференциала.

Пусть функция u=f(x,y,z) имеет непрерывные частные производные ux’, uy’, uz’,  и пусть x,y,z является в свою очередь функциями от новых переменных t и v, x=φ(t,v), y=ψ(t,v), z=χ(t,v),  и эти функции также имеют непрерывные частные производные xt’, xv’, yt’, yv’, zt’, zv’, тогда не только существуют производные от сложной функции ut’ и uv’ но они также непрерывны, что можно видеть из равенства ut’=ux’xt’+uy’yt’+uz’zt’, если бы x,y,z были независимыми переменными то полный дифференциал функции и был бы равен du=ux’dx+uy’dy+uz’dz, в данном случае функция и через посредство x,y,z зависит от t и v то есть du=ut’dt+uv’dv, ut’=(δu/δx)(δx/δt)+(δu/δy)(δy/δt)+(δu/δz)(δz/δt), uv’=(δu/δx)(δx/δv)+(δu/δy)(δy/δv)+(δu/δz)(δz/δv), du=((δu/δx)(δx/δt)+(δu/δy)(δy/δt)+(δu/δz)(δz/δt))dt+(δu/δx)(δx/δv)+( 
Формула Тейлора.

Функция F(t) при условии существовании ее (n+1) производных может быть разложена следущим образом по формуле Тейлора F(t)=F(t0)+F’(t0)(t-t0)+F’’(t0)(t-t0)2/2!+…+F(n)(t0)(t-t0)n/n!+F(n+1)(t0+θ(t-t0))(t-t0)n+1/(n+1)!, 0<θ<1. Дополнительный член взят в форме Лагранжа. Пусть (t-t0)=∆t=dt. F(t)-F(t0)=∆F(t0). ∆F(t0)=dF(t0)+d2F(t0)/2!+…+dnF(t0)/n!+d(n+1)F(t0+θ∆t)/(n+1)!. Для простоты ограничимся функцией от 2-х переменных f(x,y). F(t)=F(t0)+F’(t0)(t-t0)+…+F(n)(t0)(t-t0)n/n!+F(n+1)(t0+θ(t-t0))(t-t0)n+1/(n+1)!. Предположим, что в окрестности некоторой точки (x0,y0) эта функция имеет непрерывные производные всех порядков до n+1 включительно. Придадим значениям x0, y0 приращение ∆x, ∆y так чтобы отрезок соединяющий точки (x0,y0) и (x0+∆x,y0+∆y) не выходил за пределы рассматриваемой окрестности точки (x0,y0). При сделанных предположениях относительно функции f(x,y). Надо доказать, что справедливо равенство ∆f(x0,y0)=f(x0+∆x,y0+∆y)-∆f(x0,y0)=df(x0,y0)+d2f(x0,y0)/2!+…+dnf(x0,y0)/n!+dn+1f(x0+θ∆x,y0+θ∆y)/(n+1)!, 0<θ<1. Причем фигурирующая справа в 

Экстремумы наибольшие и наименьшие значения функции нескольких переменных. Необходимое условие экстремумов функции нескольких переменных.

Пусть функция u=f(x1, x2,…,xn). Она определена в области D и точка (x1o, x2o,…, xno) внутренняя точка области D. Говорят, что функция F(x1,…,xn) имеет в точке (x1o, x2o,…, xno) max(min) если ее можно окружить такой окрестностью (x1o-δ, x1o+δ, x2o-δ, x2o+δ,…, xno-δ, xno+δ) (сферическая окрестность) чтобы выполнялось неравенство f(x1,…,xn)≤f(x1o,…, xno) (≥min). Если эту окрестность можем взять настолько малой, чтобы знак равенства был исключен, то есть в любой точке этой окрестности  кроме самой точки (x1o,…, xno) выполнялось строгое неравенство, то говорят, что имеет место собственный max(min). В противном случае max(min) называется несобственным. Общий термин для max и min – экстремум.

Утверждение. Предположим, что функция в некоторой точке (x1o, x2o,…, xno) имеет экстремум. Покажем, что если в этой точке существует конечные частные производные f’x1(x1o,…, xno), f’x2(x1o,…, xno),…, f’xn(x1o,…, xno) то все эти частные производные =0 – необходимое условие. Док-во: Пусть x2=x2o…xn=xno x1- переменная, тогда u=f(x1, x2o,…, xno) – функция от одной переменной x1 так как мы предположили, что в точке (x1o,…, xno) существует экстремум для определенности пусть это будет максимум, что в некоторой окрестности (x1o-δ, x1o+δ) точки x1 и x1o это означает, что выполняется неравенство f(x1, x2o,…, xno)≤f(x1o,…, xno) то есть 

дифференциала.

Исчисление функции нескольких переменных. Касательная плоскость и нормаль поверхности.

Пусть z=f(x,y) уравнение касательной плоскости к этой поверхности в точке M0(x0,y0,z0) является z-z0=f’x(x0,y0)(x-x0)+f’y(x0,y0)(y-y0). Рассмотрим поверхность S в пространстве Oxyz. Пусть поверхность заданна уравнением общего вида F(x,y,z)=0 неразрешенными относительно какой-либо координаты. Предположим, что функция f(x,y,z) в окрестности точки M(x0,y0,z0) удовлетворяет условиям теоремы существования неявной функции F(x,y,z)=0 определяет z как функцию от x,y z=f(x,y) причем z0=f(x0,y0) тогда производная этой функции в точке (x0,y0) будет равна f’x(x0,y0)=F’x(x0,y0,z0)/F’z(x0,y0,z0) f’y=-F’y(x0,y0,z0)/F’z(x0,y0,z0). Подставим эти выражения в уравнение касательной к плоскости z-z0=-F’x(x0,y0,z0)/F’z(x0,y0,z0)(x-x0)-
рассмотренная функция одной переменной в точке x1=x1o имеет max отсюда по теореме Ферма следует f’x1(x1o,…, xno)=0 аналогично можно доказать, что в точке x1o, x2o,…, xno и все остальные частные производные =0.

Замечание1. Т.О. подозрительные на экстремум являются точки в которых любые производные(частные) 1-го порядка обращаются в 0. Чтобы найти эти координаты нужно решить систему уравнений. (знак системы уравнений) f’x1(x1o,…, xno)=0; f’x2(x1o,…, xno)=0;…; f’xn(x1o,…, xno)=0. (еще знак система уравнений) f’x(x0,y0)=0; f’y(x0,y0)=0. Если возьмем функцию 2х переменных, эта система означает касательная плоскость к поверхности z=f(x,y). Как и в случае одной переменной точки соответствует этой системе, называется стационарными.

Замечание2. Необходимо условие экстремума можно записать следующим образом df(x1o,…, xno)=0. Если f’x1= f’x2=… f’xn=0 то df=0, наоборот если df=0 то ввиду произвольности dx1,dx2,…,dxn все частные производные должны быть =0.

Замечание3. Если в рассмотренной области функция имеет только конечные частные производные, то точки экстремума нужно искать лишь среди стационарных точек. Но встречаются случаи, когда в отдельных точках некоторые частные производные имеют бесконечное значение или не существуют вообще в то время как остальные =0 такие точки тоже надо причислить к подозрительным по экстремум наряду со стационарными.
F’x(x0,y0,z0)/F’z(x0,y0,z0)(y-y0). F’x(x0,y0,z0)(x-x0)+F’y(x0,y0,z0)(y-y0)+F’z(x0,y0,z0)(z-z0)=0. Записывая в таком виде уравнение касательной плоскости, имеет смысл и точка, когда (δF/δz)Mo=0. В этом случае касательная плоскость в данной точке параллельной оси Оz. Если все три производные =0 (δF/δx)Mo=(δF/δy)Mo=(δF/δz)Mo=0 тогда точка M0 будет называться особой точкой и рассматривать не будем.

Прямая перпендикулярная плоскости в точке касания называется нормалью поверхности в этой точке.

Напишем уравнения нормали, поверхности в той же точке M0 зная уравнение касательной плоскости к поверхности в точке M0 на основании известных из аналитической геометрии правил F(x,y,z)=0 M0(x0,y0,z0) уравнение касательной плоскости. Уравнение нормали будет (x-x0)/(δF/δx)Mo=(y-y0)/(δF/δy)Mo= (z-z0)/(δF/δz)Mo. Предположим, что z=f(x,y) тогда уравнение нормали переменится в вид (x-x0)/f’x(x0,y0)=(y-y0)/f’x(x0,y0)= (z-z0)/-1.
различных степенях дифференциалах dx, dy равны именно тем приращениям ∆x,∆y которые соответствуют приращениям функции слева. Док-во: Введем новую переменную t Т.О. пусть x=x0+t∆x, y=y0+t∆y, 0≤t≤1. Подставим эти значения в функцию f(x,y), полученную функцию обозначим f(x0+t∆x, y0+t∆y)=F(t). (знак системы уравнений) x=x0+t∆x, y=y0+t∆y, геометрически означают отрезок соединяющий точки M0(x0,y0) и M1(x0+t∆x, y0+t∆y) теперь весто приращении функции f, ∆f(x0,y0)=f(x0+∆x,y0+∆y)-∆f(x0,y0) можно рассматривать приращение вспомогательной функции ∆F(0)=F(1)-F(0), F(t) функция от одной переменной и имеет n+1  производную, значит можно применить формулу Тейлора ∆F(0)=F(1)-F(0)=dF(0)+d2F(0)/2!+…+dnF(0)/n!+dn+1F(θ)/(n+1)!, 0<θ<1. При этом дифференциал dt входящий в различные степени справа dt=∆t, ∆t=1. Утверждение. При минимальной замене переменных свойство инвариантности формы имеет место и для высших дифференциалов. dF(0)=fx’(x0,y0)dx+fy’(x0,y0)dy=df(x0,y0), d2F(0)=fx2’’(x0,y0)dx2+2fxy’’(x0,y0)dxdy+fy2’’(x0,y0)dy2=d2f(x0,y0) и т.д. dx=∆xdt=∆x, dy=∆ydt=∆y, dn+1F(0)=dn+1f(θ). Подставив в ∆F(0) придем к требуемой форме.
δu/δy)(δy/δv)+(δu/δz)(δz/δv)dv=δu/δx((δx/δt)dt+(δx/δv)dv)+δu/δy((δy/δt)dt+(δy/δv)dv)+δu/δz((δz/δt)dt+(δz/δv)dv)=(δu/δx)dx+(δu/δy)dy+(δu/δz)dz. Пришли к той же самой форме дифференциала как и для функции независимых переменных, то есть форма 1го дифференциала инвариантна. Может так случиться, что x,y,z зависят от различных переменных x=φ(t), y=ψ(t,ω), z=χ(v,ω), в таком случае всегда можно считать, что x=φ1(t,v,ω), y=ψ1(t,v,ω), z=χ1(t,v,ω) и тогда этот пример сводится к предыдущим рассуждениям, которые справедливы. Для второго дифференциала форма в общем случае не инвариантен. Следствие. Для функции одной переменной имели формулировку следующие формы d(cx)=cdx, d(x+y)=dx+dy, d(x/y)=(ydx-xdy)/y2, d(xy)=xdy+ydx. Эти формулы верны в том случае когда x,y являются функциями любого числа переменных.

получим =√(a2+b2+c2)(cos(q, L). Это выражение max если q совпадает с L. δf(x0,y0,z0)/δL=√(a2+b2+c2)(cos(q, L), δf(x0,y0,z0)/δq=√(a2+b2+c2) (q совпадает с L то есть cos(q, L)=1) вектор q имеющей проекцией a=δf(x0,y0,z0)/δx, b=δf(x0,y0,z0)/δy, c=δf(x0,y0,z0)/δz, показывает направление наиболее быстрого возрастания функции, а его длинна |q| дает величину соответствующую производной δf/δq=√((δf/δx)2+(δf/δy)2+(δf/δz)2) рассматриваемую в точке (x0,y0,z0) этот вектор называется градиентом f(x,y,z), тогда δf/δL=|q|cos(q, L). В результате получается вектор представляющий проекцию градиента на направление L то есть на направление L откладывается отрезок δf/δL.
функции f(M) по направлению L или вдоль оси u обозначается δf(M0)/δL=δf(x0,y0,z0)/δL. Характеризует скорость изменения функции в точке М0 по направлению L. Предположим, что функция f(x,y,z) имеет в рассматриваемой области непрерывные частные производные. Пусть ось L образует с координатными осями углы α,β, и γ. Докажем, что при сделанных предположениях производная по направлению существует и выражаются формулой δf(x0,y0,z0)/δL=(δf(x0,y0,z0)/δx)cosα+(δf(x0,y0,z0)/δy)cosβ+(δf(x0,y0,z0)/δz)cosγ. Док-во: Обозначим отрезок М0М=t. Тогда из прямоугольного треугольника x-x0=tcosα, y-y0=tcosβ, z-z0=tcosγ, f(M)=f(x,y,z). Если вместо x,y,z подставим соответствующее выражение через t то функция f превратится в некоторую функцию φ(t) причем точке M0 соответствует значение t=0. Т.О. имеем δf(x0,y0,z0)/δL=lim(MM0→0)(f(M)-f(M0))/MM0=lim(t→0)(φ(t)-φ(0))/t=φ’(0). С другой стороны φ’(t)=(δf/δx)(dx/dt)+(δf/δy)(dy/dt)+(δf/δz)(dz/dt), подставим dx/dt, dy/dt, dz/dt, и получим соответственно cosα, cosβ, cosγ, δf(x0,y0,z0)/δL=(δf/δx)cosα+(δf/δy)cosβ+(δf/δz)cosγ.

существует непрерывные частные производные ux’, uy’, uz’ то справедливо соотношение ∆u=ux’∆x+uy’∆y+uz’∆z+α∆x+β∆y+γ∆z, где α,β,γ→0 при ∆x,∆y,∆z→0. Разделим обе части равенства на ∆t. ∆u/∆t=ux’(∆x/∆t)+uy’(∆y/∆t)+uz’(∆z/∆t)+α∆x/∆t+β∆y/∆t+γ∆z/∆t. Пусть ∆t→0, тогда ∆x,∆y,∆z→0, потому, что они непрерывно относит. ∆t, а потому α,β,γ→0. Переходя к пределу получим ut’=ux’xt’+uy’yt’+uz’zt’. du/dt=(δu/δx)(dx/dt)+(δu/δy)(dy/dt)+(δu/δz)(dz/dt). Рассмотрим случай когда x,y,z зависят от двух переменных, а не от одной. x=φ(t,v), y=φ(t,v), z=φ(t,v), u=f(x,y,z), кроме существования и непрерывности частных производных функции f(x,y,z) {ux’, uy’, uz’} предполагаем существование производных от x,y,z по t и по v. Подставим функции и получим некоторую функцию от двух переменных t и v необходимо рассмотреть вопрос о существовании и вычислении частных производных uv’ и ut’. Получим формулу δu/δt=(δu/δx)(dx/dt)+(δu/δy)(dy/dt)+(δu/δz)(dz/dt) аналогично δu/δv.

