Билет№1

1)Опр: Ф-я F н/ся первообразной ф-и f на пром-ке ( если ф-я F дифф-ма на пром-ке ( и в каждой точке этого промежутка произ-ая ф-и F. Любой x((: F’(x)=f(x). Замечание: Перв-ая любой ф-и непрерывна, потому что имеет произ-ю. Ф-я у которой есть перв-я необязательно непрерывна. Теорема о перв-й. Для того чтобы 2 дифф-ые ф-и были перв-и на некотором пром-ке одной и той же функции необходимо и достаточно чтобы  они на этом пром-ке отличались на постоянную. Док-во: Пусть F первообразная  функции f тогда F+C также б/первообразной (F+C)’=f  F’(x)=f(x). ( Пусть F и Ф первообразные функции f. F'=Ф’=f. Возьмем разность (F-Ф)’=0 F-Ф=C ( F=Ф+С.

2)Св-ва выра-ые нерав-ами. 1.
Билет№7

1)Свойства определенного интеграла. Пусть f(x) интегрируема наибольшее из промежутков [a,b], [a,c] и [c,b] тогда она интегрируема в 2-х других и имеет место равенство: ∫(a до b)f(x)dx=∫(a до c)f(x)dx+∫(c до b)f(x)dx. Каково бы ни было взаимное расположение точек a,b и c. Доказательство: Пусть a<c<b и ф-я f(x) интегрируема в пром-ке [a,b], а значит интегрируема в промежутках [a,c] и [c,b]. Рассмотрим разбиение промежутков [a,b] на части т.с. будем считать одной из точек деления. Составим интегральные суммы ∑(a до b)f(ξ)∆x=∑(a до c)f(ξ)∆x+∑(c до b)f(ξ)∆x. Переходя к lim при λ→0 получим требуемое равенство. Другие случаи расположения точек a,b,c приводятся к этому. Например пусть b<a<c и ф-я интегрируема в пром-ке [b,c] или что-то же самое она интегрируема в пром-ке в [c,b]. То есть не зависят от расположения точек a,b,c.

2)Выражение площади с помощью определенного интеграла. Вспомним задачу о площади криволинейной трапеции
Билет№2

1)Основные свойства интеграла. 1. d∫f(x)dx=f(x)dx подинтегральное выражение. Докозательство: d(∫f(x)dx)=d(F(x)+C)=f(x)dx. 2. ∫dF(x)=F(x)+C, ∫F’(x)dx=F(x)+C. Докозательство: d(F(x)+C)=F’(x)dx. 3. Если a=const то ∫af(x)dx=a∫f(x)dx. Доказательство: d(∫f(x)dx)=ad∫f(x)dx=af(x)dx. 4. f(x) g(x), ∫(f(x)±g(x))dx=∫f(x)dx±∫g(x)dx. Доказательство: d(∫f(x)dx±∫g(x)dx)=d(∫f(x)dx)±d(∫g(x)dx)=(f(x)±g(x))dx.

2)Теорема о среднем. Пусть f(x) интегрируема на пром-ке [a,b] и a<b  и пусть на всем этом пром-ке выполняется условие m≤f(x)≤M, тогда ∫(a до b)f(x)dx=μ(b-a), где m≤μ≤M. Доказательство: Если a<b то
Билет№8

1)Свойства определенного интеграла. Если f(x) интегрируема в пром-ке [a,b] то и kf(x) интегрируема в пром-ке [a,b] и интеграл ∫(a к b)kf(x)dx=k∫(a к b)f(x)dx. Если f(x) и g(x) интегрируемы в пром-ке [a,b] то и f(x)±g(x) также интегрируема в этом пром-ке и интеграл ∫(a к b)(f(x)±g(x))dx=∫(a к b)f(x)dx±∫(a к b)g(x)dx. В обоих случаях доказательство приводятся аналогично. Разобьем пром-ок произвольно на части и составим интегральные суммы для всех 3-х интегралов точки ξi в каждом частичном пром-ке выбирем произвольно ξi([xi,xi+1]  но одинаково для всех трех сумм тогда будем иметь ∑(i=0, n-1)(f(ξi)±g(ξi))∆xi=∑(i=0, n-1)f(ξi)∆xi±∑(i=0, n-1)g(ξi)∆xi.
Билет№3

1)Определенный интеграл как ф-я верхнего предела. Если ф-я f(x) интегрируема на пром-ке [a,b] то она интегрируема на пром-ке [a,x], где x([a,b]. Расмотрим интеграл на пром-ке [a,x] от функции f(x) и верхнии предел заменим на x. Ф(x)=∫(a до x)f(x)dx, x([a,b], Ф(x)=∫(a до x)f(t)dt. Свойства функции Ф(x). 1. Если ф-я f(x) интегрируема на [a,b] то Ф(x) б/непрерывной функцией от x в том же пром-ке. Доказательство: Возьмем произвольный (x=h (приращенрие) берем x+h(b. Рассмотрим Ф(x+h)=∫(a до
Билет№4

1)Несобственные интегралы. Если ф-я непрерывна на пром-ке а-б, а пром-ок а-б конечный то интеграл такого вида называется собственным интегралом. Несобственные. Интеграл с бесконечным промежутком интегрирования. Пусть ф-я непрерывна на пром-ке от а до плюс бесконечности, тогда интеграл ∫(a до +беск)f(x)dx=lim(b к +беск)∫(a до b)f(x)dx. Если предел в правой части конечен то говорят что интеграл сходится. Если предел не существует и не конечен то говорят что интеграл расходится. Аналогично нижний предел ∫(-беск до а)f(x)dx=lim(а к –беск)∫(a до b)f(x)dx. Теорема(признак сравнения). Если на пром-ке от а до +беск непрерывные функции f(x) и g(x) удовл. Условию 0≤f(x)≤g(x) то из сходимости интеграла ∫(a до +беск)g(x)dx следует и сходимость интеграла ∫(a до +беск)f(x)dx. Если интеграл ∫(a до +беск)f(x)dx расходится то и расходится ∫(a до +беск)g(x)dx.
Билет№X
1)Нахождение статического момента и центра тяжести кривой. М мат-й точки массы m равен произв-ю m на расстояние d точки от оси. Если имеем систему n мат-х точек с массами m1,m2,…,mn лежащих в одной пл-ти с осью соотв-о на расс-ях d1,d2,…dn от оси статич. момент выразится суммой ∑(i)midi При этом расс-я точек лежащих по одну сторону оси берутся со знаком «+», а по другую «-«. Если же массы не сосредоточены в отдельных точках а расп-ы сплошным образом а заполняя линию или плоскую фигуру то тогда вместо суммы потребуется интеграл. Вычислим статич-й мом-т М относительно оси Х масс расп-х вдоль плоской кривой АВ. Предположим что плотность кривой. При этом предположим масса любой дуги = ее длине. Выделим элемент длинны ds. Масса также = ds. Приняв этот элемент приближает за матер точку лежащую на расс-и y от оси для его статич-о момента получим y*ds и обозначим dMx=yds. Суммируя моменты для отдельных элементов ds получим Mx=∫(0 до S)yds S длинна дуги, анологично и для y. Центр тяжести. Точка С(ξ,η) обладает тем св-ом, что если в
ней соср-ить всю массу S кривой то момент этой массы относит любой оси совпад с мом-м кривой отн-о этой оси. Sη=Mx=∫(0 до S)yds, η=1/S∫(0 до S)yds, Sξ=Mx=∫(0 до S)xds, ξ=1/S∫(0 до S)xds. Стат м-ы и центр тяжести плоской фигуры. Вырежем полоску длинной ∆xi=dx. Р-м трапецию AA’B’B огр-ю сверху кривой y=f(x) снизу огр-а y=0  по бокам x=a, x=b по всей фигуре пред-м распр-ы равн-о массы, пусть плотность ρ=1 т.е. m=любой части фигуры=ее площади. Выделим э-т нашей фигуры в виде беск-о узкой верт-ой полоски, примем ее прибл-о за прям-к m полоски как и площадь = ydx. Пусть вся масса полоски соср-а в центре тяжести т.е. в центре прям-а в т.с. находится от оси x на расстоянии y/2, а от оси y, x+(1/2)dx. Найдем моменты: относит оси X dMx=(1/2)y∙y∙dx, относительно Y dMy=(x+(1/2)dx)y∙dx. 1/2dx можно пренебречь т.к. при перемножении дает величину большего порядка чем dx. dMy≈x∙y∙dx, просуммировав эти моменты мы получим Mx=1/2∫(a до b)y2dx, My=∫(a до b)xydx. Пусть центр тяжести С(ξ,η) и соср-а вся масса S- площадь и масса фигуры Sξ=My=∫(a до b)xydx, ξ=1/S∫(a до b)xydx, η=1/2S∫(a до b)y2dx.

a=x0<x1<x2<…<xi<xi+1<xn=b, ∆xi=xi+1-xi, lim∑(i=0, n-1)∆xif(xi) если он существует = определенному интегралу S=∫(a до b)f(x)dx. В случае если криволинейная трапеция ограниченна сверху и снизу какой нибудь кривой. Пусть сверху y2=f2(x) а снизу y1=f1(x), SA,B,CD=SABCD-SABC,D,=разности 2-х определенных интегралов S=∫(a до b)(f2(x)-f1(x))dx. В полярных координатах. Пусть теперь дан сектор AOB ограниченный кривой AB и двумя радиусами векторами OA и OB. Разделим этот сектор множеством лучей выходящих из вершины О имеется некоторая прямая соединяющая стороны нашего угла, точно также можно заменить некоторой ломаной по левым концам так чтобы получались равнобедренные ∆-ки. Кривая АВ задается полярным уравнением r=g(θ) где g(θ) положительно непрерывная ф-я заданная в пром-ке [α,β]. Мы разбили угол α,β следующим образом α=θ0<θ1<…<θi<θi+1<…<θn=β. Составим интегральную сумму соответствующей площади сектора S=lim(∆θ→0)∑(i=0, n-1)1/2(ri)2∙∆θi=∫(α к β)(1/2)r2dθ. Т.к. угол маленький sin можно заменить на значения угла S=1/2∫(α к β)r2dθ, где r=g(θ).

Док-во: f(x) положительна. Рассмотрим ∫(a до А)f(x)dx Такой интеграл представляет возростающую функцию от А т.к. f(x) возрастает. Для сходимости этого интеграла
необходимо и достаточно чтобы при возрастании эта ф-я оставалась бы ограниченной сверху. ∫(a до А)f(x)dx≤L – константа. ∫(a до +беск)g(x)dx Если сходится то тогда он ограничен сверху некоторой константой = lim(b к +беск)∫(a до b)f(x)dx f(x)≤g(x) тогда интеграл будет < чем этот интеграл следует предел конечный существует т.е. ограничен, что говорит о том, что он сходится. Предположим ∫(a до +беск)g(x)dx сходится а по предыдущ. Следует что и ∫(a до +беск)f(x)dx сходится, что противоречит условию. Следствие: Если существует предел отношения. lim(x к беск)f(x)/g(x)=k, f(x)≥0, g(x)≥0, 0<k<беск. То интеграл ∫(a до +беск)g(x)dx и ∫(a до +беск)f(x)dx одновременно сходятся или расходятся.
Пусть λ→0 для обоих сумм справо lim-ы существуют следует из того что ф-я интегрируема следует что lim существует и слево для суммы. Перейдем к lim-у и получим то, что требовалось докозать.

2)Нахождение объемов тел вращения с помощью интеграла. Мы хотим найти V тела вращения вокруг оси X. Разделим отрезок [a,b] произвольным образом так что a=x0<x1<x2<…<xi<xi+1<xn=b вырежем площадку с основанием ∆xi тогда высота ∆yi, основание ∆xi вращение узкой полоски даст V. Vi≈∆xi∙πy2i, ∑(i=0, n-1)∆xiπy2i интегральная сумма. Lim(∆xi→0)∑(i=0, n-1)∆xiπy2i=V=π∫(a к b)(f(x))2dx. Если криволинейная трапеция ограниченна сверху и снизу кривыми y1=f1(x) – нижняя, y2=f2(x) – верхняя тогда V= π∫(a к b)[(f2(x))2-(f1(x))2]dx.
x+h)f(t)dt=∫(a до x)f(t)dt+∫(x до x+h)f(t)dt, Ф(x+h)=Ф(x)+∫(x до x+h)f(t)dt, Ф(x+h)-Ф(x)=∫(x до x+h)f(t)dt. Применим теорему о среднем, ∫(x до x+h)f(t)dt=μh, где m’≤μ≤M’, m’,M’ нижняя и верхняя границы функции на пром-ке [x,x+h] μ([m,M] m,M на всем пром-ке [a,b]. Если h(0 то Ф(x+h)-Ф(x) также (0, это и означает непрерывность функции Ф(x+h)(Ф(x) при h(0. 2. Если f(t) непрерывна в т. t=x то в этой точке Ф’(x)=f(x). Доказательство: (Ф(x+h)-Ф(x))/h=μ по предыдущему свойству m’≤μ≤M’, m’,M’ нижняя и верхняя границы функции на
по свойству m(b-a)≤∫(a до b)f(x)dx≤M(b-a). Разделим все части на b-a и получим m≤1/(b-a)∫(a до b)f(x)dx≤M обозначим μ=1/(b-a)∫(a до b)f(x)dx тогда m≤μ≤M и тогда ∫(a до b)f(x)dx=μ(b-a). Если a<b проводят те же рассуждения для интеграла ∫(a до b)f(x)dx а затем переставив пределы переходим к прежней формуле. Только что доказанное равенство принимает наибольший простой вид, если f(x) непрерывна. Если f(x) непрерывна то m, M наименьшее и наибольшее значения функции существует и по теореме Виерштрасса тогда промежуточные значения μ по теореме Больцмана-Коши д/принимать функцией f(x) в некоторой точке C пром-ок [a,b], тогда ∫(a до b)f(x)dx=(b-a)f(с) где c([a,b]. Площадь криволинейной трапеции.
Если ф-я f(x) интегрируема в пром-ке [a,b], не неотрицательна и a<b то инт ∫(a до b)f(x)dx>0. 2. Если 2 фу-и f(x) и g(x) интегр-ы в пром-ке [a,b] и всегда f(x)≤g(x) (f(x)<g(x)) то интеграл ∫(a до b)f(x)dx≤∫(a до b)g(x)dx. В предположении a<b. Док-во: Нужно применить предыдущее нер-во к разности g(x)-f(x) будет ≤0 или <0. 3. Пусть ф-я f(x) интегрируема в пром-ке [a,b] и a<b тогда имеем нер-во |∫(a до b)f(x)dx|≤∫(a до b)|f(x)|dx Док-во: По опр |∑(i=0, n-1)f(ξi)(xi|≤∑(i=0, n-1)|f(ξi)|(xi. Перейдем к lim при λ→0, получим что и хотели. 4. Если f(x) интег-а на [a,b], a<b и если во всем пром-ке имеет место нер-во m≤f(x)≤M то интеграл m(b-a)≤∫(a до b)f(x)dx≤M(b-a). Док-во: т.к. a<b то любой (xi>0 тогда распишем m∑(i=0, n-1)(xi≤∑(i=0, n-1)f(ξi)(xi≤M∑(i=0, n-1)(xi перейдем к lim и получим то что и треб-сь док-ть.
