1.   Классические задачи, приводящие к вариационным проблемами.

2.   Функционал и его приращение.

3.   Уравнение Эйлера.

4.   Частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера.

5.   Функционалы, зависящие от производных более высокого порядка.

6.   Параметрическая форма вариационных задач.

7.   Усл. экстремум. Функ-лы, зависящие от ф-ций 2-х независ. переменных.

8.   Постановка задачи оптимального управления.

9.   Принцип максимума Понтрягина.

10. Классификация ДУ в частных производных 2-го порядка.

11. Уравнения гиперболического типа: уравнение колебания струны,         задача Коши для гиперболического уравнения.

12. Уравнения параболического типа: уравнение теплопроводности,   начальные и граничные условия для уравнения теплопроводности.

13. Краевые задачи для уравнения теплопроводности.                               Решение краевых задач методом Фурье.

14. Уравнения эллиптического типа: уравнение Лапласа,                          решение задачи Дирихле в круге.

15. Фундаментальные решения уравнения Лапласа. Интеграл Пуассона.

16. Численные методы решения уравнений в частных производных.        Понятие о сеточных методах.

17. Численные методы решения уравнений в частных производных.      Пример разностной схемы. Метод прогонки.

18. Алгебра множеств. Булева алгебра.

19. Элементы комбинаторики: Принцип суммы и произведения. Перестановки, размещения, сочетания без повторений.

20. Элементы комбинаторики: Перестановки, размещения,                     сочетания с повторениями.

21. Элементарные функции алгебры логики.

22. Существенные и фиктивные переменные.

23. Формульное задание функций алгебры логики.

24. Двойственные функции. Принцип двойственности.

25. Разложение булевой функции по переменным.

26. Полные системы. Полином Жегалкина.

27. Замыкание и замкнутые классы. Теорема Поста о полноте. Базис в Р2.
28. Элементы теории графов. Деревья. Геометрическая реализация графов.

29. Основные модели теории графов: задачи коммивояжера, о назначении.

30. Дискретные автоматы.

1.   Классические задачи, приводящие к вариационным проблемами.

1. Задача о линии быстрейшего ската

Даны 2 точки О(0,0), В(хв,ув), кот. не лежат на одной прямой.

Требуется соединить точки О и В такой кривой,  чтобы тяжелая матер.точка скатилась  по этой линии в кратчайшее время.

Предположим, что Vнач  =0 и Fтр=0. Тогда расстояние от нач. положения т-ки до вертик.  оси Оу сист. коорд. будет равно у, потенциальная энергия т-ки уменьшится на mgy, а кинетич. эн-ия увелич. на mv2/2.

По з-ну сохран. эн-ии :   mv2/2-mgy=0 => v=
[image: image1.wmf]gy
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. Предположим, что траектория т-ки — кривая y=y(x), где у(х)-гладкая ф-ия и х
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      y(0)=0, y(b)=yb
Т.о. нужно найти глад. кривую у=у(х) , для кот. t
[image: image9.wmf]®

 min при зад. краевых усл.

2. З-ча о наименьш. Пов-ти вращения.

Среди линий, соед. 2 т-ки пл-ти, найти ту, дуга кот. при вращ. вокруг оси Ох образ. пов-ть. Пусть даны 2 т. А(хв ,ув),В(хв,ув) и у=f(x)-ур-ие соед. их линии.

Тогда площ. искомой пов-ти вычисл:  S=2
[image: image10.wmf]ò

¢

+

b

a

x

x

dx

y

y

2

1

p

  

З-ча сводится к нахождению линии у=f(x) проход. ч/з т-ки А и В для кот. величина S принимает наименьшее значение.

2.   Функционал и его приращение.
1 Перемен.величина v наз-ся функц-лом завис. от ф-ий у(х), если для каждой ф-ии y(x) из некот. класса ф-ии соотв. знач. V . v=v[y(x)].  V=
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2 Приращением или вариацией 
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у аргумента у(х) ф-ла v[y(x)] наз. разность м/у 2-мя ф-ми.                
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у=у(х)-у1(х).

При этом предполагается , что у(х) меняется произвольно в нек. классе ф-ий.

3 Ф-л v[y(x)] наз-ся неприр. если малому измен. у(х) соотв малое измен ф-ла v[y(x)].

ОПР: Ф-ии у=у(х) и у=у1(х) близки в смысле близости нулевого порядка, если                                                        
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 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]<

мало. 

Кривые у(х) и у1(х) близки в смысле близости 1-го порядка, если 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]<

б.м.

Кривые у(х) и у1(х) близки в смысле близости 
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-го пор., если малы модули 
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4 Ф-л v[y(x)] неприрывен при у=у0(х) в смысле близости к-го пороядка , если для 
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при этом ф-ия у(х) берётся из класса ф-ий на кот. опред.ф-л [y(x)] .

5 Линейным ф-лом наз. ф-л удовлетворяющий условиям:
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6 Приращение ф-ла 
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 EMBED Equation.3  [image: image34.wmf]0
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[image: image37.wmf]v

D

.

7 Вариация ф-ла: 
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ОПР:  Ф-л v[y(x)] достиг. на кривой у=у(х) max, если знач. ф-ла на любой достаточно близкой к у=у0(х)  кривой не больше, чем v[y0(x)] т.е. 
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 если при этом 
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=0 только при у=у0(х) ,то говорят, что на кривой у=у0(х) достиг. строгий max. 

ОПР: Если ф-л v на некот. кр-ой у=у0(х) достиг. min/max по отношению ко кривым у=у(х), для кот. 
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 мал ,т.е. по отнош. к кривым  близким к у=у0(х) в смысле близости нулевого порядка, тогда max/min наз. сильным.

3.   Уравнение Эйлера.
Исслед. ф-л  V[Y(X)]=
[image: image43.wmf]ò
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 на экстремум, при этом считаем, что граничные точки допустимых кривых закреплены  у(х0)=у0  и у(х1)=у1.

Ф-ию F(х,у,
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 где, 
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Эту ф-ию можем   диф-ть  неск. раз :
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 Производ. вариации =вариации производной.

Если рассм. ф-л V[Y(X)]=
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 только на сем-ве кр-ых у=у(х,
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 определ. кр-ую в сем-ве у=у(х,
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Пусть ф-л достиг экст-ма на кр. у=у(х) тогда ф-ия 
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Fy=
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 необход. условие экстр. имеет вид: 
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Т.к. гранич. услов. у нас закреплены, вариация в т. х1 имеют вид :
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Необходимое усл экстремума: 
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ОСНОВНАЯ ЛЕММА ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ

Если для каждой непрерывной ф-ии 
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ЗАМЕЧ:  Утверждение леммы не изменится, если на ф-ию 
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на кот. наложены ограничения из замечания 
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=0 на кривой у=у(х), кот. реализует экстремум ф-ла  V[Y(X)]=
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[image: image93.wmf]Þ

у=у(х) явл. решением диф. ур-ия 2-го порядка т.е.  
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Необходимое условие экстремума.

Интегральные кривые у(х, с1,с2) наз. экстремалями. Только на экстремалях 

ф-л V[Y(X)]=
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 может достич экстремума.

5. Функционалы, зависящие от производных более высокого порядка.
Исследует на экстремум V[y(x)]   
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предполагаем, что экстремум достигается на кривой y=y(x) — диф-мой 2n раз, 
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Рассмотрим однопараметрическое семейство кривых:
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Если рассматривать V[y(x)] только на семействе кривых y=y(x,
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2-е слагаемое интегрируем по частям 1 раз:
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3-е слагаемое интегрируем по частям 2 раза:
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в последнем слагаемом получаем 
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с учетом граничных условий получаем, что вариация при x=x0 и х=х1 
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тогда получим следующую вариацию функционала
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С учетом того, что на кривой реализующей экстремум вариаций фукц-ла = 0 

(dV=0) по основной лемме вариационного исчисления
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- ур. Эйлера – Пауссона.
Т. о. ф-ция y=y(x) реализующая экстремум функ-ла
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 должна быть реш. ур. Эйлера – Пауссона.

Интегральные кривые этого ур-ния наз. экстремалями рассматриваемыми вариационной задачей. Рассм. функц-л завис. от 2-х ф-ций
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варьируя только y(x), считая z(x) – фиксированной, найдем ф-ции y(x) и z(x) – реализующие экстремум функц-ла должны удовл-ть ур. Эйлера – Пауссона.

1. 
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            (1) 

Если z(x), а y(x) считать фиксированной, то получим, что y(x), z(x) должны удовлетворять ур. Эйлера – Пауссона.
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            (2)
Т. о. ф-ции y(x) и z(x) должны удовл-ть сис. ур-ний: 
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6. Параметрическая форма вариационных задач.
x=x(t)

y=y(t)   В ряде задач более удобно пользуется парметрич. заданием

t0 
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 t 
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 t0
x(t) и y(t) непрерывны и имеют кусочно непрерывные производные, причем 
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Итак пусть дан функц-л 
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       Чтобы значения этого функц-ла зависели от линии, а не от её 
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       параметризации, кот. может осущ-ся различ. способами необх. и дост., чтобы подынтегральная ф-ция не содержала явных параметров t и была положительно-однородной 1-ой степени по аргументам 
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Однородное, т. е. выполняется условие:
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Например этот файл: 
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 имеет подынтегральную ф-цию, кот. явл. полож. однород. 1-ой степени.
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Если линия 
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: задается парам. ур-ми: x=x(t) и y=y(t)  (t0 
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Реализует экстремум в классе линий С функц-ла 
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 , то ф-циb x(t), y(t) удовлетворяют ур-нию Эйлера:
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при этом одно ур-ние явл. следствием другого. Поэтому из этой сис-мы мы однозначно не определит эту. Для нах-ния экстремалей нужно взять одно из ур-ний Эйлера и проынтег-ть его вместе с ур-нием опр-щим выбор параметра. Если f – длина дуги кривой, тогда будет  
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и добавляем к нему 
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 EMBED Equation.3  [image: image160.wmf]Þ

 решая находим:  x(t), y(t) 

Пример: Найти экстремали функц-ла 
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 будем считать, что наша кривая задана параметрическим способом x=x(t) и y=y(t), тогда подынтегральная ф-ция имеет след. вид: 
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FX=0 , 
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решаем: 
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общее решение: 
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y(0)=0  
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 C2=0

y(x1)=y1 
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Т. о. экстремум может достигаться только на кривой 
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7.Усл. экстремум. Функ-лы, зависящие от ф-ций 2-х независ. переменных. 

1) Усл.экстремум. Сформулируем задачу Лагранжа: найти экстремум функ-ла

  I=0∫x1F(x,y1,y2,…,yn,y1´,y2´,…,yn´)dx   гранич. услов.:

yj(x0)=yj0  ,y´j(x0)=y´j0 (j=1,¯n) 
При наличии услов. φi(x,y1,y2,…,yn)=0  (i=1,¯m ,m<n), кот. явл. независимыми.

Теорема: Ф-ции y1,y2,…,yn реализи –рующ. экстремум функц-ла    I=0∫x1F(x,y1,y2,…,yn,y1´,y2´,…,yn´)dx при наличии условий φi(x,y1,y2,…,yn)=0   (i=1,¯m ,m<n) удовлетв. при соответствующ. выборе множителя λi(x) (i=1,¯m) ур-иям Эйлера составленным для функц-ла I*=x0∫x1[F+i=1Σmλiφi]dx
Обознач. подынтегр. ф-цию

F+ i=1Σmλiφi=Ф(х,у1,…,уn)- ф-ция Логранжа. Тогда ф-ция λi(x) (i=1,¯m) 

и yj(x) (j=1,¯n)    опред-ся из ур-ий Эйлера Фуi-(d/dx) Фуi=0  (i=1,¯n) и условий    
φi(x,y1,y2,…,yn)=0   (i=1,¯m) условие Фi=0 можно считать ур-ием Эйлера для функц-ла I* если аргументами функц-ла считать не только ф-ции у1,…,уn , но и λ1(x),…, λn(x).

2) Функц-лы зависящ. от ф-ций 2-х      независим. переменных. 

Рассм. функц-л: I=[z(x,y)]=∫∫(F(x,y,z,əz/əx, əz/əy)dxdy
F-трижды диф-мая ф-ция своих аргументов. Предположим что ищется ф-ция 

z=z(x,y) непрерывн. вместе со своими производн. до 2-го порядка в обл-ти Д принимающ. На границе Г обл-ти Д заданные значения и дающие экстремум нашему функц-лу. Если на поверх-ти z=z(x,y) реализ-ся экстрем. функц-ла , то ф-ция z=z(x,y) удовл. ур-ию Эйлера-Остроградского
Fz- (ə/əx)Fp- (ə/əy)Fq=0, где p= əz/əx, q= əz/əy
(ə/əx)Fp и (ə/əy)Fq–есть полные частные производные по х,у соответственно

(ə/əx)Fp=Fpх+(əz/əx)Fpz+(əp/əx)Fpp+(əq/əy)Fpq.

(ə/əy)Fq= Fqy+(əz/əy)Fqz+(əq/əy)Fqq+(əp/əy)Fqp.

Ур-ие Эйлера-Остроградского представл. собой необход. услов. экстремума данного функц-ла. Оно явл. ур-ием 2-го порядка в частных производн. Причём ищем реш. z=z(x,y), принимающей на границе Г заданные значения.

8. Постановка задачи оптимального управления. 

Исследуйте поведение объекта под воздействием управляющ. сигнала, кот. описывается сис. диф. ур-ий dyi/dt=fi(t,y1,…,yn,u1,…,ur), (i=1,¯n) (r≠n),     можем записать в векторной форме dy→/dt=f→(t,
[image: image174.wmf]y
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(y1,…,yn)-вектор     u→(u1,…,ur) ф-ции;  у - n-мерный вектор; u - r-мерный вектор.

f→(f1,…,fn) – n-мерная вектор-функция
Вектор-ф-ция y→наз. фазовым вектором или траекторией системы, он определяет состояние с-мы в момент времени t.

y,…,yn – фазовые координаты; u→= u→(t) – управление; 

u1,…,ur – управляющие параметры. Предполагается, что на вектор-ф-ции 

y→(t) и u→(t) наложены следущ. ограничения. Они могут измен-ся лишь в некоторой допустимой обл-ти: y→ принадлежит Gy – фазовое ограничение;

u→   принадлежит Gu – ограничение на управление.

Пусть заданы нач. (y10,у20…,yn0) и конеч. (y11,у21…,yn1) сост. нашего объекта.

Об управлении u→(t) говорят, что оно реализует цель управления, если найдётся такой момент времени t1<t0 , что решение (y1(t),у2(t)…,yn(t)) удовлетворяющ. следущ. задаче dyi/dt=fi(t,y1(t),…,yn(t),u1(t),…,ur(t)) 

yi(t0)=yi0    (i=1,¯n) удовлетворяет так же условию yi(t1)=yi1  (i=1,¯n).

Качество управления оценивается значением функционала 

I(u)=t0∫t1f0(t,y1(t),…,yn(t),u1(t),…,ur(t))dt , f0(t,y1,…,yn,u1,…,ur) – заданная ф-ция.

Чем меньше значение I, тем больше качество сис-мы. Задача оптимального управления состоит в отыскании такого реализующ. цель управления U(t) для 

кот. функц-л I принимает наименьшее возможн. значение. 

Это управление и соответствующее ему траектория наз. оптималью.

9. Принцип Максимума Понтрягина.

Принцип максимума дает необходимое условие оптимальности, кот. позволяет выделить из мн-ва допустимых процессов нек. подмн-ва процессов подозрительных на оптимальность.

Рассм. система с управлением описываемая с-мой диф-х ур-ний.

dyi/dt=fi(t1y1…,yn,u1…,un) ищется управление u→= u→(t), переводящее объект из т. y→(t0)=a→ в т. . y→(T)=b→ и минимизирущую функц-л I(u)=t0∫Tf0(t,y1,…,yn,u1,…,ur)dt 

Вв. новую переменную у0(t)=t0∫tf0(τ,y1(τ),.., yn(τ),u1(τ),…, ur(τ))dτ,

если t=T, то у0(T)=I, т.е. в момент времени Т новая координата совпадает с функц-лом качества у0΄=f0(t,y→,u→) y0(t0)=0, если введём в рассмотрение 

Y→=(y0,y1,…,yn) и F→=(f0,f1,..,fn), то сис. диф. ур-ний запишется  в  вект. форме 

 (d Y→)/dt= F→(t, Y→, U→)     (☻)

Нач. услов. в т.t0 примет вид  Y→(t0)=(0,a1,…,an)=A→          (☻☻)

 Задача оптимальн. управл. формулир-ся так: среди допустимых управлений найти управление, для кот. траектория системы (☻), (☻☻) такова, что в момент времени t1 переменная у0 принимает наименьшее значение. 

Т.о. получили задачу условного экстремума с (n+1) условием.

Предположим, что оптимальн. управления траектории определены U→*(t), Y→*(t), тогда определены ф-ции: Әfi(t U→*(t), Y→*(t))/Әyi , кот. явл. непрерывными ф-циями времени.

 Вв. вспомогательную вектор-ф-цию Ψ→=(ψ0,ψ1,…,ψn) это есть ф-ция от времени Ψ→= Ψ→(t), кот. удовлетв. сис. линейных однородн. ур-ий с непрерывн. коэф-тами dΨi/dt=-j=0∑nәfj(t, Y→*, U→*)/әyi (i=0,¯n), 

т.к. Әfi/Әyi непрерывн., то решение сис. сущ-ет и единственно при фиксиров. нач. услов. в т. Ψ→(t0)= Ψ0→ . Вводится ф-ция Н, кот. зависит Н(Ψ→,Y→,t,U→) Н(F→,Ψ→)=j=0∑nfjψj (скалярное произведение)

При фиксирован. знач. Ψ→, Y→,t скалярн. произведен. Есть ф-ция зависящая только от U→. Обозначим ч/з М (Ψ→, Y→,t) наибольшее значение Н по всем допустимым u→(принадлежит)U при фиксиров. знач. Ψ→, Y→,t , т.е. 

М(Ψ→, Y→,t)=мах Н(Ψ→,Y→,t,U→) u→
[image: image177.wmf]Î

U. 

Сформулируем необходимое условие оптимальности.

Т е о р е м а (принцип максимума Понтрягина):

Пусть U→*(t), Y→*(t) – оптим. управление и траектория. Сущ. ненулевое реш. Ψ→(t) сис. dψj/dt=-j=0∑n (әfj(t, Y→, U→)/әyi) ψj , (i=0,¯n) (☻☻☻), такое, что в любой момент времени t (t0<=t<=T) зависящая от аргумента u→ ф-ция Н.

Н=Н(Ψ→,Y→,t,U→) достигает максимума по всем значениям u→(принадлежит)U при u→= u→*(t), т.е. Н(Ψ→,Y→*,t,U→*)= М(Ψ→, Y→*,t)

На [t0,T] выполн-ся соотношение Ψ0→(t)=const<=0 

М(Ψ→*,Y→*,t)=-t0∫Tj=0Σn(әfj(t, Y→*, U→*)/әt) ψj→*(t)dt            (☻☻☻☻)

Замечание:

Н(Ψ→,Y→*,t,U→*)= М(Ψ→, Y→*,t). Данное рав-во составляет основн. содержание принципа максимума, а именно оптимальное управление U→*(t) в любой момент времени t должно доставлять наибольшее значение ф-ции Н, поэтому из этого соотношения можно выделить ф-цию U→*(t) как ф-цию переменной Ψ→*(t),Y→*(t),t.Подставив эту ф-цию в с-му ур-ий (☻),(☻☻☻) получим с-му (2n+2) ур-ий с (2n+2) неизвестными (у0*,…,уn*,ψ0*,…, ψn*).

Для того чтобы определить (кое-что) (на лекции не успел записать) нужно задать (2n+2) условия ……………..

В нашем распоряжении имеется (n+1) нач. условие в т.t0 – условие (☻☻☻), и n условий y→(T)=b→. Недостающее условие можно получить из одного из рав-в (☻☻☻☻). Т.о. использование принципа максимума приводит к краевой задаче для системы диф. ур-ний. Оптимальная траектория, если она сущ., будет решением этой краевой задачи.

10. Классификация ДУ в частных производных 2-го порядка.

Опр: Диф. ур-е 2-го порядка в частных производных для 2-х независ. переменных х и у в общем виде записывается соотношением:

F(x,y,u,ux,uy,uxx,uxy,uyy,)=0, где u=u(x,y) – искомая ф-ция.

Если диф. ур-е линейно относит. старших производных, то его наз. квазилинейным и записывается в виде:

a11uxx+2a12uxy+a22uyy+Ф(x,y,u,ux,uy)=0 (*), где a11,a12,a22 – нек. ф-ции независ. переменных x и y.

Диф. ур-е наз. линейным, если оно линейно как относительно искомой ф-ции, так и относительно её производных.

a11uxx+2a12uxy+a22uyy+b1ux+b2uy+cu+f(x,y)=0 (**).

Если коэффициенты этого ур-ния не зависят от переменных x и y, то оно представляет собой лин. диф. ур-е с постоянными коэффициентами.

Уравнениям (*),(**) можно поставить в соответствие квадратичную форму 

a11l2+2a12lm+a22m2 и по аналогии с кривыми 2-го порядка дать классификацию типов уравнений по знаку дискриминанта.

Опр: Уравнение (*) или (**) наз. ур-ем гиперболич. типа, если в нек. точке М или области G дискриминант D=a212-a11a22 >0, ур-ем параболического типа, если D=0, и ур-ем эллиптич. типа, если D<0.

1. Если в нек. области G ур-е (*) явл. ур-ем гиперболич. типа, то в этой области характеристическое уравнение распадается на два уравнения:
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, кот. имеют 2 семейства характеристик: φ1(x,y)=C1 ,  φ2(x,y)=C2 

С помощью преобразований независ. перем-х ξ=φ1(x,y) и η= φ2(x,y) получаем:
A11Uξξ+2A12Uξη+A22Uηη+Ф(ξ,η,u,uξ,uη)=0 (3*), в кот. A11=0 и A22=0. 

Тогда сокращаем на 2А12≠0 и получаем каноническую форму гипер. ур-ния:

Uξη= Ф1(ξ,η,u,uξ,uη).

Если новые перем. ввести по формулам  ξ=
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,    то для ур-ий гиперболич. типа можно получить 2ую каноническую форму:

Uξξ-Uηη=Ф1(ξ,η,u,uξ,uη).

2. Если в нек. области G ур-е (*) явл. ур-ем параболич. типа, то в этой области харак-ое ур. примет вид:
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=
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, кот. имеет 1 семейство харак-тик φ(x,y)=C. Тогда полагаем ξ=φ(x,y) и   η=ψ(x,y), где ψ – произвольная ф-ция, линейно независимая с ф-цией φ, и приходим к уравнению (3*), в кот. А11=0, но т.к. это ур-е параболич. типа, то А
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=0. Поэтому после перехода к н. независ. перем-ным ур-ние (3*) приним. Канонич. форму для ур-ий параболич. типа: Uηη= Ф(ξ,η,u,uξ,uη).

3. Если в нек. области G ур-е (*) явл. ур-ем эллиптич. типа, 

то характеристическое ур-е приводит к 2м ур-ниям в комплексной форме: 
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Эти ур-ния имеют два комплексн. сопряженных интеграла: 

ρ1(x,y)=C1   и  ρ2(x,y)=C2   

ρ1(x,y)= φ(x,y)+i ψ(x,y),

ρ2(x,y)=φ(x,y)-i ψ(x,y), где φ(x,y) и ψ(x,y) – действит. ф-ции своих аргументов.

z1=ρ1(x,y)  и  ρ2(x,y) явл. решениями ур-ния а11z
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+2a12zxzy+a22z
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=0 (4*)             в комплексной области. Поэтому, подставляя эти ф-ции в ур-е (4*) получим тождество [(a11φ
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)]-2i[(a11φxψx+a12(φxψy+ φyψx)+a22φyψy]
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Отсюда следует, что после преобразований переменных по формулам             ξ= φ(x,y)  и  η=ψ(x,y),  в формуле (3*)  А11=А22,   А12=0.

Поэтому после преобразования ур-е (3*) можно записать

в канонической форме для уравнения эллиптич. типа: Uξξ-Uηη= Ф3(ξ,η,u,uξ,uη).
11. Уравнения гиперболического типа: уравнение колебания струны, задача Коши для гиперболического уравнения.

Уравнение колебания струны.

Рассмотрим процесс колебания тонкой упругой нити, кот. может свободно колебаться, не оказывая сопротивления к изменению её формы. 

В этом случае напряжение, возникающее в упругой нити направлено по касательной к её мгновенному профилю. Такую нить будем наз. струной. Пусть в положении равновесия струна расположена вдоль оси Ох. Будем рассматривать только поперечные колебания струны, считая, что колебания происходят в одной плоскости и все точки струны двиг. 
[image: image200.wmf]^

 Ох.

Обозначим U(x,t) отклонение от положения равновесия точки струны с абсциссой х в момент времени t.

Рассматриваем только малые поперечные колебания струны. В этом случае будем пренебрегать квадратами перемещения и частн. произв. 
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Обозначим через T натяжение струны. В случае малых колебаний T=T0=const, ρ(x) – линейная плотность, кот. характеризует распределение массы в струне. Тогда процесс малых поперечных колебаний струны описывается диф.        ур-нием 2го порядка относительно искомой функции U(x,t):

ρ(x)
[image: image209.wmf]2

2

t

U

¶

¶

=T0
[image: image210.wmf]2

2

x

U

¶

¶

+F(x,t),где F(x,t)–внешняя распределенная сила 
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 Ох. 

Это ур-ние наз. неоднородным волновым ур-нием или ур-нием плоских волн.

Если ρ=ρ0=const, то 
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, при f(x,t)
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Это ур-ние описывает все волновые процессы (продольные колебания стержня с пост. сечением, плоские эл-магн. волны в непроводящих средах).

Задача Коши для гиперболического уравнения.

Свободные колебания бесконечной струны:
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 (*),   t>0,   -∞<x<∞

U=φ(x) при t=0  
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=ψ(x)    t=0    (**).

φ(x) – начальное отклонение струны от положения равновесия,

ψ(x) – начальный импульс – распределение скоростей.

Реш-е найдем методом Д΄Аламбера:

ξ=x-at    η=x+at, преобразуя производные к новым переменным получим

Ut=Uξ ξt+Uη ηt=-a Uξ+a Uη ; Utt=a(Uηξξt+ Uηηηt- Uξξ ξt- Uξηηt)=a2(Uξξ--2Uξη+Uηη);
Ux= Uξ+ Uη ; Uxx= Uξξ+2Uξη+Uηη .
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=0  Такому уравнению удовлетворяет сепарабельная функция.

U(ξ,η)=U1(ξ)+U2(η),U1 и U2 – произвольные ф-ции, дифференцируемые 2 раза.

U(x,t)=U1(x-at)+U2(x+at).

Ф-ции U1 и U2 определяются т. о., чтобы выполнялись нач. условия (**):

U(x,0)= U1(x)+U2(x)= φ(x)

Ut(x,0)=-aU′1(x)+aU′2(x)= ψ(x)

U2(x)- U1(x)=
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Решая полученную систему уравнений:

U1(x)=
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 — Формула Д΄Аламбера.

Если φ(x) имеет производные до 2го порядка включительно, а ψ(x) – до первого порядка, то эти формулы дают решение задачи Коши (*),(**).
12. Уравнения параболического типа: уравнение теплопроводности, начальные и граничные условия для уравнения теплопроводности.

       Уравнение теплопроводности.

Рассмотрим одномерный процесс распространения тепла

ρ =ρ(x) – плотность материала, с=с(x) – удельная массовая теплоёмкость,

k=k(x) – коэффициент теплопроводности.

Среда неподвижна и изменение объема материала связанное с изменением температуры пренебрежимо мало. Тогда процесс передачи тепла описывается след. диф. ур-нием:  ρс
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F(x,t) – объёмная плотность тепловых источников.

Для однород. материала с пост-ми теплофиз-ми характеристиками ρ,c,k=const.
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Замечание: Эти ур-ния описывают не только теплопроводность, но и ряд процессов диффузионного типа (перенос массы, диффузия газов, проникновение магнитного поля в проводящую среду).

Начальные и граничные условия для уравнения теплопроводности.

1) Граничные условия 1го рода: t=0 U(x,0)=φ(x) 0
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x
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l, где l – длина стержня.

Требуется знать тепловой режим на границе: U|s=ψ(p,t)    p
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s  t>0.

2) Граничные условия 2го рода: когда заданы производные на границе.

Можно задать тепловой поток на границе:

qn=
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 - производная температуры (нормальная производная).
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0 – теплоизоляция.

3) Граничные условия 3го рода – описывают тепловой режим на поверхности тела, соответствующий конвективному теплообмена.

Конвективный обмен с окружающей средой записывается законом Ньютона:
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U

¶

¶

=h[U*(p,t)-U],  где

U – температура тела,

U*(p,t) – температура окр. среды,

h – коэффициент пропорциональнос-ти(теплообмена), 

h=
[image: image258.wmf]k

T

a

.

13. Краевые задачи для уравнения теплопроводности. 

Решение краевых задач методом Фурье.
Треб-я найти реш-е лин-го однор-го парабол-го ур-я (u/(t=a2((2u/(t2) (1), при зад-ом нач-м условии (2) U(x,0)=((x), 0(x(l, с однор-ми гран-ми услов-и 1-го рода (3) U(0,t)=0, U(l,t)=0.

Решение задачи Коши ищется в виде: U(x,t)=X(x)*T(t)(0 подставив в ур. (1) и разделив перем-е, получим T((t)/a2*T(t)=X((x)/X(x)=-(=const; T((t)+(a2T(t)=0; X((x)+(X(x)=0. гран-е усл-е (3) дает усл-я х(0)=0, х(l)=0.

Данная задача имеет нетрив-е реш-е только при собств-х значениях (n=((n/()2, n=1,2,…

Каждому собств-у знач-ю соотв-т собств-я функ-я Xn(x)=sin((nx)/l. 

Для T(t), Tn(t)=Cnexp(-(((n/l)2a2t)

Частич-е реш-я ур-я (1), удовл-т гран-м услов-м (3) имеет вид U(x,t)= Xn(x)*Tn(t)= Cnexp(-(((n/l)2a2t)sin(n(x/l).

U(x,t)=(1Cnexp(-(((n/l)2a2t)sin(n(x/l). (4).
Этот ряд есть общее решение задачи Коши (1),(2),(3).
Опред-м коэф-т Сn так, чтобы выпол-сь нач-е усл-я. Подставляя этот ряд в (2) пол-ем U(x,0)= )=(1Cnsin(n(x/l)=((x).

Разл-е ((х) в ряд Фурье по сист-е ортог-х функ-й Хn(х) на отрезке 0(x(l. Сn-коэф-т Фурье. Сn=2/l(0l((x)sin(n(x/l)dx, ((х) должна быть непрер-на на [0,l] и имела кусочно непрер-ю произ-ю. ((0)=((l)=0.

С(1/n2( ряд очень быстро сход-ся. Ряд (4) сход-ся к функ-ии U(x,t). U(x,t)- непрерывна.

14. Уравнения эллиптического типа: уравнение Лапласа, 

решение задачи Дирихле в круге.
(2u/(x2+(2u/(y2+(2u/(z2=0, U=U(x,y,z)-иском. ф-ция. (U-опер. Лапласа. (U=0.

Ф-ю непрер-ю в некот-й обл-ти вместе со соими част-ми произ-ми до 2 пор-ка вкл-но и удовл-ую ур-ю Лапласа наз-ся гарм-ой. Если надо опред-ть ф-ию гарм-й области Д, когда на границе S этой обл-ти заданы ее знач-я т.е. U(s=F(x,y,z), то такая задача наз-ся задача Дирихле.

Если надо опред-ть ф-ию гарм-й области Д, когда на пов-ти S зад-ся зна-е норм-й произ-й. (u/(n(s=G(x,y,z). задача Неймана.

Если реш-е задач ищут в обл-ти Д, внутр-й (внеш-й) по отнош-ю к пов-ти S огран-й эту обл-ть, то соотв-ю задачу наз-т внутр-й (внеш-й) краевой задачей.

Рассм-им внут-ю краевую задачу, для ур-я Лапласа с гран-м усл-м 1-го рода. (2U=(2u/(x2+(2u/(y2=0, M(Д. U|s=((P), P(S.

Пусть область Д - круг, радиуса а: кот. ограничивается окружностью S. Данная задача наз-ся задача Дирихле в круге. Перейдем к пол-м коорд-м (r,() (/r(r*(r(u/(r)+(2u/r2((2=0, 0(r(a, 0(((2( U/r=a=((().

Реш-е данной задачи, будем искать методом раз-я перем-х.

U(r,()=R(r)*Ф(()(0 подс-ем в ур-е Лапласа и раз-я перем-е пол-им

rd/dr*(rdR/dr)/R(r)=-Ф((()/Ф(()=(=const.

rd/dr*(rdR/dr)/R(r)=(; rd/dr*(rdR/dr)-(R(r)=0, R(r)-должна удов-ть данному ур.

Ф-ия Ф(() опред-ся из задачи на собст-е знач-е Ф((()+(Ф(()=0 Ф(()=Ф((+2()

Усл-е период-ти ф-ии Ф((), кот. явл. след-ем усл-ем период-ти искомого  реш-я U(r,(). Задача на собс-е знач-е имеет нетр-е период-е реш-я, только при (=(n=n2, n=0,1,2

Эти реш-я имеют вид Фn(()=Ancos(n()+Bnsin(n(). An,Bn-произ-е ф-ии.

Для ф-ии R(r) при (=n2 пол-ем ур-е r2d2R/dr2+rdR/dr-n2R=0 (*)

Будем искать частные реш-я этого ур-я в виде степ-й ф-ии R(r)=rk, k-const. r2k(k-1)rk-2+rkrk-1-n2rk=0, k2-k+k-n2=0, k2-n2=0, k=(n.

След-но ур-е (*) имеет 2 лин-но незав-х реш-я rn и r-n.

Поскольку реш-е внутп-й задачи Дирихле должно быть огран-но в центре круга при r=0, то из этих 2-х реш-й, берем реш-е Rn(r)=rn, n=0,1,2… т.о. частные реш-я ур-я Лапласа в поляр-х коорд-х можем записать так Un(r,()=rn(Ancosn(+Bnsinn(), также явл-ся решением ур-я Лапласа. U/r=a=((()  (0an(Ancosn(+Bnsinn()=((()

Раз-жим ф-ю ((() (0,2() в тригон-й ряд Фурье.

((()=С0/2+(1(cncosn(+dnsinn(), где сn=1/((02(((()cosn(d(. n=0,1,2…

dn=1/((02(((()sinn(d(. n=1,2… A0=C0/2; An=cn/an; Bn=dn/an.

т.о. реш-е задачи Дирихле в круге имеет вид U(r,()=C0/2+(1(n(cncosn(+dnsinn(). (=r/a<1.

Замечание: Если в данном реш-и считать, что (=a/r, то она будет опред-ся реш-м внешней для круга задачи Дирихле.

15. Фундаментальные решения уравнения Лапласа. Интеграл Пуассона.

(U=0. Опер-ор в декар-й сист-е коорд-т (=(2/(x2+(2/(y2+(2/(z2.

В цилинд-й сист-е коорд-т (=(/r(r*(r(/(r)+(2/r2((2+(2/(z2. (r,(,z)

В сфер-й сист-е коорд-т (=(/r2(r*(r2(/(r)+(/r2sin((((sin((/(()+(2/r2sin2(((2. (r,(,().

Реш-е ур-й Лапласа удовл-й сфер-й симметрии. r=(x2+y2+z2, M(x,y,z). Тогда ур-е Лапласа в сфер-их коорд-х примет вид:

(U=d/r2dr*(r2du/dr)=0; r2du/dr=c1(du/dr=c1/r2; U=c2-c1/r.

положим с1=-1, с2=0, тогда U=1/r эта ф-ия удовл-ет ур-ю Лапласа всюду, кроме т. r=0, где она обращает ф-ию в (.

Эту ф-ию наз-ют фунд-м реш-ем ур-я Лапласа в простр-ве.

Случаи осевой симметрии.

В этом случае ф-ия U в цилинд-й сист-е коорд-т не зависит от ( и от z, тогда ур-е Лапласа d/rdr*(rdu/dr)=0; rdu/dr=c1(du/dr=c1/r
U=c2+c1lnr. Положим с2=0, с1=-1; u=ln1/r, где r(0.

Эта ф-ия наз-ся фунд-м реш-м ур-й Лапласа на плоскости.

Интеграл Пуассона.

Подставим в реш-е задачи Дирихле его знач-й коэф-т сn и dn, тогда

U(r,()=1/2((02(((()d(+(1(n[ 1/((02(((()cos(n()d(cos(n()+

+1/((02(((()sin(n()d(sin(n() ].

U(r,()=1/2((02(((()+2(1((()(cosn(cosn(+sinn(sinn()d(=

=1/2((02(((()[1+2(1(ncosn((-()]d(. cos((-()=ein((-()+e-in((-().

1+2(1(ncosn((-()=1+2(1(nein((-()+2(1(ne-in((-()=

=1+2(1((ei((-())n+2(1((e-i((-())n. 

Следовательно имеем сумму геометрических прогрессий.

|(e(i((-()|<1=1+2(ei((-()/1-(ei((-()+2(e-i((-()/1-(e-i((-()=

(1-(ei((-())(1-(e-i((-())+2(ei((-()(1-(e-i((-())+2(e-i((-()(1-(ei((-())/

(1-(ei((-())(1-(e-i((-())=2(1-(2)/1-2(cos((-()+(2;

U(r,()=1/2((02(((()a2-R2d(/a2-2racos((-()+r2
Интеграл в правой части наз. интегралом Пуассона для круга.
16.  Численные методы решения ДУ. Понятие о сеточных методах.

Пусть имеем краевую задачу. Метод сеток сводится к следующему:

1) область непрерывного изменения аргумента заменяется дискретным множеством, называемым сеткой; 2) диф. операторы заменяются некоторой сеточной аппроксимацией. В результате получаем систему алгебраических уравнений (линейных или нелинейных)

1. Равномерная сетка на [0,ℓ]=Ω.Здесь [0,ℓ] − область непрерывного изменения отрезка. Отрезок разбивается на равные части.                                        Равномерная сетка на этом отрезке записывается   Ŵh  {xi  =i∙h, i=0,N;Nh=ℓ}.

Мн-во фикс-ых точек области, в кот. ищется решение краевой задачи наз. сеткой. Каждая точка этой сетки наз. узлом, а функция, определенная в узлах сетки– сеточной ф-цей. Параметр h определяет густоту сетки.

2. Неравномерная сетка на отрезке [0,ℓ]=Ω. Получили сетку 

Ŵh={xi=h(i+1)–hi٫ i=0٫ (N–1)٫ x0=0٫ xn=ℓ}.

3. Двумерная сетка в прямоугольнике. Решение – ф-ция 2-х переменных. Чтоб

построить сетку, строится сетка по каждому из направлений xα(  α=1٫2… )

Получим Ŵhα={xαi=i·hα٫i=0٫Nα٫ Nα·hα=ℓα}    Ŵh=Ŵh1×Ŵh2 .

Получаем граничные и внутренние узлы. Часто вводят промежуточные узлы для повышения аппроксимации

4. Двумерная сетка в производной области. Всё пространство разбивается 

2-мя семействами кривых x1i=i·h1٫ x2j=j·h2,где ( i,j=0,±1٫±2٫…). Получается равномерная сетка на плоскости. Из всех узлов оставляем те, кот. лежат внутри Ω, и к ним добавляем точки пересечения прямых с границей Ω. Мн-во этих точек составляет неравномерную сетку Ŵh. Пусть u(x) – реш. краевой задачи. Если u(x) явл. ф-цей непрерывного изменения x
[image: image259.wmf]Î

Ώ, то по методу сеток её представляют совокупностью значений в узлах сетки. Т. е. ей сопоставляют ф-цию un(x),где x
[image: image260.wmf]Î

Ŵh. Эта ф-ция дискретная.

II. Рассмотрим Lu=du⁄dx и двухточечный шаблон. 1-ая производная аппроксимируется следующим выраж. Lhu=(u(x)-u(x-h))/h=ux(черта)(x). Это левая разностная производная. Для Lhu=(u(x+h)-u(x))/h=ux(x). Это правая разностная производная в т.x. Они имеют погрешность О(h). Рассм. тогда имеем Lhu=(u(x+h) - u(x-h))/2h. Эта центральная разностная произв. имеет О(h²). Рассм. Lu=d²u/dx². 2-ая произв. аппроксимируется след. выражением Lhu=(u(x+h)-2u(x)+u(x-h))/h²=(ux(x)-ux(черта)(x))/h=(ux(черта)(x+h) – ux(черта)(x))/h=ux(черта)x(x), ux(черта)x=uxx(черта). Погрешность О(h²).

17. Численные методы решения уравнений в частных производных.      Пример разностной схемы. Метод прогонки.

Рассмотрим задачу Дирихле для обыкновенного диф. ур. 2-го порядка

ΔU=-d(k(x)du/dx)/dx+g(x)u(x)=f(x)    x є  (0,l)  (1)
 lU≡U(x)=0 x=0,x=l   (2)
считаем, что ф-ции k(x),q(x),f(x),u(x) имеют нужное число производных применим метод сеток I.Ω=[0,l] ставим в соответствие ωh={xi=і,h;і=0,N;h=N,l }

ωh =ωh\{x=0,x=l}.

II.задачи (1) и (2) аппроксимируем следующей сеточной задачей:

    {LhUn≡ (a(x)Unx¯)x+gn(x)Un(x)=fn(x), x є ωh
    {lhU ≡ U(x)=0   x=0, x=l       

gn(x)=g(xn) , fn(x) = f(xn) , un(x)=u(xn)                                                                                            

a(x)-неизвес. ф-ция, кот. будет выбираться из усл. обеспечения    2-го порядка аппроксимации 

Lh0uh = (1/h)[(a(x+h)*(U(x+h)-U(x))/h – a(x)*(U(x)-U(x-h))/h]

a(x) выбираем таким образом чтобы      Lh0uh = L0u=0 (h2)
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Lu=(k(x)u’)’=k’u’+ku’’                                                                                                                          

Lh0uh–L0u=[{(a(x+h)-a(x))/h}-k’(x)]u’+[{(a(x+h)+a(x))/2}-k(x)]u’’+[(a(x+h)-a(x))/6]hu’’’-0(h2)=0(h2)
Нужно потребовать чтобы a(x) удовлетворяло:

{[(a(x+h)-a(x))/h]-k(x)=0(h2)    

{[(a(x+h)+a(x))/2]-k(x)=0(h2)

данному условию удовлетворяет a(x)=k(x-h/2)

   {Lhu≡-(a(x)ux¯)x+gn(x)=f(x)  ,   x є ωh
   {lnu≡u(x)   ,    x=0,l

   {a(x)=k(x+h/2)

Эта безиндексная форма записи безиндексной схемы.

Запишем её в индексной форме:

    {Lhu=-[(ai+1(ui+1-ui)/h)-(ai(ui-ui-1)/h)]/h+gi(x)ui   ,   i=1,N-1¯                                                        

    {u0=0 ,   ul=0

    {ai=ki-1/2                                                                                            

Сис-ма лин. алгебраических ур-ний с трёхдиагональной матрицой. 

Для системы с трёхдиагональной м-цей сущ. метод прогонки.
Метод прогонки
   {Aiyi-1-Ciyi- Biyi+1 =-Fi      i=1,N-1¯                                                                                                                                                               

   {y0= χ 1y1+ μ1                                                                             

   {yN= χ 2yN + μ2                                                                                            

    Ai , Bi ≠0

Решение будем искать в виде:    yj= αj+1 yj+1+βj+1     j=0,N-1¯

        αj+1, βj+1 неизвесные коэфиценты

найдём  уj-1= αjyj+ βj = αj (αj+1 yj+1+ βj+1)+ βj = αj αj+1yj+1+ αjβj+1+ βj
подставляем во второе уравнение

   Ai (αj αj+1yj+1+ αjβj+1+ βj) - Ci (αj+1 yj+1+ βj+1)+ Biyi+1 =- Fj                                                                                                                                            

   (αj+1 (  Ai αj - Ci)+ Bi) yj+1+( βj +1(Ai αj- Ci)+ βj+ Fj)=0               j=0,N-1¯

Данное равенство будет выполняться, если выражение в скобках будет =0

осюда       (→)                                 (→)                                     

                   αj+1= βj/( Ci - Ai αj)           βj+1= (βj+ Fj)/ (Ci- Ai αj)       j=0,N-1¯

α0  ,  β0  находим из первого граничного условия    α0= χ  ,  β0= μ1
прогоняем обратно

       (←)

      yj= αj+1 yj+1+βj+1     j=0,N-1         из 2-го граничного условия 

                                                           yN = χ 2- yN-1+ μ2
условия применимости метода прогонки

  │Ci │≤ │ Ai │+  │ Bi │                                                          

  │χα │≤ 1                                       j=0,N-1

  │χ 1│  + │ χ2 │< 2
18. Алгебра множеств. Булева алгебра.

Пусть А и В нек. мн-ва. Говорят, что А включено в В (АحВ), если любой элемент мн-ва А явл. элементом мн-ва В (А является подмн-вом В). А строго включено в В (А
[image: image264.wmf]Ì

В), если АحВ и А ≠ В.

Основные св-ва отношения включения:

1) АحА; 2) Если АحВ и ВحС ,то АحС; 3) Если АحВ и ВحА ,то А=В.

Ø — подмн-во любого мн-ва

Операции над мн-ми:

1. Объединение или сумма мн-в А и В (АUВ) - мн-во, сост. из всех элем-ов мн-ва А и элем-ов мн-ва В. АUВ={x: x
[image: image265.wmf]Î

А или x
[image: image266.wmf]Î

В}.

2. Пересечение или произведение мн-в А и В (А∩В) - мн-во всех элем-ов,   явл. Элем-ми мн-ва А и мн-ва В.  А∩В={x: x
[image: image267.wmf]Î

А и x
[image: image268.wmf]Î

В}.

Если А∩В=Ø, то мн-ва наз. непересек-ся. В противном случае - пересек-ся.

3. Абсолютное дополнение А(Ā). Это мн-во всех элем.,                                       не вход-их в мн-во А {x:x не ЄА}. Относ. доп-ие А до Х. Х-А={xЄХ:x не ЄА}

Если все, рассм. мн-ва явл. подмн-ми U, то это мн-во наз. универсальным.
Теор.1: Для 
[image: image269.wmf]"

 подмн-в А,В,С унив. мн-ва U след-ие рав-ва явл. тождествами.
1. АU(ВUC)=(АUВ)UC; 2. А∩(В∩C)=(А∩В)∩C; 3. АUВ=ВUА; 4. А∩В=В∩А;

5. АU(В∩C)=(АUВ)∩(АUC); 6. А∩(ВUC)=(А∩В)U(А∩C); 7. АUØ=А; 

8. А∩U=А; 9. АUĀ=U; 10. А∩Ā=Ø.

Теор. 2:  Для произвольных подмн-в А и В унив. мн-ва U справедливы след. утверждения:

11.  Если для всех А   АUВ=А, то В≠Ø; 12.  Если для всех А   А∩В=А, то В=U;

13. Если АUВ=U и А∩В=Ø , то В=Ā; 14. А(2 черты)=А   (св-во инволюции);

15. Ø(черта)=U; 16. Ū=Ø; 17. АUА=А; 18. А∩А=А ( 17,18 -  идемпотентность)

19. АUU=U; 20. А∩Ø=Ø; 21. АU(А∩В)=А; 22.  А∩(АUВ)=А; 

( 21,22 - поглощение) 23. АUВ(общая черта)=Ā∩В(черта); 24. 
[image: image270.wmf]B
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Булева алгебра.   Алгеброй Буля наз. произвольное мн-во элементов{α,β,…},

для кот. определены 2 бинарные операции, условно наз. «сложением» и «умножением», в кот. к каждым 2-м элем-ам ставят соответствие 3-ье, и одна унарная операция, условно наз. «черта», кот. каждому элементу ставит соответствие другой. В этом мн-ве имеется 2 особых элемента (О и E) и выполняется след. св-ва: 

1. коммутативность сложения и умножения;

2. ассоциат-ть слож-я и умн-я;  3. дистрибут-ть умнож-я относительно 

слож-ия и наоборот; 4. идемпотентность( α+α=α , α·α=α ); 5. инволюция 

α(2 черты)=α; 6. правило де'Моргана α·β(общ. черта)=α(ч)+β(ч)  и 

α+β(общая чера)=α(ч)·β(ч); 7. отрицание особого элем-та О(ч)=Е, Е(ч)=О 

8. α +О=α ,α+Е=Е ,α·О=О, α·E=α . Примером алг. Буля явл-ся алг-ра мн-в,    т.е. мн-во подмн-в любого унив. мн-ва U, где в качестве бинарных операций берутся U и ∩, в роли унарной операции – операция дополнения до унив.    мн-ва. В качестве особых элем-ов выступают О=Ø , E=U.
19. Элементы комбинаторики: Принцип суммы и произведения.

Перестановки, размещения, сочетания без повторений.
Пусть есть некоторое множество элементов U={
[image: image272.wmf]n
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(U, j=1,r) .Этот набор элементов называется выборкой объёма r из n элементов. Сущ. подмножество U, явл. выборкой, но
[image: image275.wmf]не сущ. выборка, являющееся подмножеством U, т. к. в выборку может входить один и тот же элемент несколько раз.

Принципы, по которым подсчитываются все выборки.
1. Принцип суммы. Если объект А может быть выбран m способами, и их одновременный выбор не возможен, то выбор ” А или В” может быть осуществлён (n+m) способами. 

2. Принцип произведения. . Если объект А может быть выбран m способами, и при сущ-щем выборе А объект В может быть выбран  n способами, то выбор ”А и В” может быть осущ-лён (n·m) способами.

Основные способы выборок.

Опр: Выборка наз. упорядоченной, если в ней задан порядок следования элементов. Если порядок следования элементов несущественен, то выборка наз. неупорядоченной.
1. Упорядоченная выборка объемом n из n элементов, где все элементы различны, называется перестановками из n элементов. 

Обозначение - 
[image: image276.wmf]n
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. Теорема. 
[image: image277.wmf]n
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Первый элемент может быть выбран n способами, 2-ой элемент уже оставшимися (n-1) способом. По принципу произведения, выбор этих первых 2-х элем-ов n·( n-1).Следующий выбор-(n-2) и т. д.Последний элемент может быть выбран един. способом:n·(n-1) ·(n-2)… · 1 = n !

2. Упорядоченные выборки объемом m из n элементов, где (m<n), где все элементы различны, наз. размещениями . Обозначение - 
[image: image278.wmf]m
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Теорема. 
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.1-й элемент выбирают n способами; 2-й – (n-1); 

 … … … … … … … … … … … … ; m-й элемент – (n-m+1) способами

По принципу произведения :  
[image: image280.wmf]m
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3. Неупорядоченные выборки объемом m из n элементов (m<n) называются сочетаниями. Обозначается 
[image: image282.wmf]m

n

C

  

Теорема: 
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Введем объект А – неупорядоченную выборку из n элементов по m. Их число равно по определению 
[image: image284.wmf]m
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. После того как эти m элементов отобраны, их можно упорядочить m ! . В качестве объекта В выступает порядок выборки. Совокупный выбор ”А и В” дает упорядоченную выборку
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20. Элементы комбинаторики: Перестановки, размещения,                     сочетания с повторениями.

Пусть есть нек. Мн-во элементов U={
[image: image288.wmf]n

а

а

а

a

,...,

,

3

,

2

1

 }.Рассмотрим набор элементов 
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  (U,  j=1,r) .Этот набор элементов наз. выборкой объёма r из n элементов. Сущ. Подмн-во U, явл. выборкой, но не сущ. выборка, явл. подмн-вом U, т. к. в выборку может входить один и тот же элемент несколько раз.

1. Размещения с повторениями. 

Упорядоченные выборки объемом m из n элементов, где элементы могут повторяться, наз. размещениями  с повторениями. Обозначение  
[image: image291.wmf]m
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Теорема:
[image: image292.wmf]m
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 (n) = n. 1-й элемент можно выбрать n способами; 

2-й элемент - n способами; … ; m-й элемент - n способами. По пр. произв. 
[image: image293.wmf]m
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2. Перестановки  с повторениями.

Пусть имеется n элем-ов, из кот. 
[image: image294.wmf]1
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 элем-ов 1-го типа; 
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.  Упорядоченные выборки из таких n элементов по n наз. перестановками с повторениями. 

Обозначение 
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Теорема: 
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  Док-во по индукции. Когда S=1, то имеем тривиальный случай, т. е. все элементы одного типа:  
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Пусть S=2, тогда 
[image: image301.wmf]n

k

k

=

+

2

,

1

. В этом случае перестановки с повторениями превращаются в сочетание из n элементов по  
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Пусть формула верна при s=m, т.е. число эл-ов  n = 
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Нужно доказать, что формула верна при S=m+1, тогда 
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В этом случае перестановку с повторениями можно рассматривать как совместный выбор 2-х объектов: объект А- выбор 
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 перестановка с повторениями 
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[image: image310.wmf]1

1

1

1

1

1

1

1

,

1

!

!...

!

!

!...

)!

(

)

(

!

!

)

,...,

(

)

,...,

(

1

1

+

+

+

+

-

+

=

-

×

-

×

=

×

=

+

+

m

m

m

m

m

m

m

k

n

k

n

n

n

n

k

k

k

n

k

k

k

n

k

n

k

n

k

k

C

C

k

k

k

C

n

n


Замечание: числа 
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3. Сочетания с повторениями.

Пусть имеется n типов элементов, каждый тип содержит не менее m одинак. элементов. Неупорядоченная выборка объемом m из имеющихся элементов, число которых ≥ n·m, наз. сочетанием с повторением.  Обозначение 
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Теорема: 
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21. Элементарные функции алгебры логики.
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Опр: Ф-цией алгебры логики наз. закон, осуществляющий отображение
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Опр: Таблица, зад. ф-цию f(x1,x2,…,xn) наз. таблицей истинности этой ф-ции.

Рассмотрим функцию одной переменной. Таких функций будет всего 4. Рассмотрим таблицу истинности.

	x
	f0(x)

	0
	0

	1
	0


	x
	f1(x)

	0
	0

	1
	1

	x
	f2(x)

	0
	1

	1
	0


I--- конст. нуля                                                           II---тождеств.

	x
	f3(x)



	0
	1



	1
	1




   
[image: image323.wmf]
III—не х                                                            IV--- конст. единицы

!F0(x)=0

f1(x)=x

!f2(x)=x

!f3(x)=1

Если станд-ным расположением считать 
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0

, тогда ф-ции f0, f1,f2,f3 однозначно опр-ся наборами значений: f0=(0,0), f1=(0,1),f2=(1,0),f3=(1,1). 

Эти ф-ции явл. ф-ми из 
[image: image325.wmf]2
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. Ф-ции пронумерованы так, чтобы двоичный код номера совпадал с набором значений ф-ции.Рассмотрим ф-цию двух переменных х1, х2: f(x1,x2). Она определена на мн-ве 
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.F(x1,x2) однозначно определяется набором 
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. Следовательно эта ф-ция имеет мн-во значений в 
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. Если порядок эл-ов считать стандартным, то получаем, что различных ф-ций 2-х переменных только 16. 

Перепишем их в таблицу истинности:

	Х1
	Х2
	F0
	F1
	F2
	F3
	F4
	F5
	F6
	F7
	F8
	F9
	F10
	F11
	F12
	F13
	F14
	F15

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	1
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1


1. F(x1,x2)=(x1&x2) конъюнкция Х1 и Х2. Совпадает с Х1-X2 или с min (Х1,Х2). Эту операцию наз. логическим умножением.
2. f6(X1, X2)=(X1+X2) Совпадает со сложением Х1 и Х2 по модулю 2. Иногда пишут (X1+X2)mod2 

3. f7(X1, X2)= (X1vX2) . X1 дизъюнкция X2.Совпадает с max (X1,X2) ,называется логическим сложением 

4. f8(X1, X2)= (X1↓X2). Читается X1 стрелка Пирса X2. Совпадает с отрицанием дизъюнкции 

5. f9(X1, X2)= (X1,~ X2). Читается X1 эквивалентно X2.
6. f13(X1, X2)= (X1→ X2). Читается X1 импликация X2, (X1≤X2)

7. f14(X1, X2)= (X1│X2). Читается X1 штрих Шеффера X2,совпадает с отрицанием конъюнкции. 

Опр:   «− , &,v,~,+,↓,→» — логические связки. Переменные 0 и 1 — логические или Булевые переменные, причем 0 − ложь, 1 − истина. 

Функции алгебры логики наз. Булевыми функциями.
22. Существенные и фиктивные переменные.
Ф-ция f(х1,…,хi-1,xi,xi+1,…,xn) существенно зависит от xi ,если сущ. такие значения (альфа)1,…,(альфа)i-1, (альфа)i+1,…,(альфа)n переменных x1,…,xi-1,xi+1,…,xn,что f((альфа)1,…,(альфа)i-1,0,(альфа)i+1,…,(альфа)n)не=f((альфа)1,…,(альфа)i-1,1,(альфа)i+1,…,(альфа)n),тогда переменная xi наз. существенной переменной, в противном случае – фиктивной переменной . 

      Пусть функция f(x1,…,xi,…xn) содержит фиктивную переменную xi, тогда её можно удалить из таблицы истинности вычеркнув все строки вида ((альфа)1,…,(альфа)i-1,1, (альфа)i+1,…,(альфа)n) либо строки ((альфа)1,…,(альфа) i-1,0, (альфа) i+1,…,(альфа) n), также можем вычеркнуть столбец xi, тогда получим таблицу некоторой ф-ции g(x1,…,xi-1, xi+1,…,xn).Будем говорить ,что ф-ция g получена из ф-ции f путём вычёркивания фиктивной переменной xi . (Ф-ция f получена из g путём введения фиктивной переменной xi ). 

      Ф-ции f1 и f2  наз. равными, если f2 можно получить  из f1 путём удаления или введения фиктивной переменной xi . 

23. Формульное задание функций алгебры логики.

Мн-во ф-ций алгебры логики обозначим через P2 .  Через P2(n) обозначим число ф-ций зависящих от n переменных . P2(n)=2 в степени (2n). 
Опр: Пусть М включено в P2. 

1)Каждая ф-ция F(x1,…,xn) принадлежащая М наз. формулой над М.

2) Пусть g(x1,…,xm) принадлежит М. G1,…,Gm либо переменные, либо формулы над М, тогда  g(G1,…,Gm) явл. формулой над М. Мн-во всех формул над М обозначим через <М>.

Опр: Две формулы N и D принадлежащих <М> наз. равными (N=D) или эквивалентными ,если ф-ции реализуемы или равны.

Упрощение записи формул:

1)Внешние скобки можно опускать;  

2)Приоритет применения связок возрастает в следующем порядке: эквивалентность, влечение, дизъюнкция, конъюнкция.

3)Связка над одной переменной сильнее всех связок.

4)Если связка стоит над формулой, то сначала выполняется формула, а затем  отрицание.

5)Если нет скобок, то связка «эквивалентность» и «влечение» выполняется в последнюю очередь. 

Некоторые свойства элементарных функций:

1)Идемпотентность конъюнкции и дизъюнкции: Х конъюнкция Х=Х;  Х дизъюнкция Х=Х;

2)Коммутативность конъюнкции, дизъюнкции, логического сложения, штриха Шеффера, эквивалентности, стрелки Пирса.

3)Ассоциативность конъюнкции, дизъюнкции, логического сложения, эквивалентности. 

4)Дистрибутивность 

а)кон-ции по отношению к диз-ции; 

б)диз-ции по отношению к кон-ции; 

в)кон-ции по отношению к логическому сложению.

5)двойное отрицание Х=Х 
6)Правило де Моргана(запиши сам)
7)Правила действия с 1-ей и нулём(запиши сам) 

Следствия из свойств элементарных функций:

1)Законы склеивания Х*У дизъюнкция Х* отрицание У=Х;  (Х диз-я У)кон-я(Хдиз-яУ=Х.

2)Законы поглощения Х диз-я Х кон-я У=Х; Х кон-я(Х диз-яУ)=Х.

24. Двойственные функции. Принцип двойственности.

Опр: Ф-ция f*(x1,…,xn) наз. двойственной к f(x1,…,xn), если f*(x1,…,xn)=отриц-е f (отриц-е x1,…,  отриц-е хn).

Опр: Если f*(x1,…,xn)=f(x1,…,xn), то ф-ция f(x1,…,xn) наз. самодвойственной.
Пусть ф-ция h(x1,…,xn) реализована в формулу h (x1,…,xn)=g (G1,…,Gm)=g (f(x1,…,xn),…,fm(x1,…,xn), где какие-то переменные могут быть фиктивными , тогда  h*(x1,…,xn)=h*(f*(x1,…,xn),…,f*m(x1,…,xn). Это означает ,что если ф-ция задана нек. формулой, то чтобы получить двойственную ф-цию надо все знаки в этой формуле заменить на двойственные : 0 на 1, 1на 0.
25. Разложение булевой функции по переменным.

Обозначим ч/з X
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X=σ, когда X
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=1
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Теорема (о разложении ф-ции по переменным):

Пусть ƒ(x1, …, xn)
[image: image336.wmf]Î

P2 , тогда для любого m(1
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m
[image: image338.wmf]£

n) допустимо представление ƒ(x1 ,…, xm , xm+1 ,…, xn)=
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 ,…, 
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 , xm+1 , xm), где дизъюнкция берется по всем номерам из 0 и 1. Это представление наз. разложением ф-ции ƒ по переменным x1 ,…, xm .

Пример          m=1 

ƒ( x1 ,…, xm )=
[image: image345.wmf]n

s

1
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 x1
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 ƒ( 
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 , x2 ,…, xn )= 
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1 ƒ( 0, x2 ,…, xn ) ۷ x1 ƒ( 1, x2 ,…, xn )

Сл.1: Любую ф-цию ƒ( x1 ,…, xn )≠0 можно представить в следующем виде  

ƒ( x1 ,…, xm )=    ۷    x1
[image: image349.wmf]1

s

 ,…, xn
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): ƒ( σ1 ,…, σn )=1, причем единственным образом.

Этот вид – совершенная дизъюнктивная нормальная форма(СДНФ).

Сл.2: Любая ф-ция алгебры логики может быть представлена в виде формулы отрицания & и ۷.

а) ƒ≡0      ƒ=x & 
[image: image353.wmf]x


б) ƒ≠0      СДНФ

Замечание: По принципу двойственности можем заменить & на ۷ и наоборот, тогда ƒ( x1 ,…, xn )=    &   x1
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 ۷…۷ xn
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): ƒ( σ1 ,…, σn )=1,

Это представление – совершенная конъюнктивная нормальная форма(СКНФ).

26. Полные системы. Полином Жегалкина.

Опр: Система ф-ций { ƒ1 , ƒ2 ,…,ƒs }
[image: image358.wmf]Î

P2 наз. полной в P2 , если любая ф-ция  ƒ( x1 ,…,xn )
[image: image359.wmf]Î

P2 может быть записана в виде формулы ч/з ф-ции этой системы.

Пример: P2 – полная система. М={ x1&x2 ,
[image: image360.wmf]x

, x1۷x2 }- также является полной системой. Неполная система – это система содержащая N={ x1۷x2 }

Достаточное условие полноты:

Пусть система ф-ций U={ ƒ1 , ƒ2 ,…,ƒs , …} полна в P2 и пусть B={g1 ,g2 ,..,gm , } – нек. система из P2 .

Причем любая ф-ция из мн-ва U(ƒ
[image: image361.wmf]Î

U) может быть выражена нек. формулой над B, тогда система B полна в P2 .

Пример: {x1&x2 ,x1
[image: image362.wmf]Å

x2 ,1,0}

В качестве полной возьмем U=={x1&x2 ,
[image: image363.wmf]x

,1,0} - полна в P2 
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=x
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 B полна в P2 
Следствие: (Полином Жегалкина)

Пусть дана ф-ция  ƒ( x1 ,…,xn ) 
[image: image367.wmf]Î

P2 представим её ч/з & , 
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 в виде формулы с использованием 0 и1. Мы можем это сделать поскольку система этих ф-ций {x1&x2 ,x1
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x2 ,0,1} полна в P2 . В силу свойства X&(Y
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Z)=XY
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XZ .          Мы можем раскрыть все скобки и получим полином из n переменных, который состоит из  x1 ,x2 ,…,xn ,…,x1 ۷x2 – это Полином Жегалкина.
Общий вид Полинома Жегалкина

ƒ( x1 ,…,xn )=     
[image: image372.wmf]Å

     A
[image: image373.wmf]1

i



 EMBED Equation.3  [image: image374.wmf]2

i

  
[image: image375.wmf]n

i

X
[image: image376.wmf]1

i



 EMBED Equation.3  [image: image377.wmf]2

i

 
[image: image378.wmf]n

i


                      i1 ,i2 ,..,in 

A
[image: image379.wmf]1

i



 EMBED Equation.3  [image: image380.wmf]2

i

 
[image: image381.wmf]n

i


[image: image382.wmf]Î

{0,1}, при m=0 получаем свободный член a0 

Пример:      ƒ=(10011110)

                                Треугольник Паскаля

	N
	X1
	X2
	X3
	

	1
	0
	0
	0
	1 0 0 1 1 1 1 0

	X3
	0
	0
	1
	1 0 1 0 0 0 1 

	X2
	0
	1
	0
	1 1 1 0 0 1

	X2 
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[image: image385.wmf]·

X2
	1
	1
	0
	1 0

	X1
[image: image386.wmf]·

X2
[image: image387.wmf]·

X3
	1
	1
	1
	1


ƒ( X1 ,X2 ,X3 )=1
[image: image388.wmf]Å

X3
[image: image389.wmf]Å

X2
[image: image390.wmf]Å

X2 
[image: image391.wmf]·

X3
[image: image392.wmf]Å

X1
[image: image393.wmf]Å

X1 
[image: image394.wmf]·

X3
[image: image395.wmf]Å

X1 
[image: image396.wmf]·

X2
[image: image397.wmf]Å

X1
[image: image398.wmf]·

X2
[image: image399.wmf]·

X3 

27. Замыкание и замкнутые классы. Теорема Поста о полноте. Базис в Р2.

Пусть M
[image: image400.wmf]Í

Р2 (т.е. явл. подмн-вом мн-ва Р2 ). Замыканием M наз. мн-во всех   ф-ций из Р2 , кот. можно выразить формулами над М.   [M] – замыкание М.

Опр: Мн-во ф-ций М наз. замкнутым классом, если мн-во М совпадает с замыканием мн-ва М ( M=[M] ). Р2 – замкнутый класс.

Замечание: Можно дать др. определение полноты!

М – полная система, если [M]=Р2 .

                                         Важнейшие замкнутые классы

1. Т0 – класс ф-ций сохраняющих константу 0 

Опр: Ф-ция ƒ( x1 ,…,xn ) сохраняет константу 0  из мн-ва {0,1} ,                   если ƒ( a1 ,…,an )=а.   T0={ƒ( x1 ,…,xn ) : ƒ( 0 ,…,0 )=0} 

Пример:    X
[image: image401.wmf]·

Y – сохраняет константу 0 , не сохраняет константу 1 

X
[image: image402.wmf]®

0 - сохраняет константу 1 , не сохраняет константу 0 

Докажем, что Т0 – замкнутый класс

◄ x1&x2 ,x1۷x2 , x
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Т0 , Т0=Ø

x1 | x2 ,x1
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T0 ≠Р2 
T0 
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Р2 
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 T0 – собственное подмн-во мн-ва Р2  

T0 = [ T0 ] 

T0 
[image: image410.wmf]Í

 [ T0 ] – это следует из того, что опр. из формулы любая ф-ция из T0 , явл. формулой над T0 
[image: image411.wmf]Þ

 T0 
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 [ T0 ] 

Ф( ƒ1 ,ƒ2 ,…,ƒS )
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[Т0 ]  ,   (ƒ1 ,ƒ2 ,…,ƒS )
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Т0   

Ф(  ƒ1(0 ,…,0) ,ƒ2(0 ,…,0) ,ƒS(0 ,…,0) )=Ф(0,0,…,0)=0 
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T0= [ T0 ] ►

2. T1 – класс ф-ций сохраняющих константу  0 

T1 = { ƒ(x1 ,…,xn ) : ƒ(1,…,1)=1}   | T0(n) | = | T1(n) | = 2
[image: image418.wmf]1

2

n

-

- мощность.

3. S – класс двойственных ф-ций 

T1 = { ƒ(x1 ,…,xn ) : ƒ*=ƒ }    | S(n) | = 2
[image: image419.wmf]1
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n

-

- мощность.

4. L – класс линейных ф-ций.

Опр: Ф-ция ƒ(x1 ,…,xn ) , для кот. полином Жегалкина имеет следующий линейный вид, относительно переменной x , a0 
[image: image420.wmf]Å
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 и наз. линейной ф-цией L={ ƒ(x1 ,…,xn ) : ƒ=a0
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xn  } 

| L(n) | = 2n+1 - мощность.

5. M – класс монотонных ф-ций 

Опр: Набор 
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Пример:    
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=(0110)     

                         ( 0≤1; 1≤1; 1≤1; 0≤0 )        
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Не любые 2 набора находятся в отношении предшествующих.

Опр: Ф-ция ƒ(x1 ,…,xn ) наз. монотонной, если для 2-х наборов 
[image: image454.wmf]a
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 и 
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[image: image456.wmf]a

~

 предшествует 
[image: image457.wmf]b

~

 , выполняется ƒ(
[image: image458.wmf]a

~

) 
[image: image459.wmf]p

 ƒ(
[image: image460.wmf]b

~

)

0, 1, x1&x2 ,x1۷x2 - 
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 монотонным

x1
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x2 , x1
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x2 , x1~x2 - 
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T0 , T1 , S , L , M – пересекаются все, но не совпадают. 
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Теорема Поста о  полноте: Для того чтобы ф-ция была полной необходимо и достаточно, чтобы она не содержалась целиком не в одном из классов T0 , T1 , S , L , M .

Следствие: Всякий замкнутый класс ф-ции ( из P2 ) ≠ P2 содержится в по крайней мере в одном из замкнутых классов T0 , T1 , S , L , M .

Рассмотрим систему ф-ций { ƒ1=x1&x2 , ƒ2=0, ƒ3=1, ƒ4=x1
[image: image466.wmf]Å

x2
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x3}    Покажем, что эта система ф-ций полна в P2 , для этого составим критериальную таблицу.
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Для того чтобы система ф-ций была полна, необходимо и достаточно,     чтобы в каждом столбце критериальной таблицы был хотя бы один ”—” .

Замечание: При удалении какой–либо ф-ции из системы, 

система становится неполной. Система ф-ций { ƒ1 ,ƒ2 ,…,ƒS } наз. базисом P2 , если она полна в P2 , но любая её подсистема будет неполной.

28. Элементы теории графов. Деревья. Геометрич-ая реализация графов.
Граф G задаётся мн-вом точек или вершин Х1, Х2,…,Хn , будем обозначать через Х и множеством линий или рёбер а1,а2,…,аn , которое будем обозначать через А соединенных между собой все или часть этих точек. Таким образом граф задается набором этих множеств G=(X , A) , если ребра из множества А ориентированы что обычно обозначается стрелкой то они называются дугами и граф с такими ребрами наз. ориентированным графом. 

Если ребра не имеют ориентации, то граф наз. неориентированным. Дуга может обозначатся упорядоченной парой. Если х1 и х2 концевые вершины дуги, а то говорят, что вершины х1 и х2 инцидентны дуге а или что дуга а инцидентна вершинам х1 и х2. Граф задается множеством вершин Х и соответствием Г это соответствие показывает как между собой связаны вершины. Г – отображение мн-ва Х к мн-ву Г, а граф обозначается G=(X,Г). Когда отображение Г действует не на одну вершину, а на мн-во вершин {x1,x2,...,xs}=xs, то под Г(xs) понимают объединение всех этих вершин.

Опр: путем или ориентированным маршрутом ориентированного графа наз. последовательность дуг, в кот. конечные вершины всякой дуги кроме последней явл. начальной вершиной следующей.

Опр: дуги а={xi,xj} (при i не равным j) и в={xk,xL} (при k не равным L) наз. смежными, если они имеют общие концевые вершины.

Опр: ориентированной цепью или простым путем наз. такой путь, в кот. каждая дуга используется не больше одного раза.

Простой ориентированной цепью или элементарным путем наз. такой путь в кот. каждые вершины используются не более одного раза. В случае неориентированного графа путь наз. маршрутом.
Опр: ацентричный граф, т.е. граф без циклов назю лесом. 

Дерево – это связный ацентрический граф. Очевидно что лес не содержит петель и кратных ребер, т.е. является обыкновенным графом.

Теорема: для графа G с n вершинами и m ребрами следующие условия эквивалентны:

а)G - дерево

б)G - связный граф и m=n-1

в)G - ациклический граф и m=n-1

г)G – граф, в кот. любые две вершины соединенные един-ной простой цепью.

д)G - ациклический граф для которого добавление нового ребра приводит к появлению точно одного простого цикла.

Опр: частичным графом для графа G(V,E) или полиграфом графа G наз. граф G’(V,E’), где явл. подмн-вом мн-ва E , т.е. частичный граф получается из исходного путем удаления из него некоторой части дуг.

Матрица смежности А(аij):

Для ориентированного графа: аij=1, если существует дуга <Vi,Vj>

                                                        аij=0, если не существует

для неориентированного графа: аij=числу ребер соед. Vi  и Vj.  

                                                           аij=0, если таких ребер нет. 

Матрица инцидентности:

Если ориентированный граф G с n-вершинами и m-ребрами то матрица B(Lij)  определяется следующим образом:

{вij=2, если петля ej является дугой при вершине Vi
{вij=1, если дуга ej выходит из вершины Vi
{вij=-1, если дуга ej заходит в вершину Vi
{вij=0, если дуга ei не инцидентна вершине Vi 

Если G неориентированный граф, то матрица инциденции определяется таким же образом, только -1 заменяется на 1.

Матрица достижимости (только для ориентированных графов):

Матрица R=(rij) достижимости определяется следующим образом:

а)rij =1, если вершина Vj достижима из вершиныVi 

б)rij=0 в противном случае.

Чтобы найти матрицу достижимости:

1)rij=1; 2)rij=1при (i не =j), если аij(в степени(k))>0  (1<=k<=n-1);

3)rij=0если аij(в степени(k))=0 (1<=k<=n-1).

Другой способ: 

1)сначала находим матрицу смежности А; 2)А*=А+Е, где Е-един. м-ца;

3)Аn-1; 4)rij=1, (aij)n-1>0; rij=0, (aij)n-1=0

Опр: граф G(V,E)  наз. взвешенным, если задана ф-ция c: E из области R, это означает, что каждому ребру E, такого графа, поставлено в соответствие число c(e), которое наз. весом или стоимостью ребра.
Для произвольного не нулевого графа G его весом будем называть сумму весов всех ребер графа G. 

Опр: граф G(V,E) наз. двудольным, если множество V можно разбить на два не пустых множества X и Y ,так что любое ребро графа соединяет вершину из X с вершиной из Y. Множества X и Y наз. долями двудольного графа G. Пусть R-множество ребер соединяющих вершину из множеств  X и Y тогда граф G можем записать в виде G(X,R,Y). 

Опр: пара сочетания Р в двудольном графе G(X,R,Y)  наз. такое множество ребер из R, что любые два различных ребра из множества Р не смежны, т.е. не имеют общих концевых вершин. Вершины не принадлежащие ни к одному ребру паросочетаний Р наз. свободными относительно Р или просто свободными, а все прочие насыщенными к Р или просто насыщенными.

29. Осн. модели теории графов: задачи коммивояжера, о назначении.
Пусть G(X,R,С,Y) взвешенный двудольный граф |X|=|Y|=n.

Требуется найти полное  паросочетание min веса, кот. также наз. оптимальным паросочетанием. 

Лемма №1 

Если веса всех ребер графа, инцидентные к какой-либо вершине, ув. или ум. на одно и тоже число, то всякие оптимальные паросочетания в графе  с новыми весами, явл. оптимальными и в графе с исходными весами, таким образом мы можем рассмотреть графы, веса ребер которых не отрицательны.

Пусть X’???X и Y???Y и d-некоторое число будем говорить что к графу G(XRCY) применена операция ( X’,d,Y’), если сначала из веса каждого ребра инцидентного вершине из  X’ вычтено d, а затем к весу каждого ребра инцидентного вершине из  Y’ прибавлено d. 

Лемма №2

Пусть G(X,R,C,Y) двудольный взвешенный граф с неотрицательными весами X’???X , Y’???Y и число d=min{C(x,y): x
[image: image470.wmf]Î

X’, y
[image: image471.wmf]Î

Y’}, если к графу G применить (X’,d,Y’) то:

1) Веса всех ребер G останутся не отрицательными; 

2) Веса ребер (x,y) , где x принадлежитX’, y принадлежит Y’ или  x принадлежит X\X’, y принадлежит Y\Y’ не изменяются.

Лемма №3

Если веса всех ребер графа не отрицательные и некоторое полное паросочетание состоит из ребер нулевого веса то оно является оптимальным.

Венгерский алгоритм.     

1) Преобразовать веса ребер данного графа таким образом чтобы веса всех ребер стали неотрицательными и вкаждой вершине стало инцедентно хотя бы одно ребро нулевого веса.

2) Пустое паросочетание объявить текущим паросочетанием М.

3) Если в графе все вершины насыщены, относ-но текущего паросочетания, то программа останавливается, текущее паросочетание является оптимальным.

4) Иначе выбрать произвольную свободную вершину х
[image: image472.wmf]Î

Х и искать 

М-чередующуюся цепь, кот. начинается в вершине х и состоит только из ребер нулевого веса.

5) Если цепь Р построена, то положить М=М???Р и возвращаемся к шагу 3.

6) Иначе, для множества х’???X, Y’???Y отмеченных в ходе поиска положить d=min{C(x,y):x принадлежитX’,y принадлежит Y\Y’} и применить к графу операцию (X’,d,Y’)

7) Из тех вершин x
[image: image473.wmf]Î

X’, в кот. стало инцидентно хотя бы одно ребро нулевого веса, возобновить поиск n чередующейся цепи используя только ребра нулевого веса, если такая цепь Р будет построена, то положить М=М???Р и возвращаться к шагу 3. Иначе - к шагу 6, при этом множество x’ и  y’ увеличится.

Задача Коммивояжера.

Задача №1: Дан ориентированный граф G, требуется найти в графе G гальмитонов цикл (или все циклы), если сущ. хотя бы один такой цикл.

Задача №2: Дан полный граф  G, дугам которого приписаны произвольные веса C=[cij], найти такой гальмитонов цикл (цепь), который имеет наименьший общий вес.

Задача нахождения гальмитонова цикла с наименьшим весом хорошо известна в литературе как задача коммивояжера. Если орграф G не полный, то его можно рассматривать как полный орграф, приписывая отсутствующим дугам бесконечный вес.

Сформулированная задача №1 является частным случаем задачи №2. 

В самом деле, приписывая случайным образом дугам зад. орграфа G конечные веса, получаем задачу коммивояжера. Если реш. для этой задачи, т.е. кратчайший гальмитонов цикл, имеет кон. значение, то это реш. явл. гальмитоновым циклом орграфа G. Рассмотрим снова полный орграф  G1 с общей матрицей весов дуг [cij] и рассм. задачу нах-ния такого гальмитонова цикла, в кот. самая длинная дуга минимальна. Эту задачу можно наз-ть минимаксной зад. коммивояжера, оттеняя ее ” минимаксную природу”, кот. в той же терминологии можно было бы наз-ть минисумной задачей. Покажем, что зад. №1 действ-но эквивалентна минимаксной зад. коммивояжера. В выше упомянутом полном орграфе  G1 мы можем наверняка найти гальмитонов цикл. Пусть это будет цикл Ф1, и пусть вес самой длинной его дуги равен c1. Удалив из  G1 
[image: image474.wmf]"

 дугу, вес кот. не меньше c1 ,получим орграф G2. Найдем в орграфе  G2 гальмитонов цикл Ф2, и пусть вес его самой длинной дуги равен c2. Удалив из G2 любую дугу, вес кот. не меньше c2, и так будем продолжать до тех пор, пока не получим орграф Gm+1, не содержащий никакого гальмитонова цикла. Гальмитонов цикл Фm в Gm, явл. тогда по определению реш. минимаксной задачи коммивояжера, т.к. из отсутствия гальмитонова цикла в Gm+1 следует, что в G1 не сущ. никакого гальмитонова цикла, не использующего по крайней мере одну дугу с весом, большим или равным cm . Т. о. , алгоритм нахождения гальмитонова цикла в орграфе решает также минимаксную задачу коммивояжера. Наоборот, если мы располагаем алгоритмом реш. последней задачи коммивояжера, то гальмитонов цикл в произвольном орграфе G  может быть найден с помощью построения полного орграфа G1 с тем же самым мн-вом вершин, что и в G , дугам кот., соот-щим дугам из G, приписаны единичные веса, а остальным дугам - бесконечные веса. Если реш. минимаксной задачи коммивояжера для G1 имеет конечный вес, то в графе G может быть найден соот. гальмитонов цикл. Если же реш. имеет бесконечный вес, то в графе G не сущ. никакого гальмитонова цикла. Сл-но, две указанные задачи можно рассм-ть как эквив-ные, поскольку было продемонстрировано, что алгоритм нахождения гальмитонова цикла позволяет решать минимаксную задачу коммивояжера и наоборот.

30. Дискретные автоматы.

Опр: Алфавитом наз. конечное множество символов, цепочка в алфавите 1 это конечная послед-ть символов из 1, пустая цепочка Е, это цепочка не содержащая символов. Конкатенация цепочек х и y наз. цепочка хy. Если цепочка имеет вид xyz, то х наз. её префиксом или началом, y- подцепочкой,  а z-суффиксом или концом. Длинной |х| цепочки х наз. число различных вхождений символов в х. 

Опр: Пусть 1 алфавит, регулярное выражение над 1 и языки представляемые или рекурсивно следующим образом: 

1) Пустое мн-во явл. регулярным выражением и представляет пустое мн-во.

2) Е является регулярным выражением и представляет множество {Е}.

3) Для каждого а принадлежащего 1, символ а явл. регулярным выражением и представляет мн-во состоящее из мн-ва {а}.

4) Если p и q- регулярное выражение, представляющее P и Q соответственно, то (p+q), (pq), (p*) явл. регулярными выраж-ми и представляют мн-во P???Q, PQ,P* при записи регулярного выражения можно опустить скобки если предположить, что операции возрастают в следующем порядке: 

+,конкатенация и итерация. Язык наз. регулярным, если его можно представить регулярным выражением. Два регулярных выражения ????? наз. эквивалентными и запис-ся ????? . Если они пред-ют одно и тоже мн-во. Опр: детерминированным конечным автоматом наз. машина, распознающая цепочки символов, она имеет входную ленту, разбитую на клетки, головку на входной ленте и управл-е устройство с конечным числом сост-й.

Конечный автомат М можно представить в виде пятерки (S,I,???,s0,F), где S- мн-во состояний управляющего устройства; I- входной алфавит, каждая клетка содержит из I; ???- отображение из S*I???S если ???(S,a)=S’, то всякий раз когда наш автомат М находится в состояние S, а входная головка обозревает символ а автомат M сдвигает одну головку вправо и переходит в состояние S’; s0- выделенное состояние в S, которое наз. начальными;  

F-подмножество в S наз-мое мн-во допуск-щих или заключ-ных состояний. Пусть I* множество цепочек конечной длинны состоящих из символов алфавита I, пустая цепочка также включается. Продолжим отображение ??? до декартовых отображений S*I???S следующим образом: 1) ???(S,Е)=S.

2) ???(S,xa)=???(???(S,x)a) для любых x
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I* и a
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I.

Входная цепочка x допускается автоматом M, если ???(s0,x)
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F, языком L(M) допуск-мых автоматом М, два состояния S1 и S2 наз. эквивалентными, если для каждого x
[image: image478.wmf]Î

I* состояние ???(S1,x) будет допускающим тогда и только тогда, когда состояние ???(S2,x) будет допускающим. Два конечных автомата М1 и М2 считаются эквивалентными, если L(М1)=L(М2). Мы можем показать, что с помощью алгоритма ОБЪЕДИНИТЬ – НАЙТИ можно распознать эквивалентность 2-х конечных автоматов М1 =(S1,I,
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d

,s1,F1)  и 

М2 =(S2,I,
[image: image480.wmf]2

d

,s2,F2) за O(nG(n)) шагов, где n=||S1|+|S2||.

Отношение эквивалентности 2-х состояний обладает важным свойством: если 2 состояния S и 
[image: image481.wmf]S

¢

 эквивалентны, то для всех входных символов а состояния δ(s,a)  и δ(
[image: image482.wmf]s
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,a) также эквивалентны. Кроме того, благодаря наличию пустой цепочки, никакое допускающее состояние не может оказаться эквивалентным не допускающему. Т. о., если допустить, что начальные состояния s1 и s2 автоматов M1 и M2 эквивалентны, то можно вывести другие пары эквивалентных состояний. Если в одну из таких пар попадет допускающее состояние вместе с не допускающим, то s1 и s2 были неэквивалентными. Если же это не произойдет, то верно обратное.
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