Вопрос 1

1. Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида y'=f(x,y)

2. Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида y'=P(x)y+Q(x), где P(x) и Q(x) – заданы непрерывными функциями или константами.

3. Общим интегралом от уравнения y`=f(x,y) называется уравнение Ф(x,y,c)=0, если оно задаёт общее решение в неявном виде С – const.

4. Дифференциальное уравнение первого порядка, разрешённое относительно производной, имеет вид y'=f(x,y)

5. Уравнение вида f(x,y,y`,y``)=0 называется дифференциальным уравнением порядок 2.

6. Интегралом (частным интегралом) дифференциального уравнения y'=f(x,y) называется соотношение Ф(x,y,c0)=0, c0 ​– определённое значение произвольной постоянной С.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       

7. Общим решением дифференциального уравнения y'=f(x,y) называется функция y=((x,c), с - const.

8. Уравнение вида f(x,y,y`)=0 называется дифференциальное уравнение порядка 1.

9. Дифференциальное уравнение второго порядка, разрешенное относительно второй производной, имеет вид y``=f(x,y,y`).

10. Общим интегралом  диф. уравнения второго порядка f(x,y,y`,y``)=0 называется соотношение вида Ф(x,y,C1,C2)=0, если оно задаёт общее решение в неявном виде.

Вопрос 2

1. Решением (частным решением) диф. уравнения y`=f(x,y) называется функция y=((ч), если (`(()=f(x,((x)), x ( (a,b).

2. Дифференциальное уравнение вида M1(x) M2(y)dx + N1(x) N2(y)dy=0 называется диф. уравнением 1-го порядка с разделяющимися переменными.

3. Однородным диф. уравнением первого порядка  называется уравнение вида 
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4. Дифференциальное уравнение вида y` + P(x)y=Q(x) называется линейным уравнением первого порядка

5. Диф уравнение с разделяющимися переменными называется уравнение вида 
[image: image2.wmf]dx
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=f(x)g(y)

6. Диф уравнение вида 
[image: image3.wmf])
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 называется однородным диф. уравнением 1 порядка.

7. Уравнением Бернулли называется диф. уравнение вида y`+P(x)y=Q(x)y(, ((0, ((1

8. Если 
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, то диф. уравнение вида P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 является уравнением в полных дифиринциалах.

9. Дифференциальное уравнение вида y` + P(x)y=y​​​​(Q(x), где ( - любое вещественное число, называется уравнение Бернулли.

10. Диф уравнение в поленых дифиринциалах называется уравнение вида P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0, если (U(x,y):Pdx +Qdy=dU.

Вопрос 3

1. Порядок уравнения F(y,y`,y``)=0 понижается заменой вида: y` равно p, y`` равно p
[image: image5.wmf]dy
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2. Если dU(x,y)=P(x,y)dx + Q(x,y)dy, то общий интеграл диф. уравнения P(x,y)dx+Q(x,y)=0 имеет вид U(x,y)=C, С – const.

3. Порядок уравнения F(y,y``,y```)=0 понижается заменой вида: y` равно p, y`` равно p`.

4. Общий интеграл диф. уравнения y``=f(x) имеет вид 
[image: image6.wmf]ò

ò

+

-

+

=

x

x

x

x

C

x

x

C

dx

x

f

y

0

0

2

0

1

)

(

)

)

(

(

.

5. Диф уравнение вида y`= 
[image: image7.wmf])
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 преобразуется в диф. уравнение с разделяющимися переменными с помощью замены y =tx
6. Общий интеграл диф. уравнения M1(x) M2(y)dx + N1(x) N2(y)dy=0 имеет вид 
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7. Диф уравнение вида y` + P(x)y=Q(x) интегрируется подстановкой y=ux
8. Порядок уравнения F(y,y`,y``)=0 понижается заменой вида: y` равно p, y`` равно p
[image: image9.wmf]dy

dp

.

9. Диф уравнение вида y` + P(x)y=ynQ(x) интегрируется подстановкой z(x)=y1-n, z`(x)=(1-n)y -ny
Вопрос 4

1. Геометрический смысл задачи Коши для уравнения y`=f(x,y) состоит в том, что через точку (x0,y(x0)) проходит единственная интегральная кривая с угловым коэффициентом касательной в точке (x0,y(x0)), tg(=f(x0,y0).

2. Задачей Коши для диф. уравнения y(n)= f(x,y,y`,...y(n-1)) называется нахождение решения y(n)= f(x,y,y`,...y(n-1)) удовлетворяющему системе 
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3. Задача об отыскивании частного решения диф. Уравнения y`=f(x,y), удовлетворяющему заданному начальному условию y(x0)=U0, называется задаче Коши.

4. Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для диф. уравнения y`=f(x,y) формулируется следующим образом: если в области ( f(x,y) непрерывна, а f`(x,y) ограничена, то ((x0,y0)( ( ((>0 на (x 0 - (, x 0 + () (! y=y(() – решение, y`= f(x,y), удовлетворяющее начальным условиям y(x 0)=U0 

5. Геометрически смысл решения задачи Коши для диф. уравнения y``= f(x,y,y`) состоит в том, что через точку (x0,y0) проходит единственная интегральная кривая имеющая заданный угол ( наклона касательной: tg(=y`(x0)=y`0
6. Задача об отыскивании частного решения диф. уравнения y``=f(x,y,y`), удовлетворяющему заданному начальному условию 
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, называется задаче Коши.

7. Задачей Коши для диф. уравнения y`= f(x,y) называется нахождение решения y`= f(x,y) удовлетворяющему системе 
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8. Теорема о существовании и единственности решения задачи Коши для диф. уравнения y`` =f(x,y,y`) формулируется следующим образом: если f(x,y,y`),
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непрерывно в области (, то ((x0,y0,y0`)( ( ((>0 на (x 0 - (, x 0 + () (! y=y(x) – решение, y``= f(x,y,y`), удовлетворяющее начальным условиям 
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9. Задачей Коши для диф. уравнения y``= f(x,y,y`) называется нахождение функции y=y(x) удовлетворяющему системе 
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10. Задачей Коши для диф. уравнения y```= f(x,y,y`,y``) называется нахождение функции y=y(x) удовлетворяющему системе 
[image: image17.wmf]ï
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Вопрос 5

1. Если корни характеристического уравнения k1,k2,k3 действительные и такие, что k1=k2 k1(k3, то общее решение уравнения y```+py``+qy`+ry=0 имеет вид: 
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2. Если корни характеристического уравнения k1,k2 действительные и различны, то общее решение уравнения y``+py`+qy=0 имеет вид: 
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3. Если корни характеристического уравнения такие, что k1,2=a(ib и k3 действителен, то общее решение уравнения y```+py``+qy`+ry=0 имеет вид: 
[image: image20.wmf])
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4. Для диф. уравнения y```+py``+qy`+ry =0 характеристическое уравнение имеет вид: k3+pk2+qk+r=0
5. Для диф. уравнения y``+py`+qy =0 характеристическое уравнение имеет вид: k2+pk+q=0
6. Если корни характеристического уравнения k1,k2 действительные и равны(k1=k2), то общее решение уравнения y``+py`+qy=0 имеет вид: 
[image: image21.wmf]x
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7. Если корни характеристического уравнения k1,k2,k3 действительные и различны, то общее решение уравнения y```+py``+qy`+ry=0 имеет вид: 
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8. Если корни характеристического уравнения такие, что k1,2=a(ib и k3 действителен, то общее решение уравнения y``+py`+qy =0 имеет вид: 
[image: image23.wmf])
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9. Если корни характеристического уравнения k1,k2,k3 действительны и равны(k1=k2=k3), то общее решение уравнения y```+py``+qy`+ry=0 имеет вид:
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10. Линейное однородное диф. уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами имеет вид: y``+py`+qy =0

Вопрос 6

1. Если в уравнение y``+py`+qy=x2e(x коэффициент ( такой, что (2+p(+q(0, то его частное решение имеет вид: 
[image: image25.wmf]y
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2. Если a(ib не является корнем уравнения k2+pk+q=0, то частное решение уравнения y``+py`+qy=e(x(xcosbx+sinbx) имеет вид: 
[image: image26.wmf]y

~

=e(x(Ax+B)cosbx+(Cx+D)sinbx.

3. Если ( - простой корень уравнения k2+pk+q =0, то частное решение уравнение y``+py`+qy=e(x имеет вид: 
[image: image27.wmf]y
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=Axe(x
4. Если a(ib является корнем уравнения k2+pk+q=0, то частное решение уравнения y``+py`+qy=e(x(cosbx+xsinbx) имеет вид: 
[image: image28.wmf]y
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=e(xx(Acosbx+(Bx+C)sinbx).

5. Если ( - кратный корень уравнения k2+pk+q =0, то частное решение уравнение y``+py`+qy=xe(x имеет вид: 
[image: image29.wmf]y
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=x2e(x(Ax+B)).

6. Если a(ib является корнем уравнения k2+pk+q=0, то частное решение уравнения y``+py`+qy=e(xx cosbx имеет вид: 
[image: image30.wmf]y
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7. Если ( - простой корень уравнения k2+pk+q =0, то частное решение уравнение y``+py`+qy= x2e(x имеет вид: 
[image: image31.wmf]y
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=xe(x(Ax2+Bx+C)

8. Если a(ib кореy уравнения k2+pk+q=0, то частное решение уравнения y``+py`+qy=e(xxsinbx имеет вид: 
[image: image32.wmf]y
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9. Если ( - кратный корень уравнения k2+pk+q =0, то частное решение уравнение y``+py`+qy=x2e(x имеет вид: 
[image: image33.wmf]y
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=x2e(x(Ax2+Bx+C)).

10. Если a(ib является корнем уравнения k2+pk+q=0, то частное решение уравнения y``+py`+qy=e(xcosbx имеет вид: 
[image: image34.wmf]y
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=xe(x(Acosbx+Bsinbx)

Вопрос 7

1. Если y1,y2,y3 являются функциями от x, то определитель Вронского имеет вид: W=
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2. Если функции y1 и y2 – линейно зависимы на отрезке [a,b], то при любом x([a,b] для определителя Вронского W(y1,y2) верно W=0

3. Если определитель Вронского W(y1,y2)(0 хотя бы в одной точке интервала (a,b), то функции y1 и y2 на интервале (a,b) линейно независимы.

4.  Если функции y1 и y2 – линейно зависимы на отрезке [a,b], то при любом x([a,b] то определитель Вронского W(y1,y2)=0

5. Если определитель Вронского W(y1,y2) =0 на интервала (a,b), то функции y1 и y2 на интервале (a,b) линейно зависимы.

6. Если для решения y1(x),y2(x), x([a,b] уравнение y``+py`+qy=0 определитель Вронского W(x0)=0, (x0([a,b]), то функции y1 и y2 линейно зависимы.

7. Если y1 и y2 – фундументальная система решений уравнения y``+py`+qy=0, а C1`(x) и С2`(x) есть решения системы
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, то y=С1(x)y1+ С2(x)y2 является общим решением уравнения y``+py`+qy=f(x).

8. Если для решения y1(x),y2(x), x([a,b] уравнение y``+py`+qy=0 определитель Вронского W(x0)(0, (x0([a,b]), то функции y1 и y2 линейно независимы.

9. Если y1,y2 являются функциями от x, то определитель Вронского имеет вид: W=
[image: image37.wmf]`
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10. Если решения y1,y2 решения уравнения y``+py`+qy=0 линейно зависимы на [a,b], то определитель Вронского W(x) для любого x([a,b] равен 0

Вопрос 8

1. Согласно методу вариации произвольных постоянных, если y0=C1y1+C2y2 – общее решение уравнения y``+py`+q=0, то общее решение уравнения y``+py`+q=f(x) имеет вид: y=C1(x)y1+C2(x)y2, где С1(x) и C2(x)y2 определяются из системы 
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2. Если 
[image: image39.wmf]y

~

1 и 
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2 – соответственно частное решение уравнений y``+py`+qy=f1(x), y``+py`+qy=f2(x), то сумма 
[image: image41.wmf]y
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2 есть частное решение y``+py`+qy=f1(x)+f2(x)

3. Если y1и y2 соответственно частное решение уравнений y``+py`+qy=0, то сумма y1+y2 есть также решение этого уравнения.

4. Если y1 и y2 – фундументальная система решений уравнения y``+py`+qy=0, а C1`(x) и С2`(x) есть решения системы
[image: image43.wmf]î
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, то общее решение уравнения y``+py`+qy=f(x) имеет вид: y=С1(x)y1+ С2(x)y2
5. Если y1 и y2 - линейно независимые решения уравнения y``+py`+qy=0, то его общее решение имеет вид:  y=С1(x)y1+ С2(x)y2.
6. Систему 
[image: image44.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]î
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можно светси к дифференциальному уравнению вида: 
[image: image46.wmf])
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 порядка 2.

7. Если решения y1,y2  уравнения y``+py`+qy=0 линейно независимы на [a,b], то для любого x([a,b] определитель Вронского не равен 0(W(x)(0)

8. Согласно принципу суперпозиции, частное решение  
[image: image47.wmf]y
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 уравнения y``+py`+qy=f1(x)+f2(x) представимо в виде суммы 
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2, где
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2 – частные решения уравнений y``+py`+qy=f1(x), y``+py`+qy=f2(x) соответственно.

9. Если y0 = общее решение уравнения y``+py`+qy=0, 
[image: image52.wmf]y
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- частное решение уравнения y``+py`+q=f(x), то общее решение неоднородного уравнения имеет вид: y=y0+
[image: image53.wmf]y

~

.

10. Систему 
[image: image54.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image55.wmf]ï
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можно светси к дифференциальному уравнению вида: 
[image: image56.wmf])
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 порядка 3.

Вопрос 9

1. Нормальная система двух диф. уравнений первого порядка имеет вид: 
[image: image57.wmf]ï
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2. Решение системы 
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 на [a,b] называется совокупность y1=y1(x), y2=y2(x), y3=y3(x), которая при подстановки в систему уравнений превращает её в тождество. 

3. Общим решение системы
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, где с1 и​ с2 – const
4. Нормальная система трёх диф. уравнений имеет вид: 
[image: image61.wmf]ï
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5. Задачей Коши для системы 
[image: image62.wmf]ï
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 называется определение функций 
[image: image63.wmf]3
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, удовлетворяющим системе уравнений и начальным условиям 
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6. Если y1 – частное решение уравнения y``+py`+qy=0, то Ay1 (A-const) тоже есть решение уравнения.

7. Решением системы
[image: image65.wmf]î
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на [a,b]  называется совокупность функций y1=y1(x), y2=y2(x), которые при подстановку в систему уравнений превращают её в тождество.

8. Задачей Коши для системы 
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 называется определение функций 
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, удовлетворяющим системе уравнений и начальным условиям 
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9. Общим решение системы 
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10. По определению фундументальной системой решений уравнения  y```+py``+qy`+ry=0 называется система функций
[image: image71.wmf]3
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, если равенство  С1(x)y1+С2(x)y2+С3(x)y3=0 выполняется лишь при С1=С2=С3=0

ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Если функции y1 и y2 – линейно зависимы на отрезке [a,b], то определитель Вронского на этом отрезке равен 0. 

Док-во: Пусть y1,y2  - линейно зависимы => столбцы W(y1,y2) пропорциональны

y2=Cy1(x) 

y2`=Cy1`(x)










Ч.Т.Д.

Если y1 и y2 – линейно независимые решения уравнения y``+py`+qy=0, то его общее решение имеет вид: y=С1y1 + С2y2 (*).

Док-во: Согласно теореме (Если y1 и y2 – частные решения уравнения y``+py`+qy=0, то его C1y1+ C2y2  есть частное решение) . y=C1y1+ C2y2 есть решение уравнения y``+py`+qy=0

Осталось доказать что из него можно выразить единственное частное решение, удовлетворяющее начальным условиям: 
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- начальные условия подставим их в (*)
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=> W(x0)=
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Так как решения образуют фундаментальную систему => W(x0)(0= > система имеет единственное решение:
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[image: image77.wmf])
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- частное решение.










Ч.Т.Д.

Если y1 и y2 – частные решения уравнения y``+py`+qy=0, то его y1+ y2  есть частное решение.

Док-во: 
[image: image78.wmf]+
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(y1+y2)``+p(x) (y1+y2)`+ q(x)(y1+y2)=0








Ч.Т.Д.

Метод вариации произвольной постоянной

Согласно методу вариации произвольной постоянной, общее решение y``+py`+qy=f(x) имеет вид: y(x)=
[image: image79.wmf]y

~

(x)+y0(x)


[image: image80.wmf]y

~

(x) – частное решение y``+py`+qy=f(x)

y0(x) – общее решение y``+py`+qy=0
Док-во: Пусть 
[image: image81.wmf]y

~

(x) – частное решение y``+py`+qy=f(x). Если y(x) – другое решение y``+py`+qy=f(x), то (
[image: image82.wmf]y

~

(x) – y(x)) – решение y``+py`+qy=0. Можно подобрать константу в общем решении y``+py`+qy=0 так чтобы получить эту функцию
 y–
[image: image83.wmf]y

~

=y0=>  y=
[image: image84.wmf]y

~

+y0









Ч.Т.Д.

Если уравнение y``+py`+qy=Pn(x)e(x, Pn(x) – многочлен n-ой степени, то частное решение 
[image: image85.wmf]y

~

 имеет вид: 
[image: image86.wmf]y

~

=xrQn(x)e(x(к – сколько раз ( встречается в характеристическом уравнении).

Вывод: Случай 1) ((k1, ((k2
Тогда r=0 
[image: image87.wmf]y
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=Qn(x)e(x,  (*)


[image: image88.wmf]y
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`=Q`n(x)e(x+ Qn(x)e(x(

[image: image89.wmf]y

~

``=Q``n(x)e(x+ 2Q`n(x)e(x + Qn(x)e(x(2
Подставим в y``+py`+qy=Pn(x)e(x
Q``n(x)+ (2(+p)Q`n(x) + ((2+p(+q)Qn(x)=Pn(x)  (**)

Слева – многочлен степени n с неопределенными коэффициентами, а с права- многочлен n степени с известными коэффициентами. Приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях x и решаем систему.

Случай 2) (=k1(k2 (( - простой корень)
т.к. при подстановка (*) в (**) (2+p(+q=0 => В левой части – многочлен степени (n-1), а с права – многочлен степени n, чтобы получить тождество многочленов решении 
[image: image90.wmf]y

~

, нужно иметь многочлен степени (n +1).=> 
[image: image91.wmf]y

~

=xQn(x)e(x, r=1

Случай 3) (=k1=k2(( - двухкратный корень)

т.к. при подстановка (*) в (**) 2(+p=0 => В левой части – многочлен степени (n-2), а с права – многочлен степени n, чтобы получить тождество многочленов решении 
[image: image92.wmf]y
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, нужно иметь многочлен степени (n +2).=> 
[image: image93.wmf]y
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=x2Qn(x)e(x, r=2










Ч.Т.Д.

Если p2–4q>0, то линейно независимые частные решения уравнения y``+py`+qy=0 (*) имеют вид
[image: image94.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

x

k

x

k

e

y

e

y

2

1

2

1

, где k1и k2 – корни характеристического уравнения: k1(k2
Док-во:

1) Докажем, что y1=e(x удовлетворяет (*)

(e(x)``+p(e(x)`+qe(x=0

k12e(x+ pk1e(x+ qe(x=0

e(x(k12+pk1+q)=0

k12+pk1+q=0

p2–4q>0 т.к. k1– корень характеристического уравнения.

2) Докажем, что y2=e(x удовлетворяет (*)

Доказательство аналогично

















Ч.Т.Д.

Общий интеграл уравнения в полных дифференциалах P(x,y)dx +Q(x,y)dy=0 имеет вид: U(x,y)=C, C – const.    

Док-во: Пусть выполняется P`y=Q`x => 
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Интеграл не зависит от пути интегрирования соединяющего точки.

Если мы возьмём другой путь то 2 пути будут ограничевать область G.
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[image: image100.wmf])

,

(

)

,

(

1

)

,

(

)

,

(

0

y

x

P

dt

y

t

P

x

x

y

x

U

y

x

x

U

x

x

x

x

¾

¾

®

¾

D

=

D

-

D

+

®

D

D

+

ò












Ч.Т.Д.

Общее решение уравнения y`+P(x)y=Q(x) (P(x), Q(x) – непрерывные на [a,b] функции) имеет вид: y=
[image: image101.wmf]y

~

+y0, где y0 – решение y`+P(x)y=0, 
[image: image102.wmf]y

~

 – частное решение y`+P(x)y=Q(x).

Вывод: y0` + P(x)y0=0

y0` = –P(x)y0
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Будем искать 
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