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Глава 4. ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ. СЛУЧАЙНЫЕ ПОГРЕШНОСТИ.

4.1. Основные понятия и определения

При анализе измерений следует четко разграничивать два понятия: истинные значения физических величин и их эмпирические проявления - результаты измерений.

Истинные значения физических величин - это значения, идеальным образом отражающие свойства данного объекта как в количественном, так и в качественном отношении. Они не зависят от средств нашего познания и являются абсолютной истиной. 

Результаты измерений, напротив, являются продуктами нашего познания. Представляя собой приближенные оценки значений величин, найденные путем измерения, они зависят не только от них, но еще и от метода измерения, от технических средств, с помощью которых проводятся измерения, и от свойств органов чувств наблюдателя, осуществляющего измерения.

Разница [image: image1.png]


между результатами измерения X' и истинным значением Q измеряемой величины называется погрешностью измерения [17]:

	[image: image2.png]



	(1)


Но поскольку истинное значение Q измеряемой величины неизвестно, то неизвестны и погрешности измерения, поэтому для получения хотя бы приближенных сведений о них приходится в формулу (1) вместо истинного значения подставлять так называемое действительное значение.

Под действительным значением физической величины мы будем понимать ее значение, найденное экспериментально и настолько приближающееся к истинному, что для данной цели оно может быть использовано вместо него.

Причинами возникновения погрешностей являются: несовершенство методов измерений, технических средств, применяемых при измерениях, и органов чувств наблюдателя. В отдельную группу следует объединить причины, связанные с влиянием условий проведения измерений. Последние проявляются двояко. С одной стороны, все физические величины, играющие какую-либо роль при проведении измерений, в той или иной степени зависят друг от друга. Поэтому с изменением внешних условий изменяются истинные значения измеряемых величин. С другой стороны, условия проведения измерений влияют и на характеристики средств измерений и физиологические свойства органов чувств наблюдателя и через их посредство становятся источником погрешностей измерения.

Описанные причины возникновения погрешностей определяются совокупностью большого числа факторов, под влиянием которых складывается суммарная погрешность измерения - см. формулу (1). Их можно объединить в две основные группы.

1. Факторы, проявляющиеся весьма нерегулярно и столь же неожиданно исчезающие или проявляющиеся с интенсивностью, которую трудно предвидеть. К ним относятся, например, перекосы элементов приборов в их направляющих, нерегулярные изменения моментов трения в опорах, малые флюктуации влияющих величин, изменения внимания операторов и др.

Доля, или составляющая, суммарной погрешности измерения (1), определяемая действием факторов этой группы, называется случайной погрешностью измерения. Ее основная особенность в том, что она случайно изменяется при повторных измерениях одной и той же величины.

При создании измерительной аппаратуры и организации про-цесса измерения в целом интенсивность проявления большинства факторов данной группы удается свести к общему уровню, так что все они влияют более или менее одинаково на формирование случайной погрешности. Однако некоторые из них, например внезапное падение напряжения в сети электропитания, могут проявиться неожиданно сильно, в результате чего погрешность примет размеры, явно выходящие за границы, обусловленные ходом эксперимента в целом. Такие погрешности в составе случайной погрешности называются грубыми. К ним тесно примыкают промахи - погрешности, зависящие от наблюдателя и связанные с неправильным обращением со средствами измерений, неверным отсчетом показаний или ошибками при записи результатов.

2. Факторы, постоянные или закономерно изменяющиеся в процессе измерительного эксперимента, например плавные изменения влияющих величин или погрешности применяемых при измерениях образцовых мер. Составляющие суммарной погрешности (1), определяемые действием факторов этой группы, называются систематическими погрешностями измерения. Их отличительная особенность в том, что они остаются постоянными или закономерно изменяются при повторных измерениях одной и той же величины. До тех пор, пока систематические погрешности больше случайных, их зачастую можно вычислить или исключить из результатов измерений надлежащей постановкой опыта.

Таким образом, мы имеем два типа погрешностей измерения: 

· случайные (в том числе грубые погрешности и промахи), изменяющиеся случайным образом при повторных измерениях одной и той же величины; 

· систематические погрешности, остающиеся постоянными или закономерно изменяющиеся при повторных измерениях.

В процессе измерения оба вида погрешностей проявляются одновременно, и погрешность измерения можно представить в виде суммы:

	[image: image3.png]



	(2)



где [image: image4.png]


- случайная, а [image: image5.png]


- систематическая погрешности. 

Для получения результатов, минимально отличающихся от истинных значений величин, проводят многократные наблюдения за измеряемой величиной с последующей математической обработкой опытных данных. Поэтому наибольшее значение имеет изучение погрешности как функции номера наблюдения, т. е. времени [image: image6.png]A(t)



. Тогда отдельные значения погрешностей можно будет трактовать как набор значений этой функции:
[image: image7.png]A =AG), Ay =AG), A, =AE,).




В общем случае погрешность является случайной функцией времени, которая отличается от классических функций математического анализа тем, что нельзя сказать, какое значение она примет в момент времени t. Можно указать лишь вероятности появления ее значений в том или ином интервале. В серии экспериментов, состоящих из ряда многократных наблюдений, мы получаем одну реализацию этой функции. При повторении серии при тех же значениях величин, характеризующих факторы второй группы, неизбежно получаем новую реализацию, отличающуюся от первой.

Реализации отличаются друг от друга из-за влияния факторов первой группы, а факторы второй группы, одинаково проявляющиеся при получении каждой реализации, придают им некоторые общие черты (рис.1).

[image: image8.png]L@,
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Погрешность измерений, соответствующая каждому моменту времени [image: image9.png]


, называется сечением случайной функции [image: image10.png]A(t)



. В каждом сечении в большинстве случаев можно найти среднее значение погрешности [image: image11.png]


, относительно которого группируются погрешности в различных реализациях. Если через полученные таким образом точки [image: image12.png]


провести плавную кривую, то она будет характеризовать общую тенденцию изменения погрешности во времени. Нетрудно заметить, что средние значения [image: image13.png]


определяются действием факторов второй группы и представляют собой систематическую погрешность измерения в момент времени [image: image14.png]


, а отклонения [image: image15.png]


от среднего в сечении , соответствующие [image: image16.png]


-й реализации, дают нам значения случайной погрешности. Последние являются уже представителями случайных величин - объектов изучения классической теории вероятностей.

Предположим, что [image: image17.png]8)=0



, т.е. систематические погрешности тем или иным способом исключены из результатов наблюдений, и будем рассматривать только случайные погрешности, средние значения которых равны нулю в каждом сечении. Предположим далее, что случайные погрешности в различных сечениях не зависят друг от друга, т.е. знание случайной погрешности в одном сечении как ординаты одной реализации не дает нам никакой дополнительной информации о значении, принимаемом этой реализацией в любом другом сечении. Тогда случайную погрешность можно рассматривать как случайную величину, а ее значения при каждом из многократных наблюдений одной и той же физической величины - как ее эмпирические проявления, т.е. как результаты независимых наблюдений над ней.

В этих условиях случайная погрешность измерений [image: image18.png]


определяется как разность между исправленным результатом Х измерения и истинным значением Q измеряемой величины:

	[image: image19.png]



	(3)



причем исправленным будем называть результат измерений, из которого исключены систематические погрешности. 

При проведении измерений целью является оценка истинного значения измеряемой величины, которое до опыта неизвестно. Результат измерения включает в себя помимо истинного значения еще и случайную погрешность, следовательно, сам является случайной величиной. В этих условиях фактическое значение случайной погрешности, полученное при поверке, еще не характеризует точности измерений, поэтому не ясно, какое же значение принять за окончательный результат измерения и как охарактеризовать его точность.

Ответ на эти вопросы можно получить, используя при метрологической обработке результатов измерения методы математической статистики, имеющей дело именно со случайными величинами.

.2. Описание случайных погрешностей с помощью функций распределения

Рассмотрим результат наблюдений Х за постоянной физической величиной Q как случайную величину, принимающую различные значения Z, в различных наблюдениях за ней. Значения [image: image20.png]


будем называть результатами отдельных наблюдений.

Наиболее универсальный способ описания случайных величин заключается в отыскании их интегральных или дифференциальных функций распределения [1].

Под интегральной функцией распределения результатов наблю-дений понимается зависимость вероятности того, что результат наблюдения [image: image21.png]


в i-м опыте окажется меньшим некоторого теку-щего значения х, от самой величины х:

	[image: image22.png]F,(x)=P(X; £x)




	(4)


Здесь и в дальнейшем большие буквы используются для обозначения случайных величин, а маленькие - значений, принимаемых случайными величинами. Поскольку функция распределения вероятности представляет собой вероятность, то она удовлетворяет следующим свойствам:

[image: image23.png]0< Fy () 11pn x € (o),
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На рис.2 показаны примеры функций распределения вероятности.

[image: image24.png]



Более наглядным является описание свойств результатов наблюдений и случайных погрешностей с помощью дифференциальной функции распределения, иначе называемой плотностью распределения вероятностей:

	[image: image25.png]F )= dFy(x)/ dx




	(5)


Физический смысл f(x) состоит в том, что произведение f(x)dx представляет вероятность попадания случайной величины Х в интервал от х до х + dx , т.е.

	[image: image26.png]Jodx=P(xs X <x+dx).




	(6)


Свойства плотности распределения вероятности:

  [image: image27.png][reos=1



- вероятность достоверного события равна 1;
иными словами, площадь, заключенная между кривой дифференциальной функции распределения и осью абсцисс, равна единице;

  [image: image28.png]x2
[f@dc= Fr Gey)- Fr Ga)

El



- вероятность попадания случайной величины в интервал от
 [image: image29.png]


до [image: image30.png]


. 

От дифференциальной функции распределения легко перейти к интегральной путем интегрирования:

	[image: image31.png]FiG= [pyGodtc




	(7)


Размерность плотности распределения вероятностей, как это следует из формулы (7), обратна размерности измеряемой величины, поскольку сама вероятность - величина безразмерная.

Используя понятия функций распределения, легко получить выражения для вероятностей того, что результат наблюдений Х или случайная погрешность [image: image32.png]


примет при проведении измерения некоторое значение в интервале [image: image33.png][x,x2]



или [image: image34.png][61.62]



.

В терминах интегральной функции распределения имеем:

[image: image35.png]Pl X €x)=Pl-0 <X €xp}-Pi-0< X £x{=F,(x3)- F,(x)





[image: image36.png]P(b) <6<£6;)=Pi-0 <5< 8}~ Pl-w< 58 {= Fs(8;) - Fs(4y)





т.е. вероятность попадания результата наблюдений или случайной погрешности в заданный интервал равна разности значений функции распределения на границах этого интервала.

Заменяя в полученных формулах интегральные функции распределения на соответствующие плотности распределения вероятностей согласно выражению (7), получим формулы для искомой вероятности в терминах дифференциальной функции распределения:

	[image: image37.png]Pl <X <) = jpx(f)df jpx(f)df Trrcous
I




	(8)
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	(9)


Таким образом, вероятность попадания результата наблюдения или случайной погрешности в заданный полуоткрытый интервал равна площади, ограниченной кривой распределения, осью абсцисс и перпендикулярами к ней на границах этого интервала. Необходимо отметить, что результаты наблюдений в значительной степени сконцентрированы вокруг истинного значения измеряемой величины и по мере приближения к нему элементы вероятности их появления возрастают. Это дает основание принять за оценку истинного значения измеряемой величины координату центра тяжести фигуры, образованной осью абсцисс и кривой распределения, и называемую математическим ожиданием результатов наблюдений:

	[image: image39.png]MIX]= o, GOde=rm,




	(10)


В заключение можно дать более строгое определение постоян-ной систематической и случайной погрешностей.

Систематической постоянной погрешностью называется отклонение математического ожидания результатов наблюдений от истинного значения измеряемой величины:

	[image: image40.png]



	(11)




а случайной погрешностью - разность между результатом единичного наблюдения и математическим ожиданием результатов

	[image: image41.png]6=X-M[X]




	(12)




В этих обозначениях истинное значение измеряемой величины составляет

	[image: image42.png]O=X-0-9



.
	(13)


4.3. Моменты случайных погрешностей

Функция распределения является самым универсальным способом описания поведения случайных погрешностей. Однако для определения функций распределения необходимо проведение весьма кропотливых научных исследований и обширных вычислительных работ. Поэтому к такому способу описания случайных погрешностей прибегают иногда при исследовании принципиально новых мер и измерительных приборов.

Значительно чаще бывает достаточно охарактеризовать случайные погрешности с помощью ограниченного числа специальных величин, называемых моментами [3].

Начальным моментом n-го порядка результатов наблюдений называется интеграл вида

	[image: image43.png]0, () = MX"]= [, ()i




	(14)



представляющий собой математическое ожидание степени [image: image44.png]


. 

При n=1
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	(15)



т.е. первый начальный момент совпадает с математическим ожиданием результатов измерений. 

Центральным моментом n-го порядка результатов наблюдений называется интеграл вида

	[image: image46.png]b= (% -, )= J(x 1y pa (i




	(16)


Вычислим первый центральный момент:

	[image: image47.png](D)= [ mm, ), (= [, e, [y Gtz =my =y = 0




	(17)


Таким образом, первый центральный момент результатов наблюдений равен нулю. Важно отметить, что начальные и центральные моменты случайных погрешностей совпадают между собой и с центральными моментами результатов наблюдений, поскольку математическое ожидание случайных погрешностей равно нулю.

Особое значение наряду с математическим ожиданием результатов наблюдений имеет второй центральный момент, называемый дисперсией результатов наблюдений.

При n=2
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	(18)


Дисперсия D[X] случайной погрешности равна дисперсии результатов наблюдений и является характеристикой их рассеивания относительно математического ожидания.

Если математическое ожидание результатов наблюдений можно рассматривать в механической интерпретации как абсциссу центра тяжести фигуры, заключенной между кривой распределения и осью Ох, то дисперсия является аналогом момента инерции этой фигуры относительно вертикальной оси, проходящей через центр тяжести.

Дисперсия имеет размерность квадрата измеряемой величины, поэтому она не совсем удобна в качестве характеристики рассеивания. Значительно чаще в качестве последней используется положительное значение корня квадратного из дисперсии, называемое средним квадратическим отклонением результатов наблюдений:

	[image: image49.png]


.
	(19)


С помощью среднеквадратического отклонения можно оценить вероятность того, что при однократном наблюдении случайная погрешность по абсолютной величине не превзойдет некоторой наперед заданной величины [image: image50.png]


, т. е. вероятность [image: image51.png]


. Для этого рассмотрим формулу, известную как неравенство Чебышева:

	[image: image52.png]


или [image: image53.png]P{
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Полагая [image: image54.png]g=30y



, можно найти вероятность того, что результат однократного наблюдения отличается от истинного значения на величину, большую утроенного среднеквадратического отклонения, т. е. вероятность того, что случайная погрешность окажется больше [image: image55.png]30x



:
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Вероятность того, что погрешность измерения не превысит [image: image57.png]30x



, составит соответственно

[image: image58.png]P{|8|<e}z1-0.11=10.89.




Неравенство Чебышева дает только нижнюю границу для вероятности [image: image59.png]


, меньше которой она не может быть ни при каком распределении. Обычно [image: image60.png]P{|8]} <30



значительно больше 0.89. Так, например, в случае нормального распределения погреш-ностей эта вероятность составляет 0.9973.

Математическое ожидание и дисперсия являются наиболее часто применяемыми моментами, поскольку они определяют наиболее важные черты распределения: положение центра распределения и степень его разбросанности. Для более подробного описания распределения используются моменты более высоких порядков.

Третий момент случайных погрешностей служит характеристикой асимметрии, или скошенности распределения. В общем случае любой нечетный момент случайной погрешности характеризует асимметрию распределения. Действительно, если распределение обладает свойством симметрии, то все функции вида [image: image61.png]5 ps(d)



, где s = l, 3, 5..., являются нечетными функциями [image: image62.png]


(рис.3).

Поэтому все нечетные моменты, являющиеся интегралами этих функций в бесконечных пределах, должны равняться нулю. Отличие этих моментов от нуля как раз и указывает на асимметрию распределения. Простейшим из нечетных моментов является третий момент [image: image63.png]p3[8]



. Чтобы получить безразмерную характеристику, третий момент делят на третью степень среднеквадратического отклонения и получают коэффициент асимметрии, или просто асимметрию Sk распределения:

	[image: image64.png]se= 1l




	(21)
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Для иллюстрации сказанного на рис.4 приведены три кривые распределения случайных погрешностей с положительной, отрицательной и нулевой асимметрией.

Четвертый момент служит для характеристики плосковершинности или островершинности распределения случайных погрешностей. Эти свойства описываются с помощью эксцесса - безразмерной характеристики, определяемой выражением
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	(22)


Число 3 вычитают из отношения [image: image67.png]8]

Gy



потому, что для широко распространенного нормального распределения погрешностей [image: image68.png]p4l8]=30%x



. Таким образом, для нормального распределения эксцесс равен нулю, более плосковершинные распределения обладают отрицательным эксцессом, более островершинные - положительным (рис.5).
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4.4. Виды распределения результатов наблюдения и случайных погрешностей

Случайная погрешность измерения образуется под влиянием большого числа факторов, сопутствующих процессу измерения. В каждой конкретной ситуации работает свой механизм образования погрешности. Поэтому естественно предположить, что каждой ситуации должен соответствовать свой тип распределения погрешности. Однако во многих случаях имеются возможности еще до проведения измерений сделать некоторые предположения о форме функции распределения, так что после проведения измерений остается только определить значения некоторых параметров, входящих в выражение для предполагаемой функции распределения.

Случайная погрешность характеризует неопределенность наших знаний об истинном значении измеряемой величины, полученных в результате проведенных наблюдений. Согласно К. Шеннону мерой неопределенности ситуации, описываемой случайной величиной X, является энтропия [4]

[image: image70.png]H=— [pr@n py ()





являющаяся функционалом дифференциальной функции распределения [image: image71.png]px(x)



. Можно предположить, что любой процесс измерения формируется таким образом, что неопределенность результата наблюдений оказывается наибольшей в некоторых пределах, определяемых допускаемыми значениями погрешности. Поэтому наиболее вероятными должны быть такие распределения [image: image72.png]px(x)



, при которых энтропия обращается в максимум. 

Для выявления вида наиболее вероятных распределений рассмотрим несколько наиболее типичных случаев [3].

1. В классе распределений результатов наблюдений [image: image73.png]px(x)



, обладающих определенной зоной рассеивания между значениями х = b и х = а шириной b-а=2а, найдем такое, которое обращает в максимум энтропию [image: image74.png]b
H=—[pr(in pr ()



при наличии ограничивающих условий:
[image: image75.png]px(x)>0



, [image: image76.png]b
[Py =1



, [image: image77.png]b
[P =g



,
где [image: image78.png]


- математическое ожидание результатов наблюдений. Решение поставленной задачи находится методом множителей Лагранжа.

Искомая плотность распределения результатов наблюдений описывается выражением

	[image: image79.png]



	(23)



Такое распределение результатов наблюдений называется равномерным. 

Значения дифференциальной функции распределения равномерной распределенной случайной погрешности постоянны в интервале [- а; + а], а вне этого интервала равны нулю (рис.6). 
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Поэтому выражение для дифференциальной функции распределения случайной погрешности можно записать в виде
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	(24)


Определим числовые характеристики равномерного распределения. Математическое ожидание случайной погрешности находим по формуле (10):
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Дисперсию случайной равномерно распределенной погрешности можно найти по формуле (18):

[image: image83.png]1
6a

- o q
3]= [8"ps(8)dd= [ &' —dd=
3] { P5(d) £ ™

5=

=




В силу симметрии распределения относительно математического ожидания коэффициент асимметрии должен равняться нулю:

[image: image84.png]



Для определения эксцесса найдем вначале четвертый момент случайной погрешности:

[image: image85.png]ba= jm(a)ffp daf—a‘






поэтому

[image: image86.png]



В заключение найдем вероятность попадания случайной погрешности в заданный интервал [[image: image87.png]by, 6,



], равный заштрихованной площади на рис.7.
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2. В классе распределений результатов наблюдений [image: image90.png]px(x)



, обладающих определенной дисперсией [image: image91.png]


, найдем такое, которое обращает в максимум энтропию [image: image92.png]H== [Pz () pr ()



при наличии ограничений:

[image: image93.png]px(x)>0



, [image: image94.png][prtods=1



, [image: image95.png]Jr(ds=




, [image: image96.png]Jlomme) prladr=o%



.

Решение этой задачи также находится методом множителей Лагранжа. Искомая плотность распределения результатов наблюдений описывается выражением

	[image: image97.png]



	(25)



где [image: image98.png]


- математическое ожидание и [image: image99.png]


- среднеквадратическое отклонение результатов наблюдений. 

Учитывая, что при полном исключении систематических погрешностей [image: image100.png]x-mx=5



и [image: image101.png]Ox =03



, для дифференциальной функции распределения случайной погрешности можно записать уравнение

	[image: image102.png]



	(25)


Распределение, описываемое уравнениями (25) и (26), называется нормальным или распределением Гаусса.

На рис.8 изображены кривые нормального распределения случайных погрешностей для различных значений среднеквадратического отклонения [image: image103.png](0, >0, >03)



.
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Из рисунка видно, что по мере увеличения среднеквадратического отклонения распределение все более и более расплывается, вероятность появления больших значений погрешностей возрастает, а вероятность меньших погрешностей сокращается, т.е. увеличивается рассеивание результатов наблюдений.

Вычислим вероятность попадания результата наблюдения в некоторый заданный интервал [image: image105.png](x1,%7]



:

[image: image106.png]¢
2 5 £
Py <X <xy)= [py(x=——c fe 2% dx
e N |

xn




Заменим переменные:

[image: image107.png]




после чего получим следующее выражение для искомой вероятности:
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Интегралы, стоящие в квадратных скобках, не выражаются в элементарных функциях, поэтому их вычисляют с помощью так называемого нормированного нормального распределения с дифференциальной функцией

	[image: image109.png]



	(27)



В приложении (табл.П.5 и П.6) приведены значения дифференциальной функции нормированного нормального распределения, а также интегральной функции этого распределения, определяемой как
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С помощью функции Ф(z) вероятность [image: image111.png]Plx; < X €£x3)



находят как

	[image: image112.png]Py < X <xy) = Dlty) - Dty = m[ﬂ] - @[ﬂ}
Gx

Cx
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При использовании данной формулы следует иметь в виду тождество

[image: image113.png]Oz) =1-D(-2),





вытекающее непосредственно из определения функции Ф(z). 

Широкое распространение нормального распределения погрешностей в практике измерений объясняется центральной предельной теоремой теории вероятностей, являющейся одной из самых замечательных математических теорем, в разработке которой принимали участие многие крупнейшие математики - Муавр, Лаплас, Гаусс, Чебышев и Ляпунов. Центральная предельная теорема утверждает, что распределение случайных погрешностей будет близко в нормальному всякий раз, когда результаты наблюдения формируются под влиянием большого числа независимо действующих факторов, каждый из которых оказывает лишь незначительное действие по сравнению с суммарным действием всех остальных.

3. Предположим, что результаты наблюдений распределены нормально, но их среднеквадратическое отклонение является величиной случайной, изменяющейся от опыта к опыту. Такое предположение более осторожное, чем предположение о неизменности [image: image114.png]


в течение всего времени измерений. В этом случае, рассуждая таким же образом, как и прежде, легко найти, что энтропия обращается в максимум, если результаты наблюдений имеют распределение Лапласа с плотностью

	[image: image115.png]ko
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	(30)


где [image: image116.png]


- математическое ожидание, [image: image117.png]


- среднеквадратическое отклонение результатов наблюдения. Распределением Лапласа следует пользоваться в тех случаях, когда точностные характеристики заранее неизвестны или нестабильны во времени.

Дифференциальная функция распределения случайных погрешностей получается подстановкой [image: image118.png]b=x-myg



и [image: image119.png]Oy =0y



в выражение (30):

[image: image120.png]



Асимметрия распределения равна нулю, поскольку распределение симметрично относительно нуля, а эксцесс в соответствии с формулой (22) составляет

[image: image121.png]



Таким образом, по сравнению с нормальным распределением (Ех = 0) равномерное распределение является более плосковершинным (Ех = -1.2), а распределение Лапласа - более островершинным (Ех = 3).

4.5. Точечные оценки истинного значения и среднеквадратического отклонения

Мы подошли к решению вопроса о том, как на основании полученной в эксперименте группы результатов наблюдений оценить истинное значение, т.е. найти результат измерений, как оценить его точность, т.е. меру его приближения к истинному значению.

Эта задача является частным случаем статистической задачи нахождения оценок параметров функции распределения случайной величины на основании выборки - ряда значений, принимаемых этой величиной в n независимых опытах. Оцениваемыми параметрами являются математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение, поскольку только они входят в выражение для дифференциальных функций всех трех рассмотренных выше распределений. В уравнениях (25) и (30) для нормального распределения и распределения Лапласа эти параметры входят явно, а в уравнения (23) и (24) для равномерного распределения - не явно, поскольку
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Оценку [image: image123.png]


параметра а назовем точечной, если она выражается одним числом. Любая точечная оценка, вычисленная на основании опытных данных, является их функцией и поэтому сама должна представлять собой случайную величину с распределением, зави-сящим от распределения исходной случайной величины, в том числе от самого оцениваемого параметра и от числа опытов n.

К точечным оценкам предъявляется ряд требований, определяющих их пригодность для описания самих параметров.

1. Оценка называется состоятельной, если при увеличении числа наблюдений она приближается (сходится по вероятности) к значению оцениваемого параметра.

2. Оценка называется несмещенной, если ее математическое ожидание равно оцениваемому параметру.

3. Оценка называется эффективной, если ее дисперсия меньше дисперсии любой другой оценки данного параметра.

На практике не всегда удается удовлетворить одновременно все эти требования, однако выбору оценки должен предшествовать ее критический анализ со всех перечисленных выше точек зрения.

Существует несколько методов определения оценок. Наиболее распространен метод максимального правдоподобия, теоретически обоснованный математиком Р. Фишером. Идея метода заключается в следующем. Вся получаемая в результате многократных наблюдений информация об истинном значении измеряемой величины и рассеивании результатов сосредоточена в ряде наблюдений [image: image124.png]X, X5,




, где n - число наблюдений. Их можно рассматривать как n независимых случайных величин с одной и той же дифференциальной функцией распределения [image: image125.png]px(x,0,0,)



. Вероятность [image: image126.png]


получения в эксперименте некоторого результата [image: image127.png]


, лежащего в интервале [image: image128.png]


, где [image: image129.png]


- некоторая малая величина, равна соответствующему элементу вероятности [image: image130.png]F=py(5,0, 0,08



.

Независимость результатов наблюдений позволяет найти априорную вероятность появления одновременно всех экспериментальных данных, т.е. всего ряда наблюдений [image: image131.png]X, X5,




как произведение этих вероятностей:

[image: image132.png]P s = [18 = 85" [0 G 80,)

=1




Если рассматривать Q и [image: image133.png]


как неизвестные параметры распределения, то, подставляя различные значения Q и [image: image134.png]


в эту формулу, мы будем получать различные значения вероятности [image: image135.png]P(X), X, X))



при каждом фиксированном ряде наблюдений [image: image136.png]X, X5,




. При некоторых значениях [image: image137.png]0= 00X, Xg,m0 X))



и [image: image138.png]


вероятность получения экспериментальных данных [image: image139.png]P(X), X, X))



достигает наибольшего значения. В соответствии с методом максимального правдоподобия именно эти значения и принимаются в качестве точечных оценок истинного значения и среднеквадратического отклонения результатов наблюдений.

Таким образом, метод максимального правдоподобия сводится к отысканию таких оценок [image: image140.png]


и [image: image141.png]


, при которых функция правдоподобия

	[image: image142.png]81, 30X 0,0 5) :ﬁpx(x,,g,ox)




	(31)



достигает наибольшего значения. Постоянный сомножитель [image: image143.png]


не оказывает влияния на решение и поэтому может быть отброшен. Полученные оценки [image: image144.png]


и [image: image145.png]


истинного значения и среднеквадратического отклонения называются оценками максимального правдоподобия. 

Для упрощения вычислений иногда бывает удобнее пользоваться логарифмической функцией правдоподобия

	[image: image146.png]L&y, Xamry) =l 5= S0P, G O, 0))
2




	(32)


Если наибольшее значение функции правдоподобия совпадает с максимальным значением, то оценки получаются из системы уравнений

	[image: image147.png][dL
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	(33)


В противном случае необходимо более подробное исследование функции правдоподобия.

Далее определим оценки максимального правдоподобия для трех распределений случайных погрешностей, представленных в предыдущей главе.

1. Результаты наблюдений распределены нормально. В этом случае

[image: image148.png]Pr, 0, =







a логарифмическая функция правдоподобия в соответствии с (32)
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Система уравнений (33) приводится к виду
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Из первого уравнения получаем выражение для оценки истинного значения [image: image151.png]


, а из второго - оценку среднеквадратического отклонения [image: image152.png]cabd

o



:

[image: image153.png]



Таким образом, при нормальном распределении случайных погрешностей оценкой максимального правдоподобия для истинного значения является среднее арифметическое из результатов отдельных наблюдений, а оценкой дисперсии - среднее из квадратов отклонений результатов наблюдений от среднего арифметического.

2. Результаты наблюдений распределены по закону Лапласа

[image: image154.png]1
B
0z 21

Pr, 0, =




.



Логарифмическая функция правдоподобия не является дифференцируемой по Q, поэтому приходится прибегать к численным методам, функция правдоподобия достигает наибольшего значения, когда выражение [image: image155.png]7=3t -0l



принимает наименьшее значение. Поэтому задача об отыскании оценки ис-тинного значения сводится к определению такого значения [image: image156.png]0= 00X, Xg,m0 X))



, сумма модулей отклонений результатов наблюдений от которого является наименьшей. Задача решается методом последовательных приближений, причем в качестве первого приближения можно принять среднее арифметическое из полученных результатов. 

3. В условиях равномерного распределения погрешностей

[image: image157.png]1
prl, Qo) ={b-a

0, x<a, x>b,

agx<h,





причем [image: image158.png]


и [image: image159.png]b=Q+0az3



. 

Решение задачи нахождения оценки максимального правдоподобия для равномерного распределения погрешностей проводим численными методами, в результате чего получаем:

[image: image160.png]b-a_xp-x

2B 2B
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Основное достоинство оценок максимального правдоподобия в том, что они являются асимптотически (при [image: image161.png]


) несмещенными; асимптотически эффективными и асимптотически нормально распределенными.

Если [image: image162.png]


- оценка максимального правдоподобия для параметра а, то при достаточно большом числе n наблюдений (практически уже при n>20-25) эту оценку можно считать нормально распределенной с математическим ожиданием [image: image163.png]Mlél=a



и дисперсией [image: image164.png]Dl&]= (M[-8%L/3a* ]!



при любом распределении результатов наблюдений.

Для наиболее часто встречающегося на практике нормального распределения случайных погрешностей оценки максимального правдоподобия имеются особые обозначения.

Оценкой истинного значения является среднее арифметическое [image: image165.png]


из результатов отдельных наблюдений [image: image166.png]


,

[image: image167.png]


.

Вторая производная от логарифмической функции преобразования равна [image: image168.png]8L
180%




, поэтому дисперсия среднего арифметического в n раз меньше дисперсии [image: image169.png]


результатов наблюдений, т. е.

[image: image170.png]


.

Оценка дисперсии результатов наблюдений при малом n является немного смещенной, поэтому точечную оценку дисперсии принято определять как

[image: image171.png]213 72
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а оценку среднеквадратического отклонения результатов наблюдений как

[image: image172.png]



Дисперсия оценки [image: image173.png]


среднеквадратического отклонения составляет

[image: image174.png][sx]



.


Последнее соотношение показывает, что относительная погрешность определения среднеквадратического отклонения (в %) по результатам обработки ряда наблюдений достаточно велика:

[image: image175.png]




и даже при [image: image176.png]


достигает 10%. Для надежного суждения о точности эту погрешность следует увеличить еще минимум в два раза. 

С помощью полученных оценок итог измерений можно записать в виде

[image: image177.png]




что уже позволяет сделать некоторые выводы относительно точности проведенных измерений. 

Наряду с методом максимального правдоподобия при определении точечных оценок широко используется метод наименьших квадратов. В соответствии с этим методом среди некоторого класса оценок выбирают ту, которая обладает наименьшей дисперсией, т. е. наиболее эффективную оценку. Легко заметить, что среди всех линейных оценок истинного значения вида [image: image178.png]


, где [image: image179.png]


- некоторые постоянные, именно среднее арифметическое [image: image180.png]


обращает в минимум дисперсию [image: image181.png]S



. Поэтому для случая нормально распределенных случайных погрешностей оценки, получаемые методом наименьших квадратов, совпадают с оценками максимального правдоподобия.

4.6. Оценка с помощью интервалов

Смысл оценки параметров с помощью интервалов заключается в нахождении интервалов, называемых доверительными, между границами которых с определенными вероятностями (доверительными) находятся истинные значения оцениваемых параметров.

Вначале остановимся на определении доверительного интервала для среднего арифметического значения измеряемой величины. Предположим, что распределение результатов наблюдений нормально и известна дисперсия [image: image182.png]


. Найдем вероятность попадания результата наблюдений в интервал [image: image183.png](Mg —tpy Mg +ip6,)



. Согласно формуле (29)

[image: image184.png]Py —tpy, <X Smg+t,,, )=Ot,)-D(t,)=20¢,)-1.





Но

[image: image185.png]P(mg —tyy, <X SMg+ty, )= PX ~ly, Smg<X+ty,),





и, если систематические погрешности исключены [image: image186.png](mgy =0)



,

	[image: image187.png]PX by, SOSX +ty,,)=20(,)-1

poy




	(34)


Это означает, что истинное значение Q измеряемой величины с доверительной вероятностью [image: image188.png]P=29(,)-1



находится между границами доверительного интервала [image: image189.png](X —tpo & +Eps,]



. 

Половина длины доверительного интервала [image: image190.png]POy



называется доверительной границей случайного отклонения результатов наблюдений, соответствующей доверительной вероятности Р. Для определения доверительной границы (при выполнении перечисленных условий) задаются доверительной вероятностью, например Р=0.95 или Р=0.995 и по формулам

	[image: image191.png]P=2%(,)-1,
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	(35)



определяют соответствующее значение [image: image192.png]


интегральной функции нормированного нормального распределения. Затем по данным табл.П.3 приложения находят значение коэффициента [image: image193.png]


и вычисляют доверительное отклонение [image: image194.png]POy



. Проведение многократных наблюдений позволяет значительно сократить доверительный интервал. Действительно, если результаты наблюдений [image: image195.png]


(i=l, 2,..., n) распределены нормально, то нормально распределены и величины [image: image196.png]


, а значит, и среднее арифметическое [image: image197.png]


, являющееся их суммой. Поэтому имеет место равенство

	[image: image198.png]PX ~tyy, SQSX+ty,,)=
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	(36)



где [image: image199.png]


определяется по заданной доверительной вероятности Р. 

Полученный доверительный интервал, построенный с помощью среднего арифметического результатов n независимых повторных наблюдений, в [image: image200.png]


раз короче интервала, вычисленного по результату одного наблюдения, хотя доверительная вероятность для них одинакова. Это говорит о том, что сходимость измерений растет пропорционально корню квадратному из числа наблюдений.

Половина длины нового доверительного интервала

	[image: image201.png]



	(37)

	
называется доверительной границей погрешности результата измерений, а итог измерений записывается в виде

[image: image202.png]



	(38)


Теперь рассмотрим случай, когда распределение результатов наблюдений нормально, но их дисперсия неизвестна. В этих условиях пользуются отношением

	[image: image203.png]



	(39)



называемым дробью Стьюдента. Входящие в нее величины [image: image204.png]


и [image: image205.png]


вычисляют на основании опытных данных; они представляют собой точечные оценки математического ожидания и среднеквадратического отклонения результатов наблюдений. 

Плотность распределения этой дроби, впервые предсказанного Госсетом, писавшим под псевдонимом Стьюдент, выражается следующим уравнением:

	[image: image206.png]5,k =





	(40)



где S(t, k) - плотность распределения Стьюдента. Величина k называется числом степеней свободы и равна n - 1. Вероятность того, что дробь Стьюдента в результате выполненных наблюдений примет некоторое значение в интервале [image: image207.png](tpotty)



, согласно выражению (8), вычисляется по формуле

[image: image208.png]y
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или, поскольку S(t, k) является четной функцией аргумента t,
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Подставив вместо дроби Стьюдента t ее выражение через [image: image210.png]Il



и [image: image211.png]


, получим окончательно
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	(41)


Величины [image: image213.png]


, вычисленные по формулам (40) и (41), были табулированы Фишером для различных значений доверительной вероятности Р в пределах 0.10 - 0.99 при [image: image214.png]k=n-1=1,2,.

..30.



В табл.П.5 приведены значения [image: image215.png]


для наиболее часто употребляемых доверительных вероятностей Р. 

Таким образом, с помощью распределения Стьюдента по формуле (41) может быть найдена вероятность того, что отклонение среднего арифметического от истинного значения измеряемой величины не превышает [image: image216.png]


, например [image: image217.png]255, 3




и т.д. Итог измерений записывается в виде

	[image: image218.png]



	(42)


Пример. По результатам пяти наблюдений была найдена длина стержня. Итог измерений составляет L=15.785 мм, [image: image219.png]


=0.005 мм, причем существуют достаточно обоснованные предположения о том, что распределение результатов наблюдений было нормальным. Требуется оценить вероятность того, что истинное значение длины стержня отличается от среднего арифметического из пяти наблюдений не больше чем на 0.01 мм.

Из условия задачи следует, что имеются все основания для применения распределения Стьюдента.

Вычисляем значение дроби Стьюдента

[image: image220.png]_0010_0010 _,






и число степеней свободы

[image: image221.png]kF=n-1=5-1=4




.
По данным табл.П.4 приложения находим значение доверительной вероятности для

[image: image222.png]


и [image: image223.png]


: [image: image224.png]P(X-Q|<0010)= P X - Q|<25%)=0.8838




.

Для [image: image225.png]


=3 вероятность составляет

[image: image226.png]P(X-Q|<3sg) =P X - Ql<0.015) = 0.96





т.е несколько меньше 0.9973, как при нормальном распределении. Итог измерений удобно записать в виде

[image: image227.png]L=(15.785+0,010) mm, P= 0.8838



.

Для [image: image228.png]


=1 доверительная вероятность составляет приблизительно 0.62, поэтому итог измерений можно представить также в виде

[image: image229.png]L=(15.785+£0,005) MM, P=0.562,
L=(15.785+0,015) mm, P=0.96.





Пример. В условиях предыдущей задачи найти доверительную границу погрешности результата измерений для доверительной вероятности [image: image230.png]P=0.99



. По данным табл.П.5 при [image: image231.png]


находим [image: image232.png]


и, следовательно, доверительная граница:

[image: image233.png]=4.604-0.005 = 0.023




мм.


Итог измерений:

[image: image234.png]L=(15,785+0,023) mm, P=0.





При [image: image235.png]


, а практически уже при [image: image236.png]n=20-30



распределение Стьюдента переходит в нормальное распределение и

[image: image237.png]P|X- g <tpsg)=20¢,)-1





где [image: image238.png]


- интегральная функции нормированного нормального распределения. 

В тех случаях, когда распределение случайных погрешностей не является нормальным, все же часто пользуются распределением Стьюдента с приближением, степень которого остается неизвестной.

Кроме того, на основании центральной предельной теоремы теории вероятностей можно утверждать, что при достаточно большом числе наблюдений распределение среднего арифметического как суммы случайных величин [image: image239.png]


будет сколь угодно близким к нормальному. Тогда, заменяя дисперсию [image: image240.png]


ее точечной оцен-кой [см.п.4.4. Нормальное распределение], можно для оценки доверительной гра-ницы погрешности результата воспользоваться равенством (35). Число наблюдений n, при котором это становится возможным, зависит, конечно, от распределения случайных погрешностей.

Соотношения (38) показывают, что итог измерения не есть одно определенное число. В результате измерений мы получаем лишь полосу значений измеряемой величины. Смысл итога измерений, например, L=20.00±0.05 заключается не в том, что L = 20.00, как для простоты счи-тают, а в том, что истинное значение лежит где-то в границах от 19.95 до 20.05. К тому же нахождение внутри границ имеет некоторую вероятность, меньшую, чем единица, и, следовательно, нахождение вне границ не исключено, хотя и может быть очень маловероятным.

Теперь найдем доверительные интервалы для дисперсии и среднеквадратического отклонения результатов наблюдений.

Если распределение результатов наблюдений нормально, то отношение

	[image: image241.png]



	(43)



имеет так называемое [image: image242.png]


-распределение Пирсона с [image: image243.png]


степенями свободы. Его дифференциальная функция распределения описывается формулой

	[image: image244.png]_ 1 0.5%-1,-0.5%
22@® [571] o [
2




	(44)


Кривые плотности [image: image245.png]


-распределения при различных значениях k, вычисленные по формуле (44), представлены на рис.9.
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5]
0.50

0.25





Значения [image: image247.png]Tip



, соответствующие различным вероятностям Р того, что отношение (43) в данном опыте будет меньше [image: image248.png]Tip



, представлены в табл.П.6 приложения для различных вероятностей Р и чисел k степеней свободы.

Пользуясь этой таблицей, можно найти доверительный интервал для оценки дисперсии результатов наблюдений при заданной доверительной вероятности. Этот интервал строится таким образом, чтобы вероятность выхода дисперсии за его границы не превышала некоторой малой величины q, причем вероятности выхода за обе границы интервала были бы равны между собой и составляли соответственно q/2 (рис.10).
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Границы [image: image250.png]Tiosq



и [image: image251.png]2
Th1-05q



такого доверительного интервала находят из равенства

	[image: image252.png]



	(45)


Теперь, зная границы доверительного интервала для отношения [image: image253.png]Tip



, запишем доверительный интервал для дисперсии:
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	(46)



Полученное равенство означает, что с вероятностью [image: image255.png]


истинное значение [image: image256.png]


среднеквадратического отклонения результатов наблюдений лежит в интервале ([image: image257.png]S5x5x,



], границы которого равны

	[image: image258.png]



	(47)


Пример. Даны результаты двадцати измерений длины [image: image259.png]


мм детали (табл.3).

Таблица 3

	18.305
	18.306
	18.306
	18.309

	18.308
	18.309
	18.313
	18.308

	18.312
	18.310
	18.305
	18.307

	18.309
	18.303
	18.307
	18.309

	18.304
	18.308
	18.308
	18.310


В качестве оценки математического ожидания длины детали принимаем ее среднее арифметическое
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мм.

Точечная оценка среднеквадратического отклонения результатов наблюдений составляет:

[image: image261.png]


мм.


Приняв уровень доверительной вероятности [image: image262.png]


, находим для числа степеней свободы [image: image263.png]kF=n-1=20-1=19



в табл.П.6 приложения:
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Границы доверительного интервала для среднеквадратического отклонения результатов наблюдений находим по формуле (47):
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Полученные результаты говорят о том, что истинное значение среднеквадратического отклонения результатов наблюдений с вероятностью 0.90 лежит в интервале 0.0020 - 0.0034 мм. 

В табл.П.6 приведены значения [image: image266.png]


только при числах степеней свободы от 1 до 30. При k>30 можно пользоваться приближенной формулой
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где [image: image268.png]


определяется из условия [image: image269.png]¢,

>

)=P



по табл.П.3, в которой помещены значения интегральной функции нормированного нормального распределения. 

Тогда границы доверительного интервала для среднеквадратического отклонения результатов наблюдений при доверительной вероятности [image: image270.png]


вычисляются по формулам (47) при значениях [image: image271.png]


, равных
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	(49)


Так, если в условиях предыдущей задачи среднеквадратическое отклонение определено на основании [image: image273.png]


измерений, то для [image: image274.png]


из табл.П.3 находим:
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Величины [image: image276.png]


при [image: image277.png]F=n-1=41



составляют:
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Границы доверительного интервала:
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4.7. Проверка нормальности распределения результатов наблюдений

В предыдущих разделах было показано, что результаты наблюдений можно оценить наиболее полно, если их распределение является нормальным. Поэтому исключительно важную роль при обработке результатов наблюдений играет проверка нормальности распределения.

Эта задача представляет собой частный случай более общей проблемы, заключающейся в подборе теоретической функции распределения, в некотором смысле наилучшим образом согласующейся с опытными данными.

При большом числе результатов наблюдений (n>40) данная задача решается в следующем порядке.

Весь диапазон полученных результатов наблюдений Xmax ... Xmin разделяют на r интервалов шириной [image: image280.png]AX,(1=1,2,...,r)



и подсчитывают частоты mi, равные числу результатов, лежащих в каждом i-м интервале, т. е. меньших или равных его правой и больших левой границы.

Отношения

	[image: image281.png]



	(50)



где n - общее число наблюдений, называются частостями и представляют собой статистические оценки вероятностей попадания результата наблюдений в i-й интервал. Распределение частот по интервалам образует статистическое распределение результатов наблюдений. 

Если теперь разделить частость на длину интервала, то получим величины

	[image: image282.png]



	(51)



являющиеся оценками средней плотности распределения в интервале [image: image283.png]


. 

Отложим вдоль оси результатов наблюдений (рис.11) интервалы [image: image284.png]


в порядке возрастания индекса i и на каждом интервале построим прямоугольник с высотой, равной [image: image285.png]i



. Полученный график называется гистограммой статистического распределения.
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Площадь суммы всех прямоугольников равна единице:
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При увеличении числа наблюдений число интервалов можно увеличить. Сами интервалы уменьшаются, и гистограмма все больше приближается к плавной кривой, ограничивающей единичную площадь, - к графику плотности распределения результатов наблюдений.

При построении гистограмм рекомендуется пользоваться следующими правилами:

1. Число интервалов выбирается в зависимости от числа наблюдений согласно рекомендациям табл.6.

	Таблица 6

n
r
40 – 100

7 – 9

100 – 500

8 – 12

500 – 1000

10 – 16

1000 – 10000

12 – 22




2. Длины интервалов удобнее выбирать одинаковыми. Однако если распределение крайне неравномерно, то в области максимальной концентрации результатов наблюдений следует выбирать более узкие интервалы.

3. Масштабы по осям гистограммы должны быть такими, чтобы отношение ее высоты к основанию составляло примерно 5:8.

Пример. Было выполнено 100 измерений среднего диаметра резьбового калибра. Результаты наблюдений лежат в диапазоне 8.911 - 8.927 мм, т. е. зона распределения результатов составляет 0.016 мм. Весь диапазон удобно разделить на восемь равных интервалов через 0.002 мм. В табл.7 приведены частоты mi, частости [image: image288.png]


и плотности [image: image289.png]


статистического распределения.

	Таблица 7

[image: image290.png]



[image: image291.png]


, мм
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, мм
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, 1/мм

1

8.911
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0.01
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2

8.913
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0.05
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3

8.915

8.917
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0.14
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4

8.917
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27

0.27

135

5

8.919
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24

0.24

120

6

8.921

8.923
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0.18

90

7

8.923

8.925
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0.09
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8

8.925

8.927
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После построения гистограммы надо подобрать теоретическую плавную кривую распределения, которая, выражая все существеные черты статистического распределения, сглаживала бы все случайности, связанные с недостаточным объемом экспериментальных данных. Принципиальный вид теоретической кривой выбирают заранее, проанализировав метод измерения, или хотя бы по внешнему виду гистограммы. Тогда определение аналитического вида кривой распределения сводится к выбору таких значений его параметров, при которых достигается наибольшее соответствие между теоретическим и статистическим распределением. Одним из методов решения этой задачи является метод моментов. При его использовании параметрам теоретического распределения придают такие значения, при которых несколько важнейших моментов совпадают с их статистическими оценками. Так, если статистическое распределение, определяемое гистограммой, приведенной на рис.11, мы хотим описать кривой нормального распределения, то естественно потребовать, чтобы математическое ожидание и дисперсия последнего совпадали со средним арифметическим и оценкой дисперсий, вычисленным по опытным данным. В предыдущем примере [image: image296.png]91936



мм, [image: image297.png]sy =0.0028



мм и уравнение кривой нормального распределения, лучше всего согласующегося со статистическим распределением, должно иметь вид:
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Далее законно возникает вопрос, объясняются ли расхождения между гистограммой и подобранным теоретическим распределением только случайными обстоятельствами, связанными с ограниченным числом наблюдений, или они вызваны тем, что результаты наблюдений в действительности распределены иначе?

Для ответа на этот вопрос используют методы проверки статистических гипотез. Идея их применения заключается в следующем. На основании гистограммы, полученной при обработке опытных данных, строится гипотеза, состоящая в том, что результаты наблюдений подчиняются распределению [image: image299.png]Fr(x)



с плотностью [image: image300.png]Py (x)



.

Для того чтобы принять или опровергнуть эту гипотезу, выбирается некоторая величина U, представляющая собой меру расхождения теоретического и статистического распределений. В качестве меры расхождения можно принять сумму квадратов разностей частостей и теоретических вероятностей попадания результатов наблюдений в каждый интервал, взятых с некоторыми коэффициентами:

	[image: image301.png]


,
	(52)



где [image: image302.png]


– коэффициенты, называемые весами разрядов; [image: image303.png]


– теоретические вероятности, определяемые как

	[image: image304.png]Tin
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,
	(53)



Здесь [image: image305.png]px(x)



– предполагаемая плотность распределения. 

Мера расхождения U является случайной величиной и, независимо от исходного распределения подчиняется [image: image306.png]


-распределению с k степенями свободы – см. формулу (44). Если значения всех частот [image: image307.png]>5



, число измерений стремится к бесконечности, а веса [image: image308.png]


выбираются равными [image: image309.png]


. Число степеней свободы распределения k = r - s, где [image: image310.png]


– число разрядов гистограммы статистического распределения, а s – число независимых связей, наложенных на частости [image: image311.png]


.

Если проверяется гипотеза о нормальности распределения, то к числу этих связей относится равенство среднего арифметического математическому ожиданию, а точечной оценки дисперсии - дисперсии предполагаемого нормального распределения. Кроме того, всегда требуется, чтобы сумма частостей по всем интервалам была равна единице. Поэтому в данном случае s = 3.

По табл.П.6 можно при заданной доверительной вероятности [image: image312.png]


найти тот доверительный интервал [image: image313.png][xi,nsq, xi,qu]



значений [image: image314.png]


, в который мера расхождения может попасть по чисто случайным причинам.

Если вычисленная по опытным данным мера расхождения окажется в указанном интервале, то гипотеза принимается. Это, конечно, не значит, что гипотеза верна. Можно лишь утверждать, что она правдоподобна, т.е. не противоречит опытным данным. Если же она выходит за границы доверительного интервала, то гипотеза отвергается как противоречащая опытным данным.

Поскольку проверка гипотезы основывается на опытных данных, то при принятии решения всегда возможны ошибки. Отвергая в действительности верную гипотезу, мы совершаем ошибку первого рода. Вероятность ошибки первого рода называется уровнем значимости и составляет [image: image315.png]


. Принимая в действительности неверную гипотезу, мы совершаем ошибку второго рода. Вычислить ее вероятность, вообще говоря, невозможно, поскольку для этого нужно рассмотреть все прочие возможные гипотезы, являющиеся альтернативой обсуждаемой гипотезы. Можно лишь утверждать, что при уменьшении ошибки первого рода ошибка второго рода увеличивается, поэтому не имеет смысла брать слишком высокие значения доверительных вероятностей.

Описанная процедура проверки гипотезы о том, что данное статистическое распределение является распределением с плотностью [image: image316.png]px(x)



, называется критерием согласия [image: image317.png]


. Проверка нормальности распределения согласно критерию [image: image318.png]


сводится к следующему.

1. Данные наблюдений группируют по интервалам, как при построении гистограммы, и подсчитывают частоты [image: image319.png]


. Если в некоторые интервалы попадает меньше пяти наблюдений, то такие интервалы объединяют с соседними. При этом число степеней свободы k, конечно, уменьшается.

2. Вычисляют среднее арифметическое [image: image320.png]


и точечную оценку среднеквадратического отклонения результата наблюдений [image: image321.png]


, которые принимают в качестве параметров теоретического нормального распределения с плотностью [image: image322.png]px(x)



.

3. Для каждого интервала находят вероятности попадания в них результатов наблюдений либо по общей формуле (29), либо приближенно как произведение плотности теоретического распределения в середине интервала на его длину:

	[image: image323.png]


.
	(54)


4. Для каждого интервала вычисляют величины [image: image324.png]


и суммируют их по всем [image: image325.png]


, в результате чего получают меру расхождения [image: image326.png]


.

5. Определяют число степеней свободы [image: image327.png]


и, задаваясь уровнем значимости [image: image328.png]


, находят по табл.П.6 приложения значения [image: image329.png]Thosq



и [image: image330.png]


. Если [image: image331.png]2 2 a2
L0355 <Ak <Ak1-05



, то распределение результатов наблюдений считают нормальным.

Критерий согласия [image: image332.png]


, построенный на предельном переходе при [image: image333.png]


, рекомендуется применять, если общее число наблюдений больше сорока.

При малом числе наблюдений [image: image334.png]11 <n <350



нормальность распределения результатов наблюдений проверяется с помощью двух критериев.

Первый критерий основан на вычислении статистики

	[image: image335.png]


.
	(55)


Гипотеза о нормальности распределения на основании первого критерия принимается, если при данном числе наблюдений и выбранном уровне значимости [image: image336.png]


соблюдается условие

[image: image337.png]d<dys,
digsq <



,


где [image: image338.png]digsq



и [image: image339.png]d[l 5g,



– квантили, выбираемые из табл.П.8. 

На основании второго критерия гипотеза о нормальности распределения принимается, если не более [image: image340.png]


разностей [image: image341.png]lx, - X|



превосходят уровень [image: image342.png]SxZ050+0)



, где [image: image343.png]


– оценка среднеквадратического отклонения результатов наблюдения, [image: image344.png]20 5¢1+0)



– квантиль интегральной функции нормированного нормального распределения, определяемый по данным табл.П.2 приложения при значении

[image: image345.png]
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.

Величина [image: image347.png]


находится при заданном уровне значимости [image: image348.png]


второго критерия по данным табл.П.9.

Распределение результатов наблюдения считается отличным от нормального, если оно не соответствует хотя бы одному из этих двух критериев. Уровень значимости составного критерия 

[image: image349.png]g<gtq;



.

При малом числе наблюдений для оценки нормальности можно воспользоваться понятием статистической функции распределения результатов наблюдений. Для ее построения полученные в процессе эксперимента результаты группируют в так называемый вариационный ряд [image: image350.png]Xy Xz




, члены которого располагаются в порядке их возрастания, так что всегда [image: image351.png]


. Статистическую функцию распределения [image: image352.png]F(xy)



определяют по формуле

	[image: image353.png]Fo(e) = % k=121




	(56)


[image: image354.png]F(xy)



представляет собой ступенчатую линию, скачки которой соответствуют значениям членов вариационного ряда. Каждый скачок равен [image: image355.png]


, если все [image: image356.png]


членов ряда различны. Если же для некоторого [image: image357.png]ko Xy = Xy =

Koy



, то [image: image358.png]F,



в точке [image: image359.png]


возрастает на [image: image360.png]n+1l



, где i – число равных между собой членов ряда.

Если число наблюдений безгранично увеличивать, то статистическая функция распределения сходится по вероятности к истинной функции [image: image361.png]F,



.

Для проверки нормальности распределения результатов наблюдений по табл.3 приложения находят значения [image: image362.png]


, соответствующие полученным значениям [image: image363.png]F(xy)



статистической функции распределения [image: image364.png]P(zy) = Fy(xy)



. Но переменная [image: image365.png]


определяется через результаты наблюдений как

[image: image366.png]




и если в координатах [image: image367.png]


нанести точки [image: image368.png]Zys Xp



, то при нормальном распределении они должны расположиться вдоль одной прямой линии. Если же в результате такого построения получится некоторая кривая линия, то гипотезу о нормальности распределения придется отвергнуть как противоречащую опытным данным. 

Пример. Даны результаты девятнадцати измерений длины детали (см. табл.3). Проверить нормальность распределения результатов наблюдений.

Вычисления по изложенной методике сведены в табл.8.

	Таблица 8
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, мм

[image: image370.png]F(xy) = P(zg)
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На рис.12 представлена зависимость [image: image372.png]zy ()



. Отдельные точки располагаются очень близко к прямой, поэтому распределение результатов наблюдений можно считать нормальным.

[image: image373.png]Puc 12




4.8. Обнаружение грубых погрешностей

В начале главы уже было отмечено, что грубыми называют погрешности, явно превышающие по своему значению погрешности, оправданные условиями проведения эксперимента. Для их устранения желательно еще перед измерениями определить значение искомой величины приближенно, с тем чтобы в дальнейшем можно было сконцентрировать внимание лишь на уточнении предварительных данных. Если оператор в процессе измерений обнаруживает, что результат одного из наблюдений резко отличается от других, и находит причины этого, то он, конечно, вправе отбросить этот результат и провести повторные измерения. Но необдуманное отбрасывание резко отличающихся от других результатов может привести к существенному искажению характеристик рассеивания ряда измерений, поэтому повторные измерения лучше проводить не взамен сомнительных, а в дополнение к ним.

Особенно остро ставится вопрос об устранении грубых погрешностей при обработке уже имеющегося материала, когда невозможно учесть все обстоятельства, при которых проводили измерения. В этом случае приходится прибегать к чисто статистическим методам.

Вопрос о том, содержит ли данный результат наблюдений грубую погрешность, решается общими методами проверки статистических гипотез.

Проверяемая гипотеза состоит в утверждении, что результат наблюдения [image: image374.png]


не содержит грубой погрешности, т.е. является одним из значений случайной величины Х с законом распределения [image: image375.png]Fr(x)



, статистические оценки параметров которого предварительно определены. Сомнительным может быть в первую очередь лишь наибольший [image: image376.png]


или наименьший [image: image377.png]


из результатов наблюдений. Поэтому для проверки гипотезы следует воспользоваться распределениями величин

	[image: image378.png]


или [image: image379.png]


.
	(57)


Функции их распределения определяют методами теории вероятностей [3]. Они совпадают между собой и для нормального распределения результатов наблюдений протабулированы и представлены в табл.П.7 приложения. По данным этой таблицы, при заданной доверительной вероятности [image: image380.png]


или уровне значимости [image: image381.png]


можно для количества измерения [image: image382.png]3-25



найти те наибольшие значения [image: image383.png]


, которые случайная величина [image: image384.png]


может еще принять по чисто случайным причинам.

Если вычисленное по опытным данным значение [image: image385.png]


окажется меньше [image: image386.png]


, то гипотеза принимается; в противном случае ее следует отвергнуть как противоречащую данным наблюдений. Тогда результат [image: image387.png]


или соответственно [image: image388.png]


приходится рассматривать как содержащий грубую погрешность и не принимать его во внимание при дальнейшей обработке результатов наблюдений.

Глава 5. СИСТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОГРЕШНОСТИ.

Наука начинается там, где начинается классификация.
5.1. Классификация систематических погрешностей

Систематической погрешностью называется составляющая погрешности измерения, остающаяся постоянной или закономерно меняющаяся при повторных измерениях одной и той же величины [15,17]. При этом предполагается, что систематические погрешности представляют собой определенную функцию неслучайных факторов, состав которых зависит от физических, конструкционных и технологических особенностей средств измерений, условий их применения, а также индивидуальных качеств наблюдателя. Сложные детерминированные закономерности, которым подчиняются систематические погрешности, определяются либо при создании средств измерений и комплектации измерительной аппаратуры, либо непосредственно при подготовке измерительного эксперимента и в процессе его проведения. Совершенствование методов измерения, использование высококачественных материалов, прогрессивная технология - все это позволяет на практике устранить систематические погрешности настолько, что при обработке результатов наблюдений с их наличием зачастую не приходится считаться.

В предыдущих параграфах, посвященных случайным погрешностям, было показано, что единственно правильным методом их анализа является математическая статистика. Случайные погрешности измерения изучались только в совокупности, без рассмотрения их фактических значений в каждом опыте. Систематические погрешности приходится изучать в каждом случае отдельно.

Систематические погрешности принято классифицировать в зависимости от причин их возникновения и по характеру их проявления при измерениях.

В зависимости от причин возникновения рассматриваются четыре вида систематических погрешностей:

1. Погрешности метода, или теоретические погрешности, проистекающие от ошибочности или недостаточной разработки принятой теории метода измерений в целом или от допущенных упрощений при проведении измерений.

Погрешности метода возникают также при экстраполяции свойства, измеренного на ограниченной части некоторого объекта, на весь объект, если последний не обладает однородностью измеряемого свойства. Так, считая диаметр цилиндрического вала равным результату, полученному при измерении в одном сечении и в одном направлении, мы допускаем систематическую погрешность, полностью определяемую отклонениями формы исследуемого вала. При определении плотности вещества по измерениям массы и объема некоторой пробы возникает систематическая погрешность, если проба содержала некоторое количество примесей, а результат измерения принимается за характеристику данного вещества вообще.

К погрешностям метода следует отнести также те погрешности, которые возникают вследствие влияния измерительной аппаратуры на измеряемые свойства объекта. Подобные явления возникают, например, при измерении длин, когда измерительное усилие используемых приборов достаточно велико, при регистрации быстропротекающих процессов недостаточно быстродействующей аппаратурой, при измерениях температур жидкостными или газовыми термометрами и так далее.

2. Инструментальные погрешности, зависящие от погрешностей применяемых средств измерений. Среди инструментальных погрешностей в отдельную группу выделяются погрешности схемы, не связанные с неточностью изготовления средств измерения и обязанные своим происхождением самой структурной схеме средств измерений. Исследование инструментальных погрешностей является предметом специальной дисциплины - теории точности измерительных устройств.

3. Погрешности, обусловленные неправильной установкой и взаимным расположением средств измерения, являющихся частью единого комплекса, несогласованностью их характеристик, влиянием внешних температурных, гравитационных, радиационных и других полей, нестабильностью источников питания, несогласованностью входных и выходных параметров электрических цепей приборов и так далее.

4. Личные погрешности, обусловленные индивидуальными особенностями наблюдателя. Такого рода погрешности вызываются, например, запаздыванием или опережением при регистрации сигнала, неправильным отсчетом десятых долей деления шкалы, асимметрией, возникающей при установке штриха посередине между двумя рисками.

По характеру своего поведения в процессе измерения систематические погрешности подразделяются на постоянные и переменные.

Постоянные систематические погрешности возникают, например, при неправильной установке начала отсчета, неправильной градуировке и юстировке средств измерения и остаются постоянными при всех повторных наблюдениях. Поэтому, если уж они возникли, их очень трудно обнаружить в результатах наблюдений.

Среди переменных систематических погрешностей принято выделять прогрессивные и периодические.

Прогрессивная погрешность возникает, например, при взвешивании, когда одно из коромысел весов находится ближе к источнику тепла, чем другое, поэтому быстрее нагревается и удлиняется. Это приводит к систематическому сдвигу начала отсчета и к монотонному изменению показаний весов.

Периодическая погрешность присуща измерительным приборам с круговой шкалой, если ось вращения указателя не совпадает с осью шкалы.

Все остальные виды систематических погрешностей принято называть погрешностями, изменяющимися по сложному закону.

В тех случаях, когда при создании средств измерений, необходимых для данной измерительной установки, не удается устранить влияние систематических погрешностей, приходится специально организовывать измерительный процесс и осуществлять математическую обработку результатов. Методы борьбы с систематическими погрешностями заключаются в их обнаружении и последующем исключении путем полной или частичной компенсации. Основные трудности, часто непреодолимые, состоят именно в обнаружении систематических погрешностей, поэтому иногда приходится довольствоваться приближенным их анализом.

5.2. Способы обнаружения систематических погрешностей

Результаты наблюдений, полученные при наличии систематических погрешностей, будем называть неисправленными и в отличие от исправленных снабжать штрихами их обозначения (например [image: image389.png]


и т.д.). Вычисленные в этих условиях средние арифметические значения и отклонения от результатов наблюдений будем также называть неисправленными и ставить штрихи у символов этих величин. Таким образом,

	[image: image390.png]12
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Поскольку неисправленные результаты наблюдений включают в себя систематические погрешности, сумму которых для каждого [image: image391.png]


-го наблюдения будем обозначать через [image: image392.png]


, то их математическое ожидание не совпадает с истинным значением измеряемой величины и отличается от него на некоторую величину [image: image393.png]


, называемую систематической погрешностью неисправленного среднего арифметического. Действительно,
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Если систематические погрешности постоянны, т.е. [image: image396.png]


то неисправленные отклонения могут быть непосредственно использованы для оценки рассеивания ряда наблюдений. В противном случае необходимо предварительно исправить отдельные результаты измерений, введя в них так называемые поправки, равные систематическим погрешностям по величине и обратные им по знаку:

[image: image397.png]


.

Таким образом, для нахождения исправленного среднего арифметического и оценки его рассеивания относительно истинного значения измеряемой величины необходимо обнаружить систематические погрешности и исключить их путем введения поправок или соответствующей каждому конкретному случаю организации самoгo измерения. Остановимся подробнее на некоторых способах обнаружения систематических погрешностей.

Постоянные систематические погрешности не влияют на значения случайных отклонений результатов наблюдений от средних арифметических, поэтому никакая математическая обработка результатов наблюдений не может привести к их обнаружению. Анализ таких погрешностей возможен только на основании некоторых априорных знаний об этих погрешностях, получаемых, например, при поверке средств измерений. Измеряемая величина при поверке обычно воспроизводится образцовой мерой, действительное значение которой известно. Поэтому разность между средним арифметическим результатов наблюдения и значением меры с точностью, определяемой погрешностью аттестации меры и случайными погрешностями измерения, равна искомой систематической погрешности.

Ценность полученных при поверке результатов определяется их постоянством в течение некоторого промежутка времени и независимостью от тех изменений внешних условий, которые допустимы при эксплуатации средств измерений с заданной точностью. Тогда полученные при поверке данные могут быть использованы для вычисления поправок, необходимых для исправления результатов наблюдений.

Одним из наиболее действенных способов обнаружения систематических погрешностей в ряде результатов наблюдений является построение графика последовательности неисправленных значений случайных отклонений результатов наблюдений от средних арифметических.

Вначале рассмотрим случай, когда в ряде результатов наблюдений предполагается наличие постоянной систематической погрешности. Для того чтобы удостовериться в этом, исследователь, сделав несколько измерений, заменяет некоторые меры или измерительные приборы, включенные в установку и являющиеся предполагаемыми источниками постоянных систематических погрешностей, другими мерами и измерительными приборами и проводит еще несколько измерений.

Рассматриваемый способ обнаружения постоянных систематических погрешностей можно сформулировать следующим образом: если неисправленные отклонения результатов наблюдений резко изменяются при изменении условий наблюдений, то данные результаты содержат постоянную систематическую погрешность, зависящую от условий наблюдений.

При прогрессивной систематической погрешности последовательность неисправленных отклонений результатов наблюдений обнаруживает тенденцию к возрастанию или убыванию. На рис.13 изображена зависимость погрешности измерения от длины измеряемой детали.

[image: image398.png]Puc.13




Несмотря на большие случайные изменения погрешности тенденция к увеличению ее в отрицательном направлении с ростом измеряемой величины явно обнаруживается. Если бы случайные погрешности были невелики, то значения неисправленных отклонений меняли бы свой знак при некотором среднем значении измеряемой величины. Случайные погрешности несколько искажают эту картину, однако, если они даже одного порядка малости с систематическими погрешностями, в последовательности знаков можно заметить некоторую неравномерность: неисправленные отклонения результатов одного знака чаще встречаются в отрицательной полуплоскости, чем в положительной.

Если же в ряде результатов наблюдений присутствует периодическая систематическая погрешность, то группы знаков плюс и минус в последовательности неисправленных отклонений результатов наблюдений могут периодически сменять друг друга, если, конечно, случайные погрешности не особенно велики. 

Обобщая два рассмотренных случая, можно сказать: если последовательность знаков плюс сменяется последовательностью знаков минус или наоборот, то данный ряд результатов наблюдений обнаруживает прогрессивную погрешность, если группы знаков плюс и минус чередуются - периодическую погрешность.

5.3. Введение поправок. Неисключенная систематическая погрешность

Систематические погрешности являются детерминированными величинами, поэтому в принципе всегда могут быть вычислены и исключены из результатов измерений. После исключения систематических погрешностей получаем исправленные средние арифметические и исправленные отклонения результатов наблюдении, которые позволяют оценить степень рассеивания результатов.

Для исправления результатов наблюдений их складывают с поправками, равными систематическим погрешностям по величине и обратными им по знаку. Поправку определяют экспериментально при поверке приборов или в результате специальных исследований, обыкновенно с некоторой ограниченной точностью. Для исправления результата наблюдения его складывают только со средним арифметическим значением поправки:

	[image: image399.png]X, =X, +q



, 
	(59)



где [image: image400.png]


и [image: image401.png]


– соответственно исправленный и неисправленный результаты наблюдений, [image: image402.png]


– среднее арифметическое значение поправки, определяемые экспериментально. 

Поправки могут задаваться также в виде формул, по которым они вычисляются для каждого конкретного случая. Например, при измерениях и поверках с помощью образцовых манометров следует вводить поправки к их показаниям на местное значение ускорения свободного падения

[image: image403.png]g :AP:P[ 2 71]
9.8066



,


где [image: image404.png]


– измеряемое давление. 

Введением поправки устраняется влияние только одной вполне определенной систематической погрешности, поэтому в результаты измерения зачастую приходится вводить очень большое число поправок. При этом вследствие ограниченной точности определения поправок накапливаются случайные погрешности и дисперсия результата измерения увеличивается.

Действительно, при исправлении неисправленного результата [image: image405.png]


путем введения поправок [image: image406.png]g ts;, J=L20m



по формуле
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,
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дисперсия [image: image408.png]


становится равной

	[image: image409.png]


,
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где [image: image410.png]


– оценка дисперсии неисправленных результатов; [image: image411.png]


– оценка дисперсии [image: image412.png]


-й поправки. 

Поправку имеет смысл вводить до тех пор, пока она уменьшает доверительные границы погрешности, т.е. пока выполняется неравенство

	[image: image413.png]


. 
	(62)


При малой дисперсии поправки на основании формулы (62) может показаться, что введение любой поправки повышает достоверность результата. Однако следует помнить, что погрешность результата выражается не более чем двумя значащими цифрами, поэтому поправка, если она меньше пяти единиц разряда, следующего за последним десятичным знаком погрешности результата, будет все равно потеряна при округлении, и вводить ее не имеет смысла.

Систематическая погрешность, остающаяся после введения поправок на ее наиболее существенные составляющие включает в себя ряд элементарных составляющих, называемых неисключенными остатками систематической погрешности. К их числу относятся: 

· погрешности определения поправок; 

· погрешности, зависящие от точности измерения влияющих величин, входящих в формулы для определения поправок; 

· погрешности, связанные с колебаниями влияющих величин (температуры окружающей среды, напряжения питания и т.д.).

Перечисленные погрешности малы и поправки на них не вводятся. 

Для каждого данного измерения элементарные составляющие систематической погрешности имеют вполне определенные значения, но эти значения нам неизвестны. Известно лишь, что в массе однотипных измерений эти составляющие лежат в определенных границах [image: image414.png]


или имеют определенные средние квадратические отклонения [image: image415.png]


. В первом случае для неисключенных остатков следует принять равномерное распределение, во втором – нормальное. Дисперсия суммы неисключенных остатков систематической погрешности определяется как сумма их дисперсий и поэтому

	[image: image416.png]


,
	(63)



где m1– число равномерно распределенных и m2 – число нормально распределенных элементарных составляющих.
Глава 6. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА ИСПРАВЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

6.1. Обработка результатов прямых равнорассеянных наблюдений 

Прямыми называются измерения, в результате которых искомое значение физической величины находят непосредственно из опытных данных. Прямые измерения осуществляются путем многократных наблюдений. Результаты наблюдений [image: image417.png]X, X5,




называются равнорассеянными, если они являются независимыми, одинаково распределенными случайными величинами. Равнорассеянные результаты получают при измерениях, проводимых одним наблюдателем или группой наблюдателей с помощью одних и тех же методов и средств измерений в неизменных условиях внешней среды.

Обработка результатов наблюдений в соответствии с методикой прямых измерений с многократными наблюдениями производится в следующем порядке:

1. Путем введения поправок исключают известные систематические погрешности из результатов наблюдений.

2. Вычисляют среднее арифметическое [image: image418.png]


исправленных результатов наблюдений, принимая его за оценку истинного значения измеряемой величины.

3. Вычисляют оценку [image: image419.png]


среднеквадратического отклонения результатов наблюдения и оценку [image: image420.png]


среднеквадратического отклонения среднего арифметического.

4. Проверяют гипотезу о нормальности распределения результатов наблюдения. Если число результатов [image: image421.png]n>50



, используют критерий Пирсона [image: image422.png]


, при [image: image423.png]15 <n <350



– составной критерий. Уровень значимости выбирается из интервала 0.02 – 0.10. При [image: image424.png]n<1s



нормальность распределения не проверяется.

5. Если результаты наблюдений распределены нормально, то определяют наличие грубых погрешностей и промахов и если последние обнаружены, соответствующие результаты отбраковывают и повторяют вычисления.

6. Вычисляют доверительные границы случайной погрешности при доверительной вероятности [image: image425.png]P=095



, а также при [image: image426.png]P=0.99



, если измерения в дальнейшем повторить нельзя.

7. Определяют границы неисключенной систематической погрешности результата измерений. В качестве составляющих неисключенной систематической погрешности рассматривают погрешности метода, погрешности средств измерений (например пределы допускаемой основной и дополнительных погрешностей, если их случайные составляющие пренебрежимо малы) и погрешности, вызванные другими источниками. При суммировании составляющих неисключенные систематические погрешности средств измерений рассматриваются как случайные величины. Если их распределение неизвестно, то принимается равномерное распределение и тогда границы неисключенной систематической погрешности результата при числе составляющих [image: image427.png]m>4



определяют как

	[image: image428.png]HJZT



,
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где [image: image429.png]


– границы отдельных составляющих общим числом [image: image430.png]


; [image: image431.png]


– коэффициент, равный 1.1 при доверительной вероятности [image: image432.png]P=095



и 1.4 при [image: image433.png]P=0.99



. 

8. Вычисляют доверительные границы погрешности результата. Если выполняется условие [image: image434.png]B/s;>08



, то систематической погрешностью можно пренебречь и определить доверительные границы погрешности результата как доверительные границы случайной погрешности [image: image435.png]A=d=t,*s;



при [image: image436.png]P=095



(и при [image: image437.png]P=0.99



); если же выполняется условие [image: image438.png]B/s;>08



, то можно пренебречь случайной погрешностью и тогда [image: image439.png]


при [image: image440.png]P=095



(и [image: image441.png]P=0.99



).

Если эти условия не выполняются, то доверительные границы погрешности результата определяют по формуле [image: image442.png]A=K*sg



, где коэффициент [image: image443.png]


находят из выражения

	[image: image444.png]3+8





	(65)



а среднеквадратическое общей погрешности результата [image: image445.png]S5




находят квадратическим суммированием дисперсии случайной [image: image446.png]


и систематической [image: image447.png]


погрешности результата, определяемой формулой (63). Границы случайной [image: image448.png]


и систематической [image: image449.png]


погрешности, входящие в формулу (65), необходимо выбирать при одной и той же доверительной вероятности ([image: image450.png]P=095



 или [image: image451.png]P=0.99



). 

9. Результат измерения записывают в виде [image: image452.png]


, а при отсутствии сведений о виде функции распределения составляющих погрешности и необходимости дальнейшей обработки результатов и анализа погрешностей – в виде [image: image453.png]


.

Если полученный при измерениях результат в дальнейшем используется для анализа и сопоставления с другими результатами или является промежуточным для нахождения других величин, то необходимо указать раздельно границы систематической погрешности и среднеквадратическое отклонение случайной погрешности: [image: image454.png]


.

В некоторых случаях нас может интересовать не сама измеряемая величина, а связанная с ней функциональной зависимостью. Требуется найти интервальную или точечную оценку ее истинного значения. Решается такая задача следующим образом.

Пусть [image: image455.png]S=f@r0=Xtt,*s




и f – непрерывная дифференцируемая функция в окрестности точки [image: image456.png]


.

При проведении точных измерений [image: image457.png]t,Sg <<X



. Тогда

	[image: image458.png]df] .
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.
	(66)


Пример. Измеренный диаметр круга [image: image459.png]d =84.75 +0.05



мм. Требуется найти площадь круга [image: image460.png]


.

По формуле (66)

[image: image461.png]


.

6.2. Обработка неравнорассеянных рядов наблюдений

В практике исследовательских работ часто встречаются ситуации, когда необходимо найти наиболее достоверное значение величины и оценить его возможные отклонения от истинного значения на основании измерений, проводимых разными наблюдателями с применением разнообразных измерительных средств и методов измерений в различных лабораториях или условиях внешней среды.

Ряды получающихся при этом результатов наблюдений называются неравнорассеянными, если оценки их дисперсий значительно отличаются друг от друга, а средние арифметические являются оценками одного и того же значения измеряемой величины.

Если средние неравнорассеянных рядов наблюдений мало отличаются друг от друга, то говорят о высокой воспроизводимости измерений, которая количественно характеризуется параметрами рассеивания результатов.

Рассмотрим некоторые случаи, приводящие к необходимости обработки результатов неравнорассеянных измерений:

1. Если при точных измерениях необходимо убедиться в отсутствии неисключенных систематических погрешностей, то измерения проводятся несколькими исследователями или группами исследователей. Если средние арифметические полученных рядов наблюдений незначительно отличаются друг от друга и ничто не указывает на наличие систематических погрешностей, то заманчиво объединить все полученные результаты и на основе их математической обработки получить более достоверные сведения об измеряемой величине.

2. Аналогичные измерения были выполнены в разных лабораториях различными методами и получены отличающиеся друг от друга результаты. Естественно и в этом случае, используя все имеющиеся данные, попытаться получить более достоверные значения измеряемых величин.

3. Измерения, относящиеся к образцовым мерам и измерительным приборам, часто повторяются через некоторое время. В конце концов накапливаются ряды наблюдений и возникает необходимость объединить их. Точность рядов наблюдений различна, с одной стороны, из-за того, что для впервые проводимых измерений характерно большее рассеивание результатов, а с другой стороны, из-за того, что с течением времени средства измерения стареют или заменяются новыми.

Во всех описанных ситуациях приходится прибегать к методам обработки результатов неравнорассеянных рядов наблюдений, задача которых в общем случае заключается в нахождении наиболее достоверного значения измеряемой величины и оценки воспроизводимости измерений.

Основой для расчета служат следующие данные:

· [image: image462.png]


– средние арифметические m рядов равнорассеянных результатов наблюдений постоянной физической величины Q; 

· [image: image463.png]


– среднеквадратические отклонения (или их оценки) результатов наблюдений в отдельных рядах; 

· [image: image464.png]1115 113 yenes 1T,




– числа наблюдений в каждом ряду; 

· m – число рядов. 

Если результаты наблюдений во всех рядах распределены нормально, то нормально распределены и все m средних арифметических [image: image465.png]


(j=1, 2,…, m) с дисперсиями [image: image466.png]


:

[image: image467.png]


,


Q – истинное значение измеряемой величины (при условии, что систематические погрешности исключены). 

Для практической обработки результатов неравнорассеянных рядов наблюдений необходимо ввести параметр вес отдельных средних арифметических:

[image: image468.png]


.

Веса характеризуют степень нашего доверия к соответствующим рядам наблюдений. Чем больше число наблюдений в каждом данном ряду и чем меньше дисперсия результатов наблюдений, тем больше степень доверия к полученному при этом среднему арифметическому и с тем большим весом оно будет учтено при определении оценки истинного значения измеряемой величины

	[image: image469.png]


.
	(67)


Иногда удобно пользоваться безразмерными весовыми коэффициентами

	[image: image470.png]


,
	(68)



тогда выражение для среднего взвешенного приобретает простой вид

	[image: image471.png]


.
	(69)


В соответствии со свойствами оценок максимального правдоподобия дисперсия среднего взвешенного должна равняться единице, деленной на математическое ожидание второй производной от логарифмической функции правдоподобия:

	[image: image472.png]


.
	(70)


Отсюда следует, что дисперсия среднего взвешенного меньше дисперсии любого из исходных средних арифметических отдельных рядов наблюдений и поэтому при обработке неравнорассеянных рядов наблюдений точность измерений повышается.

Если теоретические дисперсии [image: image473.png]


неизвестны, то пользуются их оценками [image: image474.png]


, с помощью которых определяют веса или весовые коэффициенты.

При малом числе нормально распределенных результатов наблюдений пользуются распределением Стьюдента с числом степеней свободы 

	[image: image475.png]


.
	(71)


Если же об исходных распределениях нет никаких заслуживающих внимания данных, то на основании центральной предельной теоремы можно все-таки предполагать, что распределение среднего взвешенного нормально, поскольку оно является суммой большого числа случайных величин с конечными дисперсиями и математическими ожиданиями.

Пример. Тремя коллективами экспериментаторов с помощью различных методов измерения были получены следующие значения ускорения свободного падения (со среднеквадратическими отклонениями результатов измерений):

[image: image476.png]g =(981.9190 +0.0004) cm-¢™?; g =(981.9215+0.0016) cm-c~

g = (981.9230 £0.0020) cm-c 2.




Весовые коэффициенты отдельных результатов вычислим по формуле (68):

[image: image477.png]1 1 1 1
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Среднее взвешенное в соответствии с уравнением (69) составляет:

[image: image478.png]X =0.91-981.9190 + 0.06-981.9215 +0.03-981.9230 = 981.9193 cm- o2





и его дисперсия (70)

[image: image479.png]ot = Y 151100 o
o 1 1 1

(0.0004)°  (0.0016)°  (0.0020)%

Gz =0.00038 ~0/0004 cm-c”.
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6.3. Обработка результатов косвенных измерений

При косвенных измерениях значение искомой величины получают на основании известной зависимости, связывающей ее с другими величинами, подвергаемыми прямым измерениям.

Вначале рассмотрим тот простейший случай, когда искомая величина [image: image480.png]Oz



определяется как сумма двух величин [image: image481.png]Ox



и [image: image482.png]Oy



:

	[image: image483.png]07 =0x ¥ 0y




	(72)


Поскольку результаты прямых измерений величин [image: image484.png]Ox



и [image: image485.png]Oy



(после исключения систематических погрешностей) включают в себя некоторые случайные погрешности, то формулу косвенного измерения суммы можно переписать в виде

	[image: image486.png]


, 
	(73)



где [image: image487.png]Il

=



– средние арифметические (или средние взвешенные), полученные при обработке результатов прямых измерений величин [image: image488.png]Ox



и [image: image489.png]Oy



, [image: image490.png]hr



и [image: image491.png]hy



– случайные погрешности средних, [image: image492.png]


и [image: image493.png]hz



– оценка истинного значения косвенно измеряемой величины и его случайная погрешность. 

Из уравнения (73) непосредственно вытекает справедливость двух следующих равенств:

	[image: image494.png]


, [image: image495.png]


,
	(74)



т.е. оценкой истинного значения косвенно измеряемой величины должна служить сумма оценок истинных значений исходных величин, случайные погрешности которых складываются. 

Математическое ожидание оценки [image: image496.png]


равно, очевидно, истинному значению искомой величины:

[image: image497.png]M[Z]=M[X+7]=M[X]+M[V]=0r + 0y =05,





а ее дисперсия:

[image: image498.png]6% = DZ]= DAz 1= Didg + 2 ]= M[Ovx + Ap)* 1= Mg + 25 + 205 0 | =
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Входящее в это выражение математическое ожидание произведения случайных погрешностей называется корреляционным моментом и определяет степень “тесноты” линейной зависимости между погрешностями. Вместо корреляционного момента часто пользуются безразмерной величиной, называемой коэффициентом корреляции:

	[image: image499.png]


.
	(75)


Отсюда, в частности, следует, что коэффициент корреляции между погрешностями [image: image500.png]hr



и [image: image501.png]hy



средних арифметических равен коэффициенту корреляции между погрешностями [image: image502.png]


и [image: image503.png]


результатов отдельных измерений величин [image: image504.png]Ox



и [image: image505.png]Oy



: [image: image506.png]=rey



.

С учетом коэффициента корреляции дисперсия результата косвенных измерений, т. е. оценки истинного значения косвенно измеряемой величины,

	[image: image507.png]s
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.
	(76)



Если погрешности измерения величин [image: image508.png]Ox



и [image: image509.png]Oy



не коррелированы, то выражение (76) упрощается:

	[image: image510.png]


.
	(77)


В тех случаях, когда теоретические дисперсии распределения результатов прямых измерений неизвестны, определяется оценка [image: image511.png]


дисперсии результата косвенных измерений через оценки дисперсий [image: image512.png]


и [image: image513.png]


:

	[image: image514.png]2 427 =
7 Yoy ¥2r s sy



.
	(78)


Оценки коэффициента корреляции [image: image515.png]


вычисляют на основании результатов прямых измерений исходных величин:

	[image: image516.png]2 - D)@ - D),





	(79)



[image: image517.png]m=min(ng, ny)



– наименьшее из чисел наблюдений [image: image518.png]


и [image: image519.png]


. 

При положительной корреляции, т. е. когда [image: image520.png]


, одна из погрешностей имеет тенденцию возрастать при увеличении другой, если же корреляция отрицательна, то [image: image521.png]


и погрешность измерения одной величины обнаруживает тенденцию к уменьшению при увеличении погрешности измерения другой величины. Возможные значения коэффициента корреляции лежат в интервале [image: image522.png]~1< rgy <+1



. Если [image: image523.png]


, то погрешности измерения некоррелированы.

О наличии корреляции удобно судить по графику, на котором в координатах X, Y изображены пары последовательно получаемых результатов измерения величин [image: image524.png]Ox



и [image: image525.png]Oy



.

На рис.14 изображены случаи совместного распределения результатов измерения при положительной (рис.14,а) и отрицательной (рис.14,б) корреляции. Результаты измерений на рис.15, в некоррелированы.
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Чаще всего наличия корреляции следует ожидать в тех случаях, когда обе величины измеряются одновременно однотипными измерительными средствами, причем неуловимые изменения внешних воздействий (электрических, магнитных, температурных и других полей, условий питания) одновременно заметно влияют на формирование случайных погрешностей их измерения. В некоторых случаях причиной корреляции между результатами измерений может стать сам оператор, поскольку при некоторых исследованиях, связанных с ручным уравновешиванием приборов сравнения (сличением мер на точных весах, в фотометрии), искусство и опыт наблюдателя оказывают значительное влияние на результаты измерений. В тех же случаях, когда исходные величины измеряют с помощью различных средств измерения в разное время, можно с полным правом ожидать, что результаты, если и будут коррелированы, то очень мало, и коэффициентом корреляции в выражениях (76) и (78) можно пренебречь.

Распределение результата косвенных измерений будет нормальным, если нормальны распределения результатов прямых измерений. В этих условиях для построения доверительного интервала, накрывающего истинное значение измеряемой величины, следует применить нормированную функцию нормального распределения, если число измерений достаточно велико. Если же объемы рядов прямых измерений недостаточно велики, то можно воспользоваться распределением Стьюдента с некоторым “эффективным” числом степеней свободы, которое для рассматриваемого случая при независимости погрешностей измерения ([image: image527.png]


) подсчитывается по формуле

	[image: image528.png]ng+l np+l ng+l np+l



,
	(80)



где [image: image529.png]


и [image: image530.png]


– числа прямых наблюдений величин [image: image531.png]Ox



и [image: image532.png]Oy



. 

Если числа наблюдений одинаковы ([image: image533.png]ny



), то выражение для эффективного числа степеней свободы распределения Стьюдента упрощается:

	[image: image534.png]Koy = (1+1)




.
	(81)


Итоговый результат измерений записываем в виде:

[image: image535.png]




где [image: image536.png]


определяется из выражения:

[image: image537.png]PlIZ-0; Iktp87)=29(,)-1





или

[image: image538.png]= >
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H



.

Рассмотренные выражения можно использовать и в том случае, когда искомая величина является суммой от измеряемых прямыми способами величин:

	[image: image539.png]



	(82)


К такой формуле приходим при измерении больших величин по частям, например при измерении длин с помощью концевых мер длины, взвешивании с применением набора гирь, измерении на электрических приборах сравнения с помощью магазинов сопротивлений, емкостей или индуктивностей, измерении объемов жидкостей мерниками меньшей вместимости и так далее. В этих случаях в качестве наиболее достоверной оценки [image: image540.png]


истинного значения измеряемой величины [image: image541.png]O



принимается сумма оценок [image: image542.png]


истинных значений слагаемых:

	[image: image543.png]


.
	(83)


Пример. Без учета поправки на теплообмен подъем температуры [image: image544.png]


в калориметре определяют как разность между конечной [image: image545.png]


и начальной [image: image546.png]


температурами. После обработки опытных данных были получены следующие (округленные) результаты с соответствующими среднеквадратическими отклонениями:

[image: image547.png]5 =25.10718°C, 5 =0.6107*°C,
t, =27.10739 °C, 5; =03-10™ °C.





Результат косвенного измерения находим по формуле (74) как разность соответствующих средних арифметических:

[image: image548.png];= 27.10739 -25.10718 =2.00021 ° C




,


а среднеквадратическое отклонение результата по формуле (77):

[image: image549.png]Gy =0l +62 =+/0.6-10° +03-10% =0.7-10™* °C



.


Итог измерения:

[image: image550.png]2.00021 +0.00007)° C, P =0.6826.





Здесь мы приняли [image: image551.png]


, что при нормальном распределении погрешностей измерений и достаточно большом числе их наблюдений соответствует доверительной вероятности 0.6826 нахождения подъема температуры в указанных пределах.

6.4. Критерии ничтожных погрешностей

Не все частные погрешности [image: image552.png]E,



косвенного измерения играют одинаковую роль в формировании итоговой погрешности результата. Так, например, если частные погрешности удовлетворяют неравенству

[image: image553.png]B <03sg,



,


то ими можно пренебречь. 

Эта формула в метрологии называется критерием ничтожных погрешностей, а сами погрешности, отвечающие условию (78), называются ничтожными или ничтожно малыми.

Использование критерия ничтожных погрешностей при решении задачи косвенных измерений позволяет найти те величины, повышение точности измерения которых позволит уменьшить суммарную погрешность результата. Очевидно, не имеет смысла повышать точность измерения тех величин, частные погрешности которых и без того ничтожно малы.
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