Дискретизация и квантование сигналов.
Влияние формы дискретизирующих импульсов.


Дискретизированный сигнал можно представить в виде последовательности дискретизирующих
импульсов, «взвешенной» значениями отсчетов s(kT) аналогового сигнала s(t).

Если в качестве дискретизирующих импульсов используется дельта – функция (идеальный случай), то будет справедливо ее выражение   
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спектр дискретизированного сигнала в этом случае 
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в общем случае   
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Спектр дискретизированного сигнала при произвольной дискретизации будет отличаться от случая с использованием дельта – функции лишь дополнительным множителем – спектром импульса  s0(t), 
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Т.о. отличие формы дискретизирующих импульсов от дельта – функций вызывает мультипликативные искажения спектра дискретного сигнала. Спектральная функция импульса, имеющего конечную энергию, затухает с ростом частоты, поэтому возникающие при дискретизации сдвинутые копии спектра сигнала S(t) оказываются ослабленными. 

Рассмотрим важный с практической точки зрения случай, когда S0(t) представляет собой прямоугольный импульс с единой амплитудой и длительностью, равный периоду дискретизации 
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В данном случае дискретный сигнал приобретает ступенчатую форму, что характерно для сигнала на выходе ЦАП перед сглаживающим фильтром. Искажения спектра при этом описываются множителем вида 
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Спад амплитудного спектра на частоте 
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 составляет 
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В качестве примера рассмотрим дискретизацию треугольного импульса дельта – функциями и рассмотренными прямоугольными импульсами.
Из графиков видно, что ЦАП сам по себе является ФНЧ, однако с весьма невысокой степенью подавления сдвинутых копий спектра.

Кроме того, поскольку АЧХ такого фильтра весьма далека от прямоугольной, он обладает сильной неравномерностью в полосе пропускания  и заметно ослабляет высокочастотные составляющие сигнала.
Z – преобразование.

Удобным способом анализа дискретных последовательностей является z – преобразование. Смысл его заключается  в том, что последовательности х(к) ставится в соответствие функция комплексной переменной z, определяемая следующим образом
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Функция х(z) определена только для тех значений z, при которых ряд (1) сходится.

Z – преобразование играет для дискретных сигналов такую же роль, как преобразование Лапласа для аналоговых. Определяющим при этом является тот факт, что z – преобразование импульсной характеристики дискретной системы, является дробно – рациональной функцией переменной z
Примеры вычисления Z - преобразования.

1. Дискретная дельта – функция
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2. Единичный скачок
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Т.е. нужно вычислить сумму бесконечной геометрической прогрессии с первым членом 1(z-0=1; и знаменателем z-1 . Такой ряд сходится при ( z-0 ( ( 1, 
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3. Дискретная экспоненциальная функция 
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Первый член равен 1; знаменатель az-1. Ряд сходится при 
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Связь z - преобразования с требованиями Лапласа и Фурье.
Рассмотрим последовательность, определенную при к ( 0, 
 и сопоставим ей временный сигнал в виде набора дельта функций.
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; Т – интервал дискретизации.

Преобразование Лапласа
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Эта формула переходит в (1) при подстановке 
[image: image23.wmf]pT

e

z

=


Т. о. взаимное соответствие между z – преобразованием x(z) и преобразованием Лапласа S(р) описывается следующим образом
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Схожими формулами описывается связь z – преобразования с преобразованием Фурье (при рассмотрении этой связи нет необходимости считать последовательность односторонней).
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Следующий пункт является примером к z – преобразованию. 
4. Дискретная затухающая синусоида
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Разностные уравнения для описания дискретных систем. Нерекурсивная и рекурсивная цифровая фильтрация.


Разностным уравнением называется выражение 


[image: image30.wmf])

(

...

)

1

(

)

(

)

(

...

)

2

(

)

1

(

)

(

1

0

2

1

0

m

k

x

b

k

x

b

k

x

b

n

k

y

a

k

y

a

k

y

a

k

y

a

m

n

-

+

+

-

+

=

=

-

+

+

-

+

-

+


где
 x – отсчеты входного сигнала 

      
y – отсчеты выходного сигнала


a и b – постоянные коэффициенты

запись 
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 означает задержку сигнала на i тактов.
Разностное уравнение  определяет алгоритм работы дискретной системы.

Дискретный фильтр – произвольная система обработки дискретного сигнала, обладающая  свойствами линейности и стационарности.

Линейность означает, что выходная реакция на сумму сигналов  равна сумме реакций  на эти сигналы, поданные на вход по отдельности, а стационарность – что задержка входного сигнала приводит лишь к такой же задержке выходного сигнала , не меняя его формы.

В нерекурсивном фильтре для вычисления выходного отсчета используется только входные отсчеты.

В рекурсивном фильтре, кроме того, используются задержанные отсчеты выходного сигнала.
Структурные схемы рекурсивных и нерекурсивных фильтров.
Будем в данном разделе считать, что 
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Нерекурсивный фильтр 
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Рекурсивные фильтры
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Прямая форма (direct form I)
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Каноническая форма (canonic form / direct form II)

[image: image132.wmf]T


С теоретической точки зрения прямая и каноническая формы эквиваленты. Но на практике нужно учитывать, что с одной стороны при канонической реализации используется общая линия задержки, что уменьшает число необходимых ячеек памяти, однако абсолютные величины отсчетов в линии задержки могут существенно превосходить амплитуду входного и выходного сигналов. Это приводит к необходимости увеличения разрядности представления чисел в линии задержки по сравнению с разрядностью входного и выходного сигналов, что усложняет реализацию устройства. При прямой реализации в линиях задержки хранятся непосредственно отсчеты  входного и выходного сигналов, т. е. повышенная разрядность линии задержки не требуется. Единственным элементом, требующим повышенной разрядности, в данном случае является сумматор.
Транспонированная форма (direct transposed form II)        
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Транспонированная схема позволяет эффективно распараллелить вычисления. При  реализации фильтра в прямой или канонической форме можно одновременно выполнять все операции умножения, но для получения выходного результата необходимо дождаться выполнения всех операций сложения  (суммирование десятков или сотен элементов не может быть выполнено за 1-2 такта). 

В транспонированной же схеме, помимо умножения, можно одновременно выполнять и все операции сложения, поскольку они являются независимыми (т.е. не используют в качестве суммируемых величин результаты других сложений). Как видно из рисунка, собственно для расчета выходного сигнала необходимо выполнить одно умножение и одно сложение, все остальные операции производят подготовку промежуточных результатов для вычисления последующих выходных отсчетов. В МАТLABе используется  именно данная реализация фильтров.
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Транспонированная форма (direct transposed form I)        

[image: image135.wmf]t


Преимуществ перед direct transposed form II нет, а количество элементов памяти больше, и больше тело операций.
Последовательная (каскадная) форма
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[image: image36.wmf]
Последовательная форма часто применяется на практике, т. к. она позволяет ослабить нежелательные эффекты, связанные с ошибками округления.
Параллельная форма
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Алгоритмы дискретного и быстрого преобразования Фурье и дискретной свертки

ДПФ – разновидность преобразования Фурье, предназначенная для работы с дискретными сигналами.
 Пусть x(nТ) периодическая последовательность с периодом NT, т.е. x(nТ)=x(nТ+mNT). ДПФ называют пару взаимно однозначных преобразований
Прямое ДПФ
[image: image37.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

p

=

W

=

=

å

å

-

=

-

=

p

-

W

-

1

,

0

2

;

)

(

)

(

)

(

1

0

1

0

2

N

k

NT

e

nT

x

e

nT

x

k

x

N

n

N

n

N

kn

j

T

jkn

&


Обратное ДПФ
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Ω – основная частота преобразования.
Быстрым преобразованием Фурье называют набор алгоритмов, реализация которых приводит к существенному уменьшению вычислительной сложности ДПФ. Основная идея этих алгоритмов состоит в том, что исходная преобразуемая последовательность разбивается на более короткие, вычисляются ДПФ коротких последовательностей, и они объединяются в ДПФ  исходной последовательности. 
Алгоритм Герцеля
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Вычисление отдельного спектрального отсчета

ПФ отдельного канала ДПФ
Вычисление отдельного спектрального отсчета можно реализовать с помощью фильтра (1). Если необходимо вычислить лишь некоторые отсчеты ДПФ данный алгоритм может оказаться предпочтительнее, чем использование БПФ, принципиально ориентированного на получение всех спектральных отсчетов.
Для удобства практического использования формулу (1) можно модифицировать. Слагаемое 
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в числителе выполняет роль «ограничителя», заставляя импульсную характеристику закончится, достигнув длины N отсчетов. Такой фильтр вычисляет отсчет мгновенного спектра сигнала, все время используя последние N отсчетов входного сигнала. Если же мы будем обрабатывать сигнал порциями по N отсчетов, перед каждой порцией обнуляя состояние фильтра, то конечность длины импульсной характеристики не будет иметь значения. В этом случае можно удалить слагаемое 
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 из числителя функции передачи, получив рекурсивный фильтр первого порядка.

[image: image41.wmf];
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 нужно прогнать через него N отсчетов входного сигнала.
Следующее  изменение связано с тем, что коэффициент обратной связи в единственной рекурсивной ветви данного фильтра является комплексным. Поэтому при обработке каждого входного отсчета нужно выполнить четыре вещественных умножения и столько же вещественных сложений. Число операций можно сократить, умножив числитель и знаменатель ПФ на 
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В рекурсивный  части, получившегося фильтра, все коэффициенты вещественные, к тому же коэффициент при 
[image: image44.wmf]2
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 равен единице. Поэтому при обработке каждого входного отсчета в рекурсивной ветви фильтра необходимо выполнить всего одно вещественное умножение и два вещественных сложения.

Теперь комплексные коэффициенты появились в числителе функции. Однако если реализовать фильтр в канонической форме, то расчеты будут выполняться сначала в рекурсивной ветви, затем в нерекурсивной. Т. к. нас интересует только конечный результат вычисления спектрального отсчета, комплексное умножение и сложение могут быть выполнены только один раз для получения окончательного результата.
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Данный способ вычисления отдельного спектрального отсчета называется алгоритмом Герцеля (Hoertzel) 
[image: image139.wmf]T
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Для вычисления спектрального отсчета по алгоритму Герцеля требуется N+4 вещественных умножений и 2N+3 вещественных сложений. Если число вычисляемых спектральных отсчетов невелико, этот алгоритм оказывается эффективнее, чем расчет всех спектральных отсчетов с помощью БПФ.
Растекание спектра (spectrum leakage)

При вычислении ДПФ предполагается, что последовательность отсчетов анализируемого сигнала является периодически продолженной вперед и назад во времени. Если же вычисляется ДПФ непериодической последовательности или количество отсчетов ДПФ не совпадает с периодом последовательности, то значения начальных и конечных отсчетов сигнала  могут сильно различаться . В этом случае при периодическом повторении на стыках сегментов возникают скачки, из-за которых спектр сигнала расширяется.
[image: image140.wmf]T
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[image: image141.wmf]w


Для предотвращения растекания спектра при обработке отдельных фрагментов сигнала к ним применяют оконные функции.
Свертка дискретных сигналов


Круговая (периодическая) свертка дискретных сигналов 
Если 
[image: image46.wmf])
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 – периодические последовательности с периодом NT, то их круговая свертка определяется следующим выражением
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Круговую свертку можно вычислить с использованием ДПФ по следующему алгоритму:

1. Вычислить ДПФ 
[image: image49.wmf])
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2. Вычислить ДПФ 
[image: image53.wmf])
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3. Вычислить 
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 с помощью ОДПФ.
Как правило, ДПФ и ОДПФ вычисляют с помощью БПФ.
Линейная (апериодическая) свертка дискретных сигналов

Пусть 
[image: image56.wmf])
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 и 
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 – конечные последовательности длиной N1 и N2 . Их линейная свертка определяется выражением
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длина свертки  N1 + N2 –1

Если дополнить исходные последовательности нулями до длины линейной свертки, и вычислить их круговую свертку, то результат будет аналогичен результату линейной свертки. Поэтому для вычисления линейной свертки можно использовать алгоритм с ДПФ, приведенный ранее. 
Блочная (секционная) свертка сигналов

В случае, когда одна из входных последовательностей при вычислении свертки намного больше другой (например, если осуществляется  фильтрация путем свертки входного сигнала с импульсной характеристикой фильтра), применяется блочная свертка сигналов. При этом входной сигнал делится на блоки заданного размера, и эти блоки подвергаются фильтрации в частотной области по отдельности. При выборе размера блока необходимо реализовать компромисс между числом операций  (чем больше размер блока, тем эффективнее использование алгоритма БПФ ) и задержкой получения выходного сигнала (чем меньше размер блока, тем меньше эта задержка).
Рассмотрим на примере, как производится объединение выходных результатов, полученных при обработке отдельных блоков.

[image: image59.wmf][

]

2

4

1

=

n

   ИХ фильтра 
[image: image60.wmf]3

1

=

N



[image: image61.wmf][

]

11

2

32

43

5

4

3

2

1

=

x

 - сигнал 
[image: image62.wmf]12

2

=

N


Их линейная свертка (искомый результат)
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Разобьем входной  сигнал на 2 блок по 6 отсчетов и обработаем их по отдельности
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Анализируя полученные результаты, можно заметить что первые шесть отсчетов вектора 
[image: image67.wmf]1

y

 совпадают с первыми шестью элементами полного выходного сигнала 
[image: image68.wmf]y

. Последние шесть отсчетов вектора 
[image: image69.wmf]2

y

 совпадают с шестью последними элементами полного выходного сигнала 
[image: image70.wmf]y

. Оставшиеся два «средних» элемента (7й и 8й) вектора 
[image: image71.wmf]y

 могут быть получены суммированием двух последних элементов вектора 
[image: image72.wmf]1
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 с двумя первыми элементами вектора 
[image: image73.wmf]2
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В общем случае фильтрация организуется  следующим образом:

1. Входной сигнал разбивается  на блоки длиной N отсчетов (в примере N = 6);
2. Каждый блок фильтруется  независимо. Длина выходного сигнала составляет N + М–1 отсчетов, где М - длина импульсной характеристики фильтра. Для повышения эффективности фильтрация осуществляется в частотной области с использованием БПФ;
3. Блоки выходного сигнала объединяются, при этом их крайние М-1 отсчетов перекрываются и суммируются.

Данный алгоритм называется методом перекрытия с суммированием (overlap-add). Другой возможный вариант - перекрытие с накоплением (overlap-save). При этом входной сигнал разбивается на блоки, перекрывающиеся по краям на М-1 отсчет, а у выходного сигнала для каждого блока отбрасываются крайние «хвосты» по М-1 отсчетов с каждой стороны. После этого выходные блоки объединяются без перекрытия.
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Синтез цифровых фильтров

Под проектированием (или синтезом) цифрового фильтра понимается выбор таких коэффициентов ПФ аi   и bi, при которых характеристики получающегося фильтра удовлетворяют заданным требованиям. В общем случае в задачу проектирования можно включить выбор структуры фильтра с учетом конечной точности вычислений.
Методы синтеза цифровых фильтров можно классифицировать по различным признакам:
по типу получаемого фильтра:

· методы синтеза рекурсивных фильтров;

· методы синтеза нерекурсивных фильтров;
по наличию аналогового прототипа:

· методы синтеза с использованием аналогового прототипа;

· прямые (без использования аналогового прототипа) методы синтеза;
Прямые методы синтеза можно разделить на две категории:

· оптимальные методы, в которых  численными итерационными методами ищется минимум заданной функции качества;

· субоптимальные методы, не дающие в точности оптимального решения, но позволяющие значительно упростить вычисления по сравнению с оптимальными методами.

Фильтры с косинуидальным сглаживанием АЧХ
Расчет фильтров с косинуидальным сглаживанием АЧХ можно отнести к категории методов, основанных на весовых  функциях. Однако, их выделяют в отдельный класс, в основном из - за широкого распространения в телекоммуникационных системах, где они применяются для формирования спектра.

Пусть необходимо синтезировать ФНЧ с заданной частотой среза. Из курсов ТЭС и ЦОС известно, что обратное преобразование Фурье от идеальной прямоугольной АЧХ дает отсчеты бесконечной в обе стороны ИХ вида 
[image: image76.wmf](
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. В курсе ЦОС рассмотрели, что простое усечение ИХ приводит к неудовлетворительному виду АЧХ, поэтому необходимо использовать весовые функции. (Степень проявления нежелательных эффектов при усечении зависит от скорости убывания отсчетов характеристики (ИХ)).

Рассмотрим косинусоидальное сглаживание, при котором в переходной зоне от полосы пропускания к полосе задерживания АЧХ представляет собой половину периода косинуса. Фильтр с косинуидальным сглаживанием АЧХ – (raised cosine filter). Для аналогового случая его АХЧ описывается следующим образом:
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Параметр 
[image: image79.wmf]a

- коэффициент сглаживания (rolloff  factor), он равен половине ширины переходной зоны, нормированной к частоте среза. При 
[image: image80.wmf]0
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 фильтр превращается в идеальный ФНЧ с прямоугольной АЧХ, 
[image: image81.wmf]1
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 АЧХ перестает содержать плоский участок в полосе пропускания.
ИХ: 
[image: image82.wmf](
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Такой способ сглаживания делает непрерывной не только саму АЧХ, но и ее первую производную.
Пусть частота среза 
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ИХ цифрового фильтра с косинуидальным сглаживанием:
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Сравним данный тип фильтра с результатами простого усечения ИХ идеального ФНЧ при  
[image: image86.wmf].
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Уровень боковых лепестков  уменьшает более чем на 10 дБ без заметного расширения полосы пропускания. Пульсации коэффициента передачи в полосе пропускания также ослабляются.
Часто используется идея «распределения» описанного фильтра между передатчиком и приемником. В этом случае на передающей и приемной сторонах используются одинаковые фильтры, АЧХ которых представляет собой квадратный корень из (1).
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ИХ: 
[image: image88.wmf](
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SQRT вариант фильтра с косинусоидальным сглаживанием АЧХ (square root raised cosine filter)
[image: image143.wmf]w


MATLAB
b = firrcos(n, F0, df, Fs, ‘transition’, ‘type’, delay, window )
n – порядок; F0 – частота среза; Fs – частота дискретизации, df- задает ширину переходной полосы между полосами пропускания и задерживания. В зависимости от значения параметра ‘transition’  возможны два варианта:
· при ‘transition’ = ‘bandwidth’  df  задает ширину переходной зоны в единицах частоты (при этом должны выполняться неравенства 
[image: image89.wmf]0
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). Этот вариант принят по умолчанию.

· при ‘transition’ = ‘rolloff’ параметр df  задает коэффициент сглаживания АЧХ (
[image: image91.wmf]1
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‘type’ – ‘normal’ – обычный ФНЧ с косинусоидальным сглаживанием (по умолчанию).

‘SQRT’ - SQRT вариант
delay - вносимая фильтром  задержка (в отсчетах).

по умолчанию delay = floor ((n+1)/2) 

window - можно задать дополнительную оконную функцию.

По умолчанию - прямоугольная.

Всепропускающие фильтры (allpass)
Это фильтры, АЧХ которых равна единице на всех частотах. Такие фильтры изменяют только фазы спектральных составляющих входного сигнала. Могут использоваться  для линеаризации ФЧХ дискретных систем.

Представление ПФ в виде разложения на множители позволяет легко получить условия, при выполнении которых рекурсивный фильтр будет всепропускающим. Рассмотрим ПФ фильтра первого порядка имеющего один полюс Р1 и один нуль Z1 
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Квадрат АЧХ такого фильтра равен :
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Для того, чтобы квадрат АЧХ был равен единице на всех частотах необходимо, чтобы коэффициенты при всех степенях 
[image: image94.wmf]T
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 в числителе и знаменателе были одинаковы
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 EMBED Equation.3  [image: image97.wmf];
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Если включить последовательно произвольное количество фильтров, удовлетворяющих полученным отношениям, то АЧХ системы в целом будет по-прежнему равна  единице на всех частотах.

Таким образом, условия, при которых фильтр будет всепропускающим, будут следующими:

1. число нулей равно числу полюсов.

2. значение нулей являются обратными и комплексно – сопряженными по отношению к полюсам.

3. коэффициент усиления 
[image: image99.wmf]k

 равен произведению модулей полюсов фильтра.
Регулируя количество  и расположение полюсов можно получить ФЧХ  произвольной формы.

MATLAB
iirgrpdelay: [b, a, tau] = iirgrpdelay (n, f, edges, gd, w, radius, p, dens, a0, tau)
n - порядок (числителя и знаменателя)

f - вектор частот для задания частотной характеристики фильтра. Нормировка 
[image: image100.wmf].
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gd – вектор значений групповой задержки измеряемой в отсчетах, для частот из вектора f (используется кусочно-линейная интерполяция).
edges – вектор четной длины, задающий границы частотных полос, в промежутках между которыми ИХ  является незаданной.

Т.е. задана в edges (1)…edges (2), edges (3)…edges (4),
неопределена        edges (0)…edges (1), edges (2)…edges (3).


Вектор edges должен содержать значения частот имеющихся в векторе f.


Приведенные ниже необязательны:

W – вектор весовых коэффициентов. Он должен иметь такой же размер, как векторы f, gd и содержать неотрицательные вещественные числа.
radius – предельно допустимая величина модулей полюсов синтезируемого фильтра. По умолчанию 0,999999. 
Р - двухэлементный вектор вида
[image: image101.wmf][
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, указывающий границы для параметра р, используемой при расчете нормы ошибки. Это должны быть положительные целые четные числа. По умолчанию (2 128( это дает результаты, близкие к  минимаксной оптимизации. Возможно такие значения (inspect(, при этом оптимизация не производится и функция выдает используемые ею начальное приближение.

dens – плотность частотной сетки, используемой для расчета ошибок. Число точек сетки dens ((n+1). По умолчанию dens =20.

ао – начальное приближение для знаменателя ПФ.

tau – дополнительное смещение ГВЗ, используемое для того, чтобы результирующая ГВЗ  была > 0 на всех частотах. По умолчанию tau = max (gd)

Выход b, a – числитель и знаменатель.
tau – значение смещения ГВЗ использовавшееся при синтезе. 

Вопросы масштабирования и оценки точности вычислений
Шум квантования
При представлении отсчетов дискретного сигнала в виде чисел с ограниченной разрядностью происходит их округление. Разность между исходным и округленным значениями называется шумом квантования.

Если при квантовании происходит округление значений сигнала, то значения шума квантования лежат в следующих пределах : 
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где 
[image: image103.wmf]D

– расстояние между уровнями квантования. 

В большинстве случаев можно считать е(t) случайным процессом имеющим равномерное распределение вероятности. Такой случайный процесс  имеет нулевое  среднее значение и дисперсию, равную 
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В реальных АЦП часто используется усечение, то есть округление   в сторону меньшего значения.

тогда 
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В качестве примера рассчитаем отношение сигнал/шум при квантовании гармоничного сигнала  с амплитудой А. 
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где 
[image: image107.wmf]D
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 число уровней квантования, укладывающихся  в размахе сигнала. АЦП, имеющий 
[image: image108.wmf]q

 двоичных разрядов, обеспечивает 
[image: image109.wmf]24
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 уровней квантования. Если размах сигнала соответствует полному рабочему диапазону АЦП, то  отношение сигнал/шум равно
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Если выразить этот результат в децибелах, получится простая формула, показывающая связь между числами двоичных разрядов, используемых для представления отсчетов сигналов, и максимально достижимым в этом случае отношением сигнал/шум
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Неравномерное квантование

Равномерное квантование гарантирует, что размах шума квантования не будет превосходить величины шага квантования. Однако, если потребовать минимизации среднеквадратического значения шума квантования, оптимальный набор уровней квантования будет зависеть от статистических свойств сигнала, а именно от плотности вероятности его мгновенных значений.

В этом случае интуитивно ясно, что уровни квантования должны располагаться плотнее друг к другу в области тех значений, которые сигнал принимает  с большей вероятностью.

Идея неравномерного квантования в общем случае формулируется следующим образом: диапазон возможных значений сигнала делится на N зон квантования 
[image: image112.wmf].
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 Зонам квантования сопоставлены квантованные значения 
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. Если входной сигнал попадает в диапазон 
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, его квантованное значение принимается равным 
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Пусть сигнал имеет плотность вероятности р(х) и мы хотим осуществить его N - уровневое квантование так, чтобы сделать нулевым среднее значение и минимизировать  дисперсию шума квантования. Среднее значение ошибки квантования будет равно:
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где 
[image: image117.wmf]x

 – МО сигнала x;


[image: image118.wmf]k
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 - вероятность попадания сигнала в  k-ю  зону квантования.

Средний квадрат ошибки
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Приравнивание к нулю частных производных этого выражения по 
[image: image120.wmf]k
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 и 
[image: image121.wmf]k
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 дает следующие соотношения для оптимальных параметров квантования:
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Данные формулы при известной плотности вероятности 
[image: image123.wmf])
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 дают систему нелинейных уравнений относительно 
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Аналитическое решение этой системы, даже для несложных функций 
[image: image126.wmf])
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, оказывается весьма непростым и его, в большинстве случаев, приходится искать численными методами. 
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