Эффекты квантования и шумы в цифровых фильтрах

4.1 вводные замечания

При рассмотрении методов определения коэффициентов фильтров на предыдущих лекциях неявно предполагалось, что коэффициенты заданы с неограниченной точностью. Подразумевалось, что рассматриваемые системы дискретизированы, но в них нет квантования по амплитуде. Однако при реализации цифровых фильтров необходимо вводить некоторое ограничение по точности представления не только коэффициентов фильтра, но и выборок входного сигнала и, кроме того, результатов арифметических операций, выполняемых в фильтрах.

Во-первых, каждый входной сигнал следует квантовать, т. е. выборки входного сигнала должны быть представлены конечным числом двоичных разрядов. Во-вторых, точность коэффициентов фильтра (количество двоичных разрядов) должна быть согласована с длиной машинного слова или с разрядностью специальных вычислительных средств, используемых в операциях фильтрации. Наконец, в-третьих, некоторое приближение появляется также в процессе выполнения операций фильтрации. Действительно, реализация цифрового фильтра состоит в последовательности умножений и сложений, и когда два числа умножаются, результат имеет большую длину, чем операнды. Поскольку очевидно, что практически нецелесообразно конструировать аппаратурные средства с увеличенной длиной регистров, необходимо вводить некоторое округление результатов таких операций.

Задача исследования поведения ошибки в операциях цифровой фильтрации очень сложна и является существенно нелинейной, поскольку аналого-цифровые преобразователи, выполняющие описанное выше квантование, представляют собой нелинейные устройства. Но если квантование не очень грубое, как для большинства сигналов, встречающихся в приложениях фильтрации, то можно использовать линейную модель поведения системы и статистическую модель ошибок.

Здесь рассмотрены только те нелинейные эффекты, которые связаны, во-первых, с явлением предельного цикла, которое может возникнуть, когда входной сигнал фильтра имеет лишь несколько ступенек квантования, и, во-вторых, с пульсациями, вызванными переполнением.

В большинстве исследований поведения ошибки фильтров конечной неявной целью является разработка технических средств или программного обеспечения для мини-ЭВМ, где ограничения на объем памяти и скорость вычислений могут быть очень жесткими.

По этой причине здесь лишь кратко упоминается о поведении ошибки при плавающей запятой. Фактически мы не рассматриваем задачу реализации технических средств с плавающей запятой, где очень важной может оказаться задача минимизации длины слова, известно, что в большинстве мини-ЭВМ с реализованной плавающей запятой трудности, связанные с шумами квантования, не очень велики. 

4.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧИСЕЛ

Прежде чем приступить к изучению поведения ошибки цифровых фильтров, необходимо описать, как представляются числа, используемые при реализации фильтров. Обычно применяются два представления: с фиксированной и плавающей запятой.

При фиксированной запятой возможно несколько вариантов представления, отличающихся положением запятой (числа, выравненные справа или слева) и способом представления отрицательных чисел.

Когда используется форма с выравниванием справа, каждое число представляется в виде последовательности положительных степеней числа два. Для пояснения рассмотрим арифметическое представление с помощью 16 двоичных разрядов (15— для величины и 1—для знака), которое является общепринятым, например, во всех мини-ЭВМ. Любая из 32 768 (=215) последовательностей 15 двоичных разрядов, имеющих положительный знак (знаковый разряд равен нулю), представляет число, значение которого можно выразить формулой

где di—двоичная переменная, которая может принимать зна​чения только 0 и 1, а М= 15.

При выравнивании слева, когда предполагается, что запятая находится слева от старшего значащего разряда, каждая из рассмотренных после​довательностей представляет число, значение которого равно

т. е. число находится в интервале (1—2-М, 0).

Итак, можно сказать, что выравненные справа числа с фиксированной запятой являются целыми, а выравненные слева — дробными.

Основное различие между двумя представлениями определяется выполнением операции умножения. Результат умножения двух дробей есть также дробь, и поэтому невозможно превысить длину регистров, если в процессе выполнения операции отбрасывать младшие значащие разряды.

Очевидно, что переполнение при выполнении операции сложения может иметь место при обеих формах представления. Поэтому при реализации цифровых фильтров вопросам переполнения должно уделяться особое внимание.

При представлении с плавающей запятой последовательность двоичных разрядов, представляющая число, делится на две подпоследовательности. Первая, называемая мантиссой, является, как правило, выравненным слева числом с фиксированной запятой и знаком, и представляет собой нормализованное значение числа. Вторая, называемая порядком, представляет собой показатель (со знаком) степени (основание степени—два), на которую надо умножить мантиссу, чтобы получить значение числа. Соответственно число задается соотношением

Очевидно, что представление с плавающей запятой более удобно, когда используется большой диапазон представления чисел, поскольку несколько дополнительных разрядов порядка можно использовать для согласования больших диапазонов представления чисел.

Другим вопросом, подлежащим обсуждению, является представление отрицательных чисел. Более простым является представление в виде абсолютного значения со знаком (т. е. в прямом коде со знаком). В этом случае один из разрядов предназначается для знака (обычно 0 — Положительный знак, 1—отрицательный), а остальные разряды образуют абсолютное значение числа. Другой способ представления основан на принципе дополнения: представление в виде обратного и дополнительного кодов.

Рассмотрим представление числа в виде дополнительного кода, как наиболее часто используемое. В этом случае положительные числа представляются так же, как и обычно, т. е. абсолютным значением со знаком (знак 0), тогда как отрицательные целые числа выражаются в виде

а дробные числа

где М — число двоичных разрядов системы.

Поэтому, например, в системе с 16 разрядами, рассмотрен​ной выше, число 1 представляется в виде 00000000000000001, тогда как число —1 — как 2м — 1, т. е. в виде 1 1111 1111 1111 1111. Можно отметить, что в этом случае отличительным признаком отрицательных чисел является знаковый разряд 1.

Можно показать, что представление является циклическим, т. е., если начнем с 0, и будем прибавлять 1 к каждому предшествующему числу, получим все положительные числа от 0 до 2м—1. Прибавив "еще 1, получим отрицательное число, поскольку знаковый разряд станет равным 1, а значение числа будет соответствовать 2м. Продолжая прибавлять единицу, получаем все отрицательные числа вплоть до —1, а затем получим 0, т. е. число, с которого была начата последователь​ность.

Следствием этого является важное свойство такой системы записи чисел, а именно: если результат сложения более чем двух положительных и отрицательных чисел таков, что его можно представить имеющимся количеством двоичных разря​дов, то этот результат является точным независимо от порядка выполнения операций сложения, даже если в процессе этих опе​раций имело место переполнение.

Другим важным свойством представления в дополнительном коде является то, что результат вычитания можно получить путем сложения уменьшаемого с дополнительным кодом вычитаемого. Действительно, рассмотрим, например, целые числа: сложение N1 с дополнительным кодом N2, определенным в виде (4.4), соответствует получению числа N1+2M-N2, а поскольку представление ведется по модулю 2м, это эквивалентно получению разности N1—N2.
Таким образом, используя арифметическое представление в виде дополнительного кода, можно выполнять как сложение, так и вычитание с применением только сумматоров. Необходимо только вычислить дополнительный код числа. Из определений следует, что для получения дополнительного кода числа необходимо выполнить вычитание. Но существуют более эффективные методы. Например, легко видеть, что дополнительный код числа можно получить, взяв обратные значения всех двоичных разрядов (включая знаковый) и прибавив единицу к полученному результату.

Из двух рассмотренных способов представления чисел способ с фиксированной запятой проще с точки зрения технической реализации. Просто реализуется сложение двух чисел, и можно получить умножение без переполнения, если для представления с фиксированной запятой используются дроби. Основные сложности применения арифметики такого типа при реализации цифровых фильтров связаны с ограниченным динамическим диапазоном представления. Поэтому следует особое внимание уделять задаче масштабирования переменных, используемых в структуре фильтра, чтобы избежать переполнении.

Используя представление с плавающей запятой, можно избежать некоторых трудностей, связанных с ограничениями динамического диапазона, выделяя для этого, самое большее, некоторые дополнительные разряды в представлении. Однако реализация арифметики такого типа является более трудной задачей, и такая арифметика более медленная, чем с фиксированной запятой. Действительно, чтобы сложить два числа в системе с плавающей запятой, необходимо сначала нормализовать их, чтобы выравнять порядки, а затем выполнить сложение. Если необходимо, результат сложения следует еще раз нормализовать. Кроме того, умножение с плавающей запятой в действительности является объединением двух арифметических операций, а именно, перемножения мантисс и сложения порядков.

Важно также отметить, что, используя представление с фиксированной запятой, путем подходящего масштабирования можно избежать опасности переполнения в операциях сложения и ошибка будет вноситься лишь при умножении. Между тем, если представление используется с плавающей запятой, ошибка будет вноситься также в операциях сложения, поскольку в процессе нормализации некоторые разряды одного из чисел теряются.

Увеличение сложности арифметики с плавающей запятой приводит к предпочтительному выбору арифметики с фиксированной запятой при разработке технических средств для выполнения операций цифровой фильтрации. В этом случае доступный выигрыш в объеме технических средств, емкости памяти и, кроме того, повышении быстродействия может оказаться более важным, чем усложнение работы по синтезу фильтра, которая в этом случае включает: во-первых, выбор наилучшей структуры фильтра, во-вторых, вычисление ограничений в случае переполнения и, в-третьих, исследование поведения ошибки для выбранной структуры.

При разработке программ для универсальных ЭВМ и для мини-ЭВМ, в тех случаях, когда скорость обработки не играет особой роли, реализация с использованием плавающей запятой может сделать процедуру синтеза фильтров более гибкой.

Наконец, отметим, что в большинстве мини-ЭВМ действительные числа представляются в виде чисел с плавающей запятой с использованием 32 битов, 8 из которых используются для порядка (включая знак), а 24—для мантиссы в дополнительном коде. Это позволяет иметь точность представления до шести-семи десятичных цифр и обеспечивает хороший динамический диапазон, а именно: 2-128<N<:2127.

Целые числа, как правило, представляются в виде чисел с фиксированной запятой, выравненных справа. 

4.3. УСЕЧЕНИЕ И ОКРУГЛЕНИЕ

При любом представлении непрерывных переменных чисел вносится ошибка, являющаяся следствием аппроксимации переменных конечным числом цифр. Эта ошибка зависит от числа используемых при таком представлении двоичных разрядов М, способа представления (с фиксированной или плавающей запятой), способа представления отрицательных чисел и, наконец, метода, используемого для исключения разрядов, превышающих длину регистров.

Для выполнения последнего действия можно рассмотреть два различных метода. Первый состоит в простом отбрасывании лишних разрядов, второй—в аппроксимации на низшем уровне, а именно: число принимает то же значение, что и в первом ме​тоде, если отбрасываемая дробь меньше половины цены младшего разряда представления или же увеличивается на 1 в противном случае.

Первый способ аппроксимации называется усечением, а второй — округлением.

Округление, очевидно, является более точным способом, чем усечение, поскольку при округлении максимальная ошибка равна половине шага квантования. Поэтому, если число представляется в виде дроби из М двоичных разрядов (без знака), ошибка аппроксимации будет находиться в пределах

При усечении максимальная ошибка больше и равна шагу квантования, а ее значение (по знаку) зависит от представления отрицательных чисел. Если используется представление в прямом коде со знаком, то ошибка будет определяться как разность между полученным и истинным значениями и будет изменяться в пределах от 0 до —2-м, если число положительно, и в пределах от 2-М до 0, если число отрицательно, т. е. знак ошибки всегда противоположен знаку числа. Если используется представление в дополнительном коде, ошибка не связана со знаком квантуемого числа и всегда отрицательна при изменении в диапазоне (0, —2-М).

Если выбрано представление с плавающей запятой, ситуация осложняется. В этом случае аппроксимация (усечение или округление) выполняется только для мантиссы числа. Это означает, что абсолютное значение ошибки зависит от числа, т. е. в этом случае важна относительная ошибка, а не абсолютная. Следовательно, в случае с плавающей запятой ошибки, вносимые аппроксимацией, мультипликативны, а не аддитивны. Поэтому если а—аппроксимируемое число, а'—полученное число с плавающей запятой, (— относительная ошибка, то

и. следовательно,

Если используется, например, округление, ошибка в мантиссе будет определяться формулой (4.6) и поэтому

где l — порядок.

Используя (4.7) и неравенство 2l-1<(<2l , можно получить границы для (:

4.4. КВАНТОВАНИЕ ВХОДНОГО СИГНАЛА

Как было упомянуто выше, ошибка первого типа, которую следует рассмотреть при реализации операций цифровой линей​ной фильтрации, связана с квантованием сигнала, подаваемого на вход вычислителя. Поэтому особое внимание следует уделять выбору шага квантования, который должен быть подходящим как по отношению к характеристикам самого входного сигнала (динамическому диапазону, отношению сигнал/шум и т. д.),так и по отношению к виду выполняемых операций.

Операцию квантования можно рассматривать как замену вы​борок входного сигнала старшими М разрядами их двоичного представления одним из рассмотренных в § 4.3 способов. По​этому каждая входная выборка может быть представлена в виде
x'(n)=x(n)+e(n)

где х'(п) —истинное значение выборки, а е(п) —соответствующая ей ошибка.

Чтобы продолжить анализ, необходимо выдвинуть некоторые предположения относительно поведения этих ошибок. Принимается статистическая модель, основанная на следующих предположениях: во-первых, последовательность е(п) является последовательностью выборок стационарного случайного процесса; во-вторых, последовательность значений ошибки не коррелирована с последовательностью точных значений сигнала; в-третьих, выборки ошибки не коррелированы (представляют собой белый шум) и, в-четвертых, распределение вероятностей ошибки равномерно во всем диапазоне ошибок кван​тования.

Разумеется, эти предположения, до некоторой степени, произвольны, и очень легко можно построить примеры, для которых эти предположения неверны, например постоянный сигнал или синусоидальный сигнал, дискретизированный с частотой, рационально кратной частоте синусоиды. В первом случае все ошибки е(п) будут одинаковы и равны, а во втором они образуют периодическую последовательность, поэтому в обоих случаях выдвинутые предположения будут неверны. Однако Беннет [1] проверил, что эти предположения практически применимы для большинства сигналов, с ко​торыми приходится встречаться. Поэтому эта модель ошибки квантования имеет огромное практическое значение. Можно сказать, что модель можно использовать, когда поведение сигнала таково, что при переходе от одной выборки к другой его значение меняется на несколько уровней квантования и в то же время число уровней квантования или, что то же самое, число разрядов в представлении числа не очень мало.
На рис. a показаны плотности распределения, полученные на основании четвертого предположения; на рис. 4.1, а—для ошибки округления, а на рис. 4.1, б—для ошибки усечения с представлением отрицательных чисел в дополнительном коде. Для этих распределений вероятности легко вычислить среднее значение и дисперсию сигналов ошибки:
m=0;
(2=2-2M/12
для ошибки округления и

m=2-M/2;
(2=2-2M/12
для ошибки усечения с представлением чисел в дополнительном коде.

Из предшествующего следует, что процесс квантования : можно рассматривать как наложение на сигнал, заданный с бесконечной точностью, шума, имеющего средние значения и дисперсии, определяемые выражениями (4.12), (4.13), (4.14), (4.15).

Вклад этой ошибки можно условно измерять в виде отноше​ния мощности сигнала к мощности шума (отношения сигнал/шум). Например, в случае округления можно написать
используя логарифмическую меру, получаем
 (4.17)

Интересно отметить, что, поскольку 20lg2=6, добавление одного разряда в арифметике увеличивает отношение сигнал/шум приблизительно на 6 дБ.

Описанный процесс квантования нуждается в некотором об​суждении выбора шага квантования, используемого в приложе​ниях. Этот выбор определяется необходимой точностью представления, наличием шума в обрабатываемом сигнале и проце​дурой, которая применяется для обработки сигнала.

Содержащийся в сигнале шум определяет верхнюю границу числа уровней квантования. Очевидно, нет особого смысла использовать малый шаг квантования, когда в сигнале содержится большой шум, так как в этом случае будем квантовать шум, а не сигнал. Достаточно выбрать столько уровней, чтобы вклад шума квантования был мал по сравнению с шумом, содержащимся в сигнале.

В противном случае, когда шум очень мал, шаг квантования следует выбирать так, чтобы .получить желаемое качество вы​ходного сигнала. Фактически, ухудшение качества входного сиг​нала может быть вызвано ошибками, возникшими в процессе обработки. Итак, квантование входного сигнала и структуру процесса обработки в части используемых алгоритмов, точности представления и т. д. следует выбирать так, чтобы они согла​совались с требованиями к точности воспроизведения выходного сигнала.

4.5. ВЛИЯНИЕ КВАНТОВАНИЯ СИГНАЛА НА ВЫХОДНОЙ ШУМ

В предыдущем разделе рассматривались процесс квантования и модель шума. Теперь рассмотрим, что произойдет, если шум квантования належится на сигнал, обрабатываемый с помощью цифрового фильтра.

В этом случае будем предполагать, что арифметические опе​рации в процедуре фильтрации выполняются с бесконечной точ​ностью, т. е. единственной ошибкой фильтра является ошибка квантования входного сигнала. Такой подход правомочен, так как рассмотренная в § 4.4 модель линейна, точнее, она линейна, когда шаг квантования достаточно мал, что позволяет прене​бречь всеми нелинейностями. Это означает, что различные ис​точники ошибок в линейных системах можно изучать отдельно. Влияние входного шума квантования на выход фильтра легко определить путем вычисления реакции фильтра на входной шу​мовой сигнал е{п). Поэтому если h(m) —импульсная характе​ристика линейной системы, а последовательность ошибки е(п) является ее входом, то выход системы задается выражением

Дисперсию величины е(/г) можно записать в следующем виде:

поскольку ((п)
предполагается белым шумом, можно написать

В случае БИХ-фильтра, если полюсы фильтра лежат в области устойчивости, h(tn)-rQ при т->оо и дисперсию в установив​шемся режиме можно представить в виде (4.21)

тогда как в случае КИХ-фильтра следует суммировать лишь первые N ненулевых значений импульсной характеристики.

Рассмотрим, например, систему первого порядка

у(п) =х(п)+ау(п—1)

с импульсной характеристикой

Из (4.21) можно непосредственно вычислить величину дисперсии в установившемся режиме

Можно заметить, что когда a(l, т. е. полюс фильтра лежит вблизи единичной окружности, входной шум может усиливаться системой.

4.6. КВАНТОВАНИЕ В ПРОЦЕДУРЕ БИХ-ФИЛЬТРАЦИИ

Как было отмечено в § 4.1, всегда бывает необходимо не только аппроксимировать входные данные и коэффициенты, но и учитывать квантование результатов арифметических операций в структуре фильтра.

Процедура фильтрации состоит из последовательности операций сложения и умножения. Рассмотрим теперь реализацию с фиксированной запятой и предположим, что коэффициенты масштабированы так, что в фильтре не возникает переполнения. В этом случае следует выполнять аппроксимацию результатов умножения. Произведение двух чисел, состоящих соответственно из N и М двоичных разрядов, содержит, самое большее, N+M
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е(п)   рис. 4.2. Модель шума квантования для узла умно​жения (умножителя) (представление с фиксированной запятой)
разрядов. Итак, следует выполнить некоторую аппроксимацию, чтобы уместить результаты умножений в ячейки, длина которых меньше N+M разрядов. Теперь кратко исследуем вопрос о том, как можно решить задачу предсказания суммарной ошибки в выходном сигнале фильтра, являющейся следствием операции квантования. В такой общей постановке эта задача очень сложна и представляет собой по-прежнему нелинейную задачу. Однако, если длина чисел, которые используются в ум​ножении, не очень мала, можно применить рассмотренную ранее статистическую модель. Предположим, что в структуре фильтра присутствует несколько источников шума, по одному на каждый узел умножения структурной схемы.

При таком подходе можно изучить поведение ошибки, вычисляя суммарный шум, присутствующий в выходном сигнале, как результат квантования полученных произведений.

На рис. 4.2 показано, какой вид имеет узел умножения в структуре фильтра; он состоит из добавленного источника бе​лого шума, последовательно соединенного с неискаженным шу​мами результатом умножения. Этот источник представляет собой ошибку квантования, имеющую дисперсию (2е=2-2М/12, где М — число двоичных разрядов представления. Отметим, что М может быть больше, чем число разрядов в представлении входного сигнала. Это означает, что при необходимости можно достичь меньших значений дисперсии ошибки, вносимой при аппроксимации произведений, по сравнению с ошибками квантования входного сигнала и делается это простым увеличением разрядности ячеек памяти.

Когда приведенное выше представление можно считать верным, дисперсию шума в выходном сигнале, соответствующую каждому источнику шума в структуре фильтра, можно легко вычислить с помощью метода, рассмотренного в § 4.5. Единственная разница в том, что нужно определять импульсные характеристики отдельных частей фильтра от точек, где включены источники шума, до выхода. Это значит, что если имеется L источников шума и через hk(m) обозначена импульсная характеристика части фильтра от k-го источника шума до выхода, то
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Рис. 4.3. Модель шума квантования для звена второго порядка (представле​ние с фиксированной запятой)
дисперсия ошибки в выходном сигнале, соответствующая каждому источнику шума в установившемся режиме,

где (2e —дисперсия внесенного шума и, следовательно, дисперсия полной ошибки в выходном сигнале будет равна

Здесь можно сделать несколько общих замечаний. Первое из них связано с тем, что поведение шума в рекурсивной структуре сильно зависит от особенностей структуры, выбранной для реа​лизации процедуры фильтрации. Действительно, импульсная характеристика части фильтра от точки внедрения источника шума до выхода зависит от применяемой структуры. Это означает, что при выборе структуры фильтра надо проявлять особую осторожность, учитывая не только поведение ошибки, но и задачу аппроксимации коэффициента.

Второе замечание, имеющее отношение к первому, заключается в том, что не все источники шума, введенные в структуру фильтра, имеют одинаковую важность. Действительно, рассмотрим, например, звено второго порядка в каноническом виде. На рис. 4.3 показано, что три источника ошибок: е1(п}, e2(n), е3(п) непосредственно добавляют ошибку на выходе фильтра, тогда как источники е4(п) и e5(n) введены в цепь обратной связи фильтра и, как следствие, существует возможность усиления их шума полюсами фильтра. Полюс дает резонанс в частотной характеристике, что может привести к усилению шума, как это было показано в примерах § 4.5.

Теперь рассмотрим снова звенья первого и второго порядка (уже рассмотренные в § 4.5), чтобы изучить их поведение с учетом этой новой ошибки.

На рис. 4.4 показана эквивалентная структура звена первого порядка с источником шума. Из этого рисунка видно, что
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 Рис. 4.4. Модель шума квантова​ния для звена первого порядка (представление с фиксированной запятой)
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Рис. 4.5. Модель  шума квантования для звена второго порядка только с полюсами (представление с фиксиро​ванной запятой)
ошибка квантования произведения проходит по тому же пути, что и входной сигнал. Поэтому импульсная характеристика, со​ответствующая этому источнику шума, совпадает с импульсной характеристикой всего звена и система ведет себя так, как будто входной шум е(п) изменен и имеет вид

На рис. 4.5 показана эквивалентная структура с учетом шума для звена второго порядка. В этом случае также ошибки е1(п}, e2(n) проходят до выхода по той же цепи, что и входной сиг​нал, и можно использовать результаты, полученные в § 4.5, с измененными значениями дисперсии.

4.7. ОГРАНИЧЕНИЯ, ВЫЗВАННЫЕ ПЕРЕПОЛНЕНИЕМ, И ОТНОШЕНИЕ СИГНАЛ/ШУМ

Используя разработанную в § 4.5, 4.6 модель, можно вычис​лить дисперсию выходного иума в зависимости от дисперсии входного шума и шума, введенного в структуру фильтра в ре​зультате аппроксимации арифметических операций. Однако чаще бывает нужно знать зависимость отношения сигнал/шум на выходе системы от входного отношения сигнал/шум. При вычислении этого отношения необходимо принять во внимание не только шум, генерируемый системой, но также ограничения, накладываемые системой на входной сигнал. Действительно, если имеются регистры длиной М разрядов, то, вообще говоря, невозможно использовать для сигнала весь динамический диапа​зон, обеспечиваемый такой разрядностью, так как следует избегать переполнения в процессе фильтрации.

Если задана система с импульсной характеристикой h(m), то максимально возможный уровень выходного сигнала

где Хтах— максимальное значение входного сигнала.

Поэтому, если используется представление с фиксированной запятой и выравниванием слева, где переполнение возможно лишь в операциях сложения, необходимо для каждого узла суммирования вычислить импульсную характеристику по каждому входу этого узла и нормализовать входы этого узла так, чтобы избежать переполнения. Это, очевидно, приводит к уменьшению мощности входного сигнала и уменьшению отношения сигнал/шум при заданной длине машинного слова и при фиксированной дисперсии выходного шума.

К сожалению, ограничения, вызванные переполнением, и, следовательно, максимально возможное отношение сигнал/шум на выходе системы зависят от вида структурной реализации фильтра. Поэтому невозможно привести общие результаты для отношения сигнал/шум. Многие экспериментальные результаты и исследования ограничений, вызванных переполнением различного типа, можно найти в [11, 12]. Отметим, что указанные выше ограничения во многих приложениях являются очень жесткими. В ряде случаев можно сделать некоторые предположения о виде входного сигнала и использовать менее жесткие ограничения. Например, если входной сигнал является синусоидальным или имеет очень узкую полосу частот, максимальное значение сигнала на выходе системы может, самое большее, равняться усилению системы на рассматриваемой частоте.

Чтобы пояснить приведенные здесь рассуждения, рассмотрим звено первого порядка вида (4.23), на вход которого подается белый шум с максимальной амплитудой, равной единице. Во избежание переполнения входной сигнал нужно нормализовать, чтобы получить максимальную амплитуду 1—|а| ( |а|<1 для устойчивости), и тогда дисперсия входного сигнала

Используя (4.25), получаем дисперсию выходного сигнала

еше раз используя (4.25) для шума квантования, получаем исходное отношение шум/сигнал равным

В итоге заметим, что в случае каскадных реализации ограничения, вызванные переполнением, и поведение шума зависят также от порядка расположения звеньев и процедуры спаривания нулей и полюсов. В большинстве методов синтеза фильтров за основу структуры принимают биквадратные звенья, т. е. звенья, которые получаются путем выбора двух комплексно-сопряженных, но в остальном произвольных пар нулей и полюсов. Очевидно, поведение шума различно при различном выборе пар нулей и полюсов. Были проведены исследования, связанные как со способами спаривания нулей и полюсов, так и с порядком расположения звеньев, и разработаны некоторые алгоритмы оптимального упорядочения для различных классов сигналов [12].

4.8. КВАНТОВАНИЕ АРИФМЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАЦИЙ В ПРОЦЕДУРЕ КИХ-ФИЛЬТРАЦИИ

Рассмотренные выше проблемы не так сложны для КИХ-фильтров.

Например, при синтезе структур в прямой форме [4] шум, внесенный квантованием произведений, не проходит через всю структуру фильтра, а просто прибавляется к его выходу. По​этому если в узле умножения добавляется источник шума е(п) с дисперсией (2е, то дисперсия шума в выходном сигнале равна N(2е и не зависит от коэффициентов и, следовательно, от типа фильтра (например, низкочастотный, высокочастотный и т. л.), который следует реализовать. Но значения коэффициентов влияют на выходное отношение сигнал/шум через ограничения, вызванные переполнением, которые можно выразить с помощью соотношения

Задача несколько осложняется, если рассматривается каскадная реализация КИХ-фильтра. Действительно, шум на выходе каждого звена в этом случае будет последовательно проходить через остальные звенья каскада. Если hi(n) — реакция на единичный импульс, прошедший от точки включения источника шума ei(n) до выхода, то для дисперсии выходного шума, соответствующего ei(n), можно написать выражение

тогда дисперсия полного шума

где L — число звеньев второго порядка. Из (4.37) следует, что выходной шум зависит от порядка расположения звеньев 

Эти рассуждения, очевидно, верны для нерекурсивных реализаций цифровых КИХ-фильтров. Если используется рекурсивная реализация, например структура с частотными выборками, необходимо исследовать поведение шума методами, изложенными в предыдущих параграфах этой главы.

4.10. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ЦИКЛЫ И ПУЛЬСАЦИИ, ВЫЗВАННЫЕ ПЕРЕПОЛНЕНИЕМ

Методы анализа, рассмотренные в предыдущих параграфах, основывались на предположении о взаимной некоррелированно​сти ошибок между собой, а также по отношению к входной по​следовательности. Эти предположения верны, когда динамиче​ский диапазон сигналов таков, что изменение значения сигнала при переходе от одной выборки к другой составляет несколько уровней квантования. Однако в некоторых случаях это не так. Один из таких случаев имеет место, когда сигнал на вход филь​тра становится равным нулю. В этом случае выходной сигнал уменьшается до тех пор, пока выходные выборки не станут малы. Тогда ошибки, введенные в структуру фильтра и связан​ные с квантованием результатов арифметических операций внутри фильтра, могут привести к постоянному поддержанию не​нулевого выходного сигнала.

Для примера рассмотрим разностное уравнение первого порядка вида

с нулевым сигналом на входе и начальным условием у(—1) =10, х(0)=0. Полагая, что результаты арифметических операций ок​ругляются до ближайшего целого, получаем следующую после​довательность выходных выборок: —9, 8, —7, 6, —5, 5, —5, 5 . . ., и в дальнейшем выходной сигнал не сможет принять значений меньше 5.

Общее исследование явлений подобного рода представляется довольно сложным. Но некоторые полезные результаты можно получить путем простого качественного анализа, сделанного Джексоном [10]. Рассмотрим разностное уравнение первого порядка вида

где результат произведения аy (п—1) округляется до ближайшего целого. Если коэффициент а равен 1, т. е. полюс системы первого порядка лежит на единичной окружности, система будет сохранять выходное значение у(п—1), когда входной сигнал станет нулевым. Затем надо отыскать диапазон начальных зна​чений у(п—1), для которых коэффициент а будет практически равен 1 с учетом округления. Этот интервал обычно называется мертвой зоной фильтра.

В рассмотренном случае мертвую зону легко можно найти, заметив, что для того, чтобы выходной сигнал k не уменьшался, он должен удовлетворять неравенству
так как в этом случае выходной сигнал после округления равен входному сигналу, т. е. правой части (4.44), и не может принять значение k+1, поскольку |а| должно быть меньше 1, чтобы фильтр был устойчив. Из (4.44) видно, что мертвая зона определяется промежутком между — k и k, где k — наибольшее целое число, удовлетворяющее соотношению
Если значение а отрицательно, предельный цикл имеет постоянные амплитуду и знак, если же а положительно, предельный цикл имеет постоянную амплитуду и чередующийся знак. При |a|<0,5 предельный цикл не может существовать.

Подобный анализ можно выполнить для звена второго порядка вида

y(n)=x(n)-b1y(n-1)-b2y(n-2)          (4.46)
с использованием округления результатов. В этом случае также существует мертвая зона, она равна промежутку между —k и +k, где k — наибольшее целое число, удовлетворяющее соотношению
которое является условием того, чтобы полюсы практически лежали на единичной окружности.

Коэффициент b1 и округление соответствующих произведе​ний влияет на вид предельного цикла, а именно на его частоту.

Еще один эффект нелинейных колебаний может иметь место, когда внутри фильтра происходит переполнение [7.] Когда наступает переполнение, из-за цикличности арифметики с представлением в дополнительном коде выход соответствующего узла фильтра перескакивает с максимального положительного значения диапазона представления на минимальное отрицательное, или наоборот. Это, конечно, вызывает большие пульсации в выходном сигнале фильтра. Для борьбы с этим явлением можно использовать два способа. Первый заключается в том, чтобы вычислить ограничения, вызванные переполнением в наиболее жесткой форме (4.32), и затем провести нормализацию, чтобы избежать возможности переполнения. Второй — состоит в использовании арифметики с насыщением, а именно: когда в арифметических операциях наступает переполнение, в результат подставляют максимальное по абсолютному значению число, имеющее тот же знак, что и слагаемые.
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