Раздел I
Основные понятия теории множеств

О/под множеством будем понимать объединение в единое целое определенных вполне различных объектов называемых элементами множества

М – некоторое множество 

х- некоторый элемент (х принадлежит М)   
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примеры 1,2,3,4
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3. множество книжек на книжной полке:

а1,а2,а3,а4

4. множество точек отрезка прямой

равные множества. пустое множество. Подмножества

два множества А и В равны (А=В) если они состоят из одних и тех же эл 

если А=В => если 
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- пустое множество не имеющее элементов

пусть А,В – множества причем  каждый Эл множества А является Эл мн В говорят
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 А включается в В, А –подмножество В если 
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(А- собств подмножество В)

Способы задания множеств

1) Пересечение (или список  эл)

2) Порождающая процедура 

3) Диаграмма Эйлера-Венна

4) Аналитический (с помощью формулы)

1. пусть В – множество имеющее конечное число Эл т.е. конечное множество. Число Эл конечного множества называют мощностью множества и обоз. |В|

пример из пр3  

|В|=4 
В={ а1,а2,а3,а4}

2. пусть М – конечное множество  х – произвольный Эл множества Н(х)свойство кат обладает каждый Эл множества М={х|Н(х)} или  М={х: Н(х)}

пр5 М={х:х=2к,
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пр6 А={х:х=n2, 
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Операции над множествами

1) Пересечение

2) Объединение

3) Дополнение 

4) Разность

5) Симметрическая разность

1. [image: image399.wmf]3
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пересечением двух множеств А и В (
[image: image11.wmf]B
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) называют множества состоящие из всех тех и только тех Эл кат принадлежат и множеству А и множеству В
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пр7 пусть А={a,b,d}

      B={a,b,c,d,e}
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A1 
[image: image14.wmf]Ç

A2 
[image: image15.wmf]Ç

A3 
[image: image16.wmf]Ç

…. 
[image: image17.wmf]Ç

An

[image: image18.wmf]n

i

i

A

1

=

Ç




[image: image19.wmf]¥

=

Ç

1

i

i

A


I- индекс 
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Обьединением множество(
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) называют множество сост. Из Эл принадлежащих хотябы одному из множеств  А и В
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пр А={a,b,d}

     B={b,c,d,e}
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={a,b,c,d,e}

A1 
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I-идекс 
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Пусть имеется некоторое множество М выделим из этого множества подмножества следующим образом:

A1,A2,A3,….,An- множество М
1) 
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каждый Эл поподает в одно и только одно подмножество

подмножества-блоки разбиения

совокупность  A1,A2,A3,….,An- разбиение множества М

[image: image400.wmf]n
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О/ обьединение А и В таких х, что 
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 называется свободным или дизюктивным 

3. пусть U некоторое множество А – его подмножество

дополнением (до U) множества А называют множество всех Эл  
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4. разностью множеств А и В (А\В) называют множество всех тех и только тех Эл кат
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5. сим. разностью двух множеств  А и В (обозА+В) называют множество всех Эл принадлежащих в точности только одному из множеств А и В.

Пр.     U={a,b,c,d}


A={c}
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пр.А и В из пр 7
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свойства операций над множествами

1. 
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2. дополнение, 
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3. разность, 
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декартово произведение двух множеств

А,В – множество

Парой назовем символ (а,в)где
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 упорядоченный парой назовем множество{{a},{b}},
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Декартовым произведением АхВ двух множеств А и В называется множество всех упорядоченных пар (а,в) где  т.е. АхВ={(a,b): 
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декартово произведение n множеств

A1хA2хA3х….хAn-множеств А1,…, Аn называется множество A1хA2хA3х….хAn={(a1…an):a1
[image: image52.wmf]Î

A1… an
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An} где символ (a1…an) называется последующий строка длинны n
В частности если A1=A2=A3=….=An= A то декартово произведение Аn-n –ая декартова степень множества А
Функции

Мх и Му – некоторые множества

Мх х Му
Функцией F  называется множество 
[image: image54.wmf]y
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 найдется не более одного элемента 
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 называется всюду определенной.

Отношения

n-мерным отношением R на непустом множестве А называется подмножества 
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Если 
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 то говорят что отношение R выполняется для n  элементов 
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 из множества А (обозначение 
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Если 
[image: image62.wmf]R

x

x

n

Ï

)

...

(

1

 то говорят что отношение n не выполняется

Тривиальный случай

1. R=Аn – полное или универсальное отношение 
[image: image63.wmf]"

 послед. Множество А выполняется отношение n 

2. 
[image: image64.wmf]Æ
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 не для каких n  элементов 
[image: image65.wmf]A
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 не выполняется отношение n
3. n=1 – одноместное отношение В этом случае говорят о признаке которым обладает каждый элемент подмножества R множества А

4. n=2 – бинарное отношение

Бинарные отношения и их свойства

Пусть А некоторое множество квадратом множества А называется декартево произведение двух равных между собой множеств А и А; А х А=А2
Бинарным отношением на множестве А называются подмножество его квадратов

(обоз: 
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Пусть V-множество  V2-квадрат этого множества пусть Е – бинарное отношение заданное на этом множестве совокупность множеств V с заданным на нем бинарным отношением называется графом  
[image: image67.wmf])
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=

 V-носитель графа(множество вершин) Е-сигнатура графа(мнодество дер.)

Способы задания бинарных отношений 

1. перечислением

2. матрица

3. граф

4. фактор-множества

Свойства бинарных операций

А множество a,b,c –его элементы

1. рефлективность 

2. антирефлективность

3. симметричность

4. антисимметричность

5. транзитивность

1. отношением R на множестве называется рефлективность если 
[image: image68.wmf]A
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 выполняется аRа  

если рефлективное отношение задано матрицей то в ней на главной диагонали будут еденици 

если задано графим то каждая вершина будет иметь петлю  «Q»

2. отношением R на множестве называется антирефлективностью если не для каждого элемента выполняется аRа 

в матрице описывающей антирефлективность на главной диогонале нет едениц

в графе нет петли

3. отношение R на множестве называется симметричным если для любых элементов 
[image: image69.wmf])
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 (если аRb то и bRa)

матрица описывающая симметричное отношение симметрична относительно главной диагонали

в графе две вершины соеденены дугой то они соеденены и противоположной дугой

4. отношением R на множестве называется антиимметричным если 
[image: image70.wmf]A
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 если аRb и bRa то а=b 

матрица  описывающая антисимитричность не симметрична относительно диагонали  

в графе нет пары дуг

5. отношением R на множестве называется транзитивным  если 
[image: image71.wmf]c
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если задано графом то транзитивное замыкание

Отношение эквивалентности. Классы эквивалентности.

Отношение R на множестве А называется отношением эквивалентности если оно рефлексивно, симметрично, транзитивно.

Пусть имеется множество А на катором задано отношение эквивалентности R 

Выполним сл построения 

А R

[image: image73.wmf]A
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 выделим из множества А все элементы множества С образуется С1
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 и не вошедший в подмножество С1 аналогичным образом образец С2
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1. С1…Сk нет классов облодающих сл свойствами первая система планов есть разбиение те каждый элемент 

2. любые два элемента принадлежащие одному классу эквивалентны

3. любые два элемента не пренадлежащие одному классу не эквивалентны 

4. С1…Сk –класс эквивалентности 

5. любой элемент принадлежащий некоторому классу эквивалентности называется его представителем

6. множество всех классов эквивалентно на множествое А называется фактором множеством множества А по эквивалентности R 

Основы теории графов

Основные понятия и определения

1736 г Эйлер – Кёнигсбергские мосты

Граф – конфигурация из точек и соединяющих их линий (ввел  - 1936 г.)

Пусть 
[image: image76.wmf]{
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 ( непустое множество) обозначим через V2 – множество всех его двухэлементных подмножеств.

Графом G называется пара (V, E) ,где E – прямоугольное подмножество множества V2 
[image: image77.wmf]2
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Если множество V конечно то граф конечен 


[image: image78.wmf]V

v

i

Î

- вершина графов


[image: image79.wmf]E
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- ребро графа
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[image: image81.wmf]V
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-порядок графа (вершины)


[image: image82.wmf]E
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G – есть (n,m) – граф

V=VG ,E= EG
Две вершины U и V графа G называются смежными, если множество e = {u,v}является ребром.

Если e = {u,v} – есть ребро, то u и v концы ребра.

Два ребра называются смежными если они имеют общий конец.

Вершина v и ребро e графа G называются инцидентными если v является концом ребра e.

Вершина не инцидентна никакому ребру называется изолированной.

Множество всех вершин G смежных со всеми v называются окружениями вершины v и обозначаются  N(v)

Граф G полным если любые две его вершины смежны.

Для полного  (n,m) графа G число ребер 
[image: image83.wmf]2
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Граф можно изобразить на бумаге при этом точкам ставятся соотношения вершины, а соединяющие их линии ребра.

Важно: при изображении графа является ли линии кривыми или прямыми, длинными или короткими, важно что линии соединяют две точки поэтому один и тот же граф может быть представлен различными чертежами.

Графы G1 и G2 изоморфные если существуют  такое взаимоодназначное соответствие их вершин V1 и V2 что вершины в одном графе соединены рёбрами тогда и только тогда когда соответствующие им вершины соединяются ребрами в другом графе.

Ряд графов простой структуры и специального вида

Оn – граф имеющий n вершин и не имеющий ребер (пустой граф)


[image: image84]
Кn – полный граф с n вершинами (n – клика)

К1=О1  К2 = О2   граф-звено

К = 5

Рn – простая цепь

Р2            

Р3             

Сn – простой цикл

С3 – 

Кp,q – двудольный граф


[image: image85]
Wn –колесо


n – звезда

Граф Петерсона


[image: image86]
Графы Платона (тетраэдр, октаэдр, куб и т.п.)


[image: image87]
Ориентированный граф

G =(V,E) – это (n,m) – граф,  e = a-b, e
[image: image88.wmf]Î

E –ребро графа

Если порядок расположения концов ребра не существенен, т.е. e = ab = ba, то говорят что e – не ориентир ребра, если порядок существенен, то e – ориентир ребра (дуга) e = ab ор. ребро.

a в начало и в конец дуги, говорят, что дуга выходит из вершины а и входит в конец в граф называется ориентированным если все его ребра ориентированны, не ориентированным если все его ребра не ориентированы.


[image: image89.wmf]G

- обратный, получается путём изменения ориентации каждой дуги на противоположный

Соотнесенный неориентированный граф  - получается из ориентир. графа путём отмены ориентации ребер.

Псевдо граф – это граф имеющий петли e=aa
Мульти граф имеющий так называемый кратным ребрами (пара вершин соединяется больше чем одним ребром)

Граф не имеющий петель и кратных ребер называют простым или обыкновенным.

Степенью вершины v графа G называют 

1) число инцендентных ей ребер

2) число вершин ее окружения

3) число смежных с ней вершин

Вершина степени 1 называется висячей.

Граф называется однородным степени  К(регулярным) если степени всех её вершин одинаковы и равны К.

Лемма: (о рукопожатиях)

Сумма степеней всех  вершин графа G равна удвоенному числу ребер.
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До-во: основано на том что каждое ребро имеет два конца и вносит в эту сумму двойку.

Теорема: Во всяком графе число вершин нечётной степени чётно.

Док-во: Выбросим из графа все нечётные степени то сумма остаётся чётной.

Граф Н называется частью графа G если VH
[image: image91.wmf]£

VG, EH
[image: image92.wmf]£

EG
Часть Н графа G называется суграфом, если VH=VG
Помеченный граф

Помеченным графом G называются пара функций F: V →SV; 
[image: image93.wmf]E
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, 1 функция – функция распределения меток вершин,( -я функция распределения меток ребер.

SV,SE – множество меток для вершин и ребер соответственно. Граф имеющий пометку называется помеченным графом.

Замечание. Граф может быть помеченным либо вершинами , либо ребрами.

Структуры данных для представленного графа.

1) Матрица смежности А

2) Матрица инцидентности В

3) Список ребер

Матрица смежности неорентир графа 

G = (V,E) это  (n,m) граф

Бинарная матрица смежности А графа G, называется матрица m(n где 
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Свойства матриц

1. матрицы симметричны относительно главной диагонали

2. количество элементов равно n2
3. если в вершине v2 имеется петля аij = 2

Матрица смежности А ориентир графа G называется бинарной матрицей размерности m(n
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А=
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2. Матрица инцидентности не ориентир графа 

 Матрица инцидентности В неорент графа G называется бинарная матрица m(n, если 
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Матрица инцидентности орентированного графа(орграфа)

М и В орграфа называются прямоугольная матрица  nxm такая что 
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Список Ребер.

Список ребер для неорграфов.

Имеет размерность 2м


	№ ребра
	№№ начабо и конец ребра

	1
	1,2

	2
	1,3

	3
	1,4


Список ребер(дуг) орграфоф


	№ ребра
	№№ начабо и конец ребра

	1
	1,2

	2
	3,1

	3
	1,4


Замечание: 

1. список ребер является наибольшее компактным из всех представлений графа т.к. не содержит нулевых элементов в отличии от матричного представления

маршруты, цепи, циклы.

Пусть G=(V,E) неорграф

Маршрутом в графе  G называется такая конечная или бесконечная последовательность

Ребер 
[image: image102.wmf]{
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  что каждые соседние два ребра имеют общую инцидетную вершину: 
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Замечание: одно и тоже ребро не может встречаться в маршруте несколько раз. 

Конечный маршрут  
[image: image104.wmf](
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v0,vn- называются кольцевыми вершинами 

v0 - начало маршрута

vn – конец маршрута

остальные точки маршрута называется внутренними точками 

замечание: одна и та же точка может быть кольцевой и  внутренней точкой


Циклический маршрут называется маршрут S в которой  v0=vn
Цепью называются не циклические маршрут в котором каждое ребро встречается не более одного раза.


Цикл – это циклич маршрут в котором каждое ребро встречается не более одного раза.


Простая цепь и простой цикл. Простая цепь – если в ней никакая вершина не повторяетя


Простым циклом назыв  цикл с концом vx в котором вершина  v0 не является внутренней (промежуточной) и никакие другие вершины не повторяются

Граф не содержащий циклов называется ациклическим графом

Замечание: маршруты орграов можно рассматривать как с учетом орентации так и без учета, в последнем случае рассматривают маршрут в соотнесенном неорграфе.

Связанный граф.

Связанные компоненты графа.

Пусть G=(V,E) –неорграф

Вершины графа - 
[image: image105.wmf]V
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v,w графа G назыв связанным если существует маршрут с концами v и w
v и w – связанные вершины 

нетрудно видеть: что если две вершины v, w – связанные то их соединяет простая цепь

Граф G связан  если любая его пара вершин  х в нем связана

Рассмотрим G=(V,E) – не связанный граф очевидно 
[image: image106.wmf]$

 такое разложение  множество его вершин на попарно пересекающиеся подмножества 
[image: image107.wmf]U
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 что все вершины в одном подмножестве связаны а вершины из различных подмножеств  несвязан тогда граф G разлагается  на непересекающиеся связные подграфы  называемые  связными компонентами графа 
[image: image108.wmf](
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Связный ациклический граф называется деревом

длинна напр количеством в этом маршруте ребер(если некоторое ребро 

повторяется  более одного раза то оно учитывается  )

Т.1/ Если в графе  G равно две вершины имеют нечетную степень то эти вершины  связаны.

Док-во:

Используем теорему о том что  во всяком  графе число вершин нечетной степени четно.

В случае связного  графа это очевидно. Рассмотрим случай несвязанного – G U и v – вершины имеющие нечетную степень 

Пусть вершина U попала в связную компоненту V1
Т.к. каждая связанная компонента графа тоже есть граф то вторая связная вершина поподает в V1
Чтд.

Расстояние в графе.

G=(V,E); U,v – вершины графа расстояние между U и v в графе  G  назыв наименьшая длинна простой цепи соеденяющей U и v

Обознач для расстояния d(U,v)

Для примера d(U,v)=2

Св- ва расстояний

1. 
[image: image109.wmf]0
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 причем d(U,v)=0 тогда и только тогда когда U=v
2. d(u,v)=d(v,U)
3. 
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замечание: раст в орграфе можно рассматривать с учетом и без учета орентации

метрические характеристики графа

G=(V,E) – неорграф

[image: image111.wmf]V
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- вершины графа 

V=VG, E=EG
Эксентреситет вершины Е графа G называется число E от v наибольшее из расстояний от этой вершины до остальных вершин E(v)=max(v,U) 
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Рассмотрим r=r(G) граф G  назыв наименьший из эксцентриситом его графов r=min E(v)  
[image: image113.wmf]G
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Вершина эксцинтрисетет которой равен радиусу называется центральным 

Диаметром  графа D=D(G)  называют наибольший из эксцентрисететов его вершин D(G)=maxE(v) 
[image: image114.wmf]G
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Вершина эксцент. Который  равен диаметру графа назыв переферийной


	I
	E(vi)

	1
	4

	2
	3

	3
	3

	4
	3

	5
	5

	6
	4

	7
	5

	R(G)
	3

	D(G)
	5

	C=
	{v2,v3,v4}
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замечание во всяком полном графе r=D 


Вершинная и реберная связанность графа.

Рассмотрим два связных графа 


[image: image116]
нетрудно видеть что степень связанности у этих графоф разная введем характеристики описывающие 

числом вершиносвязанности  
[image: image117.wmf])
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 графа G назовем наименьшее число вершин удаления которых проводит к несвязанному или одновершинному графу 
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[image: image119.wmf]4
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введем сл обозначения: если имеет граф G  то будем обозначать G-v-граф полученный удалением вершины v вместе с энцедентными ее ребрами 

вершина v в связанном графе G называется точкой сочленения если граф G-v становится несвязанным


[image: image120]
число 
[image: image121.wmf])
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 назыв числом реберной связанности граф G если графа при удалении 
[image: image122.wmf]l

 ребе (
[image: image123.wmf]l

 - минимальное число) становится несвязным ( или увеличевается число несвязных компонентов)
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Вершинная реберная связь 


[image: image127.wmf](
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задача о компьютерах сетях 

рассмотрим сесь состоящую из нескольких центров хранения и переработки информации и каналов по которым передается информация при этом сущ два способа передачи информации:

I. по началу соеденим два центра 

II. через другие центры и каналы их соединяющим

Главная характеристика – ее надежность эта характеристика связанна со способностью функционирования  при выходе из строя каких либо центров и каналов.

Такой сети можно поставить в соответствие граф.

Вершины- центры. 

Ребра – каналы

Очевидно тенденция надежности является та сеть у которой  числа вершин – реберной связанности выше.

Очевидно наиболее уязвимыми учаскамим в цепи будут те которые в графе соответствует мостам и точкам сочленения 

Мостом называется ребро удленения которого приводит к увеличению числа связных компонентов.

Т.1(Уитни)/ для любого графа G верны неравенства
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Док-во:

I. Докажем что 
[image: image129.wmf]d
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1-й случай: G ребер нет А=0  
[image: image130.wmf]d
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2-й случай: G 
[image: image131.wmf](
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т.е. 
[image: image132.wmf]d
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II. Докажем что 
[image: image133.wmf]l
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1-й случай:G – не является связным 
[image: image134.wmf]0
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2-й случай: G – связен и имеет мост

очевидно 
[image: image135.wmf]1
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[image: image136.wmf]l
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 выполняется 

3-й случай: G – связен и не имеет моста


[image: image137.wmf]{
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из вершин инцидентных ребрам из множества E2 выберем те которые не совпадают с концами ребра ходящего  в  E2 

удалим из G эти 
[image: image138.wmf]1
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 вершин: 

a) Граф стал не связанным 
[image: image139.wmf]l
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b) Граф остался связанным но теперь он имеет мост UV удалим вершину U т.е. граф стал несвязным: тогда  
[image: image140.wmf](
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§3 Деревья и их свойства.

Деревом называется связный граф не содержащий циклов 

Произвольный ациклический граф называется лесом

Т.1(о весячей вершине)/  во всяком конечном дереве с числом вершин n>1 существует висячая вершина.

Док-во: Т-дерево;
Найдется вершина v степени 
[image: image141.wmf]1
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Возьмем произвольную вершину дерева 

Случай 1: v – висячая

Случай 2: v –не висячая

[image: image142.wmf](
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 к этой вершине будет смежная с вершинной v. т.е. vv` не 
[image: image143.wmf]E
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Рассмотрим вершину v` 

v`` и т д

т.к. граф цикла не имеет то каждый раз происходит переход в новую нерассматриваемую  вершину т.к. граф конечен то и просмотр вершин конечен то рано или поздно попадет висячая вершина.

Чтд

Двигаясь от вершины v  в обратном направлении находим  хотя бы еще одну висячую вершину.

Пусть G=(V,E) – это (n,m) –граф

Т.2/ для (n,m) графа следующ утверждения эквивалентны:

1. G-дерево

2. G – связный граф и m=n-1

3. G – ациклический граф и  m=n-1  

4.  любые два несовпадающие вершины графа G соединят  единственная простая цепь.

5. G- ациклический граф обладающий некоторыми свойствами что если любые две не смежные вершины соеденить ребром то получ граф имеет ровно один цикл.

Док –во:

1( 2 док во от противного 

дано: G- дерево

док-ть: m=n-1

 воспользуемся теоремой о висячей вершине пусть висячей вершиной является вершина v
будем выполнять просмотр дерева начиная с висячей вершины v , при просмотре добовляем каждый раз одно ребро и одну вершину т.к. циклов нет вершины каждый раз разные выполнив просмотр всего дерева получаем 
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2( 3 дано  G – связен  m=n-1 док-ть: G – не имеет циклов

док-во:


[image: image145.wmf]Ä

 случай первый k<n вершин содержит цикл который содержит цикл 

вне цикла: n-k вершин и n-k ребер

всего ребер: k(n-k)=n
т.е. m=n-1 не выполняется т.е. противоречит

случий 2 k=n n=m –ребер входит в цикл а это противоречит условию: m=n-1

чтд

3 ( 4 дано: G ациклический и m=n-1докозать: любые две не совпадающие вершины соединяет единственная простая чепь.

Док-во:

Докажем что цепь единственна 

Чтобы докозать что такая цепь существует надо док-ть что граф связан

К- связный компонент
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 Кол-во ребер 
[image: image147.wmf]k

m

m

m

+

+

=

K

1



[image: image148.wmf]-

k

n

n

K

1

 кол-во вершин 
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граф имеет к=1 связный компонент т.е. связен

чтд

 4( 5

дано: граф G, две вершины.

доказать: если любые две не смежные вершины соеденить ребром то получ граф имеет ровно один цикл.

док-во:


[image: image151.wmf]Ä

 пусть граф G имеет  цикл => найдется две вершины  соеденяемые по меньшей мере двумя простыми цепями это противоречит условию => циклов в графе нету соеденим вершины u и v ребром по условию они соеденены цепью => получим цикл не трудно видеть этот цикл будет единственным т.к. убрав ребро мы получили бы  что в графе еще есть ребра но граф ациклический.

5 (  дано: G- ациклич если любые 2 не смежные вершины соединить ребром то получается равно 1 цикл

док-ть: G-дерево 

т.е. требуется док-ть связность графа 


[image: image152.wmf]Ä

 k>1 
возьмем две вершины и соеденим их ребром но не получим цикла

чтд
Остов графа

G=(V,E) пусть Н – суграф графа G суграф Н называют остовым графом G если на каждом связном компоненте порождается дерево

В случае связного графа  G  остов называют каркасом покрывающим деревом или стягивающим графом

G=(V,E) – это (n,m) – граф

Т.(о циклическом ранге)/ 

Число ребер которые необходимо удалить в произвольном графе G для получения остова не зависит от последовательности их удаления и равно 
[image: image153.wmf](
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 где k – число связанных компонентов.

(m- число ребер n- число вершин)

Док – во:

а) G – связен тогда k=1 тогда остов есть дерево которое будет содержать n вершин и n-1 ребер тогда m-(n-1)= m-n+1= 
[image: image154.wmf](
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б) G – не связен имеет k>1  связных компонетов => mi – кол-во ребер в i связный компоненте ni – кол-во вершин  => 
[image: image155.wmf](
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чтд.

Свойство дерева

1.  Циклический ранг любого дерева равен нулю. Число 
[image: image156.wmf](
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 - циклич ранг или цикломатическое число.

Т.(о центре дерева)/ Центр любого дерева состоит из одной вершины или двух смежных вершин 

Док-во:

G=(V,E) – это (n,n-1) – граф(дерево)

Случай 1 n=1

●- это граф вершина.

центр состоит из одной вершины 

теорема выполняется

Случай 2 n=2 
- это граф звено

в этом случае центр состоит из двух вершин 

Случай 3 n>2
По теореме о висячей вершине в дереве есть хотя бы одна висячая вершина. Удалим в дереве  все висячие вершины вместе с инцидентными ребрами.

Не трудно видеть что в полученном дереве эксцентриситеты оставшихся вершин уменьшается на единицу. И соотношение между эксцентриситетами сохранится. Центр останется таким же как в исходном графе.

Процесс удаления всяческих вершин пока не останется одна вершина или две вершины соединенные ребром тогда все сводится к первому или второму случаю. Т.е. центр состоит из одной вершины или двух смежных.

Чтд

Т.(Кэли)/ Число помеченных деревьев порядка n равно 
[image: image157.wmf]2
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 ( Кэли для доказательства использовал отобрадение функций) (Кергоф при док-ве этой теоремы использовал последовательности для чисел от 1 до n из множества 
[image: image158.wmf]{

}

n

K

2

,

1

 причем числа могли повторятся.)

Док- во:

Подсчитаем число различных таких последовательностей.


[image: image159]
n – способов поставить на первое место любое число столькоже на второе и тд
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Док – во Прюфера:

Далее доказывается взаимнооднозначное соответствие м/у последовательностями указанного вида и помеченными деревьями.

Имеется дерево Т пометим его вершины от 1 до n
Выберем в дереве вершину с наименьшим номером пусть это b1 с ней смежная некоторая 

вершина а1 Возьмем ребро e1=b1a1  и рассмотрим дерево Т-e1 полученное дерево обозначим Т1 В этом дереве проделываем ту же процедуру выбор вершины с наименьшим номером и т д продолжая процедуру получим:
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[image: image162.wmf]2
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 - две вершины соединенных ребром выпишем: 
[image: image163.wmf](

)

(

)

2

2

1

,

-

=

n

a

a

a

T

K

d

 Каждому дереву (помеченному) соответствует единственная числовая последовательность построенная таким образом для каждой послед n-2  соответствует единичное дерево.

Чтд

Ориентированное дерево.
А- предок
B…K – потомки вершины А

С,В – непосредственный потомок вершины А(сын)

D,E,F – сын для В

В – непосредственный предок 

F для К непосредственный отец

О./ Ориентированный деревом называется симметрический орентированный граф G(V,E) 

В катором одна вершина 
[image: image164.wmf]V
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не имеет предков а все остальные вершины имеют только по одному непосредственному предку. Вершины 
[image: image165.wmf]r
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 называется корнем дерева 

Бинарным деревом называется ордерево в котором каждая вершина имеет не более двух непосредственных потомков.

Полным бинарным деровом называется бинарн дерево в котором каждая вершина не является листом(лист-висячая вершина дерева) имеет ровно два непосредственных потомка.

Взвешенный граф 

В реальный задачах часто приходится использовать дополнительную информацию (стоимость проезда расстояние между объектами электроники и т д )


[image: image166.wmf])
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 это (n,m)-граф

Взвешанным графом назыв пару (G,W) где G-граф а W-функция которая каждому ребру 
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 ставит в соотношение число 
[image: image168.wmf](

)

i

e

W

 - называемое весом ребра 
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Весом графа называют суммарный вес его ребер 
[image: image171.wmf](

)

å

=

=

n

i

i

G

e

W

P

1


Рассмотрим связный неор граф остов лин веса тогда, остовом является суграф являющийся деревом Для данного взвешенного графа нужно найти остов минимального веса что: 
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Применяется для проектирование дорог создание электроники.

1. Выберем 
[image: image173.wmf]E
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 - ребро минимального строим дерево Т1(2 вершины a и bи ребро)

2. На некотором шаге имеем дерева Тk (имеем k+1 вершин) если k+1<n то среди ребер один конец принадлежит Тk а другой не принадлежит  Тk выбирается ребро наименьшего веса, если же k+1=n то остов по строению.
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§4 Обходы

Эйлеровы графы

эйлеровым циклом в графе назыв цикл содержащий ребро графа в точности один раз.

Связный граф имеющий эйлеровый цикл назыв эйлеровым графом

Т./ Связный граф назыв эйлеровым когда степени его вершин четные.

Док – во: (необходимость)

граф Эйлера содержится эйлеровый цикл. Цикл проходя по некоторому ребру  и входит в некоторую вершину и выходит по другому ребру поэтому каждой вершине транцидентно четное число ребер => число степени вершин четная 

(достаточность)

Возьмем вершину v1 и начнем строить цикл 

Случай 1 цикл включает в себя все ребра – эйлеров цикл

Случай 2 в цикл вошли не все ребра тогда среди вершин этого цикла найдется еще одна вершина которой транцидентны другие ребра пусть это вершина v2 у вершины v2 начнем строить цикл затем случай 1

Большой цикл включает все ребра => цикл эйлеров

продолжая этот процесс построения циклов и обьединение их в один цикл получим цикл включающий все ребра => цикл Эйлера

чтд

Алгоритм построения Эйлерова цикла.

Алгоритм Фиери.

G=(V,E)

Как занумировать ребра графа таким образом чтобы номер ребра указывал каким по счету это ребро проводится 

Правило 1 
[image: image174.wmf]E
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 присвоим ему номер 1 и вычеркнем .

Правило 2 Пусть пронумеровано и вычеркнуто k ребер, а W-вершина в которую пришли, тогда среди ребер инцидентных W и не вычеркнутых выбирается любое ребро, выбранному ребру присваивается номер ребра не пронумерованных и не вычеркнутых

Полуэйлеровый граф.

О./ Цепь содержащую все ребра графа в точности по одному разу назыв эйлеровой цепью

Связанный граф имеющий Эйлировы цепь называется полуэйлеровым графом

Т./ Граф G называется полуэйлеровым, тогда когда граф связан и число вершин нечетной степени равное 2.

Док – во: (необходимость)

Связность следует из определения эйлеровой цепи.

Пусть a – начало, а b-конец э.ц., степени остольных вершин должны быть четными, т.к. цепь ребер входящих в одну вершину выходит через др ребро. Причем из вершины а выходит цепь но не завершается в ней поэтому степень вершины а нечетна, аналогично цепь завершается и в вершине b но не начинается там, отсюда =>  степень b нечетна => в графе две вершины имеют нечетную степень 

(достаточность)

Пусть вершины a,b  имеют нечетную степень. 

Сл 1 вершина a,b смежные, удалим ребро аb  тогда получим число вершин четное, строим эйлеровый цикл добавим ребро получим эйлерову цепь

Сл 2 вершины a,b не смежены добавим ребро ab, степени всех вершин четны значит существует эйлерова цепь => строим эйлерову цепь. Удалим ребро аb степень вершин ab нечетна, получаем эйлеровый цикл 

Гамельтоновый Граф

Гамельтоновым циклом называют простой цикл содержащий величену графа ровно один раз 

граф имеющий Гамельтоновый цикл называется Гамельтоновым графом

Гамельтоновой цепью в графе назыв цепь проходящую через вершину графа 1 раз граф содержащий Гамельтонову цепь называют трассируемым задачи о комивоежоре  в полном взвешенном графе G найти Гамельтоновый цикл(цепь наименьшего веса)

к этой задаче в частности сводится задача выборе последовательности заданий на комп(с предварительной настройкой)

для G графов не известно простое необходимое и достаточное условие существования Гамельтоновости, одна из центральных проблем в теории графов. не известен алгоритм который в проверенном графе, с использованием числа шагов ограничен полиномом от размерности задачи.

Проблема существование гамельтонового пути относится к числу № Р – полных задач 

Некоторые достаточные условия сущ 

Гамельтоновых циклов в графе.

Всякий полный граф  Гамельтоновый граф. 

1. Он содержит простой цикл включающий в себя все вершины.

2. Если граф помимо простого цикла, содержащий и др ребра, то он Гамельтоновый 

3. Граф имеющий висячие вершины не Гамельтоновый

4. 
[image: image175.wmf]q

- граф не гамельтоновый 

5. Теорема Оре/

если для любой пары двух u и v  не смежных вершин графа G порядка n≥3 выполняется неравенство 
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 то граф Гамельтонов.

§ 5 Плоские и планарные графы

Плоским графом назыв граф G вершины каторого являются точками плоскости а ребра пересекаются в инцидентных вершинах и не имеют самопересечений всякий граф изоморфный плоскому назыв планарным графом.

о плонарном графе говорят что он укладывается на плоскость или имеет плоскую укладку(нет пересечений)
Т.1/ Любой граф укладывается в прстранстве Е3.(каждый граф можно расположить в 

3-х мерном пр R3 так что его ребра пересекаются только в вершинах инцидентных )

Док – во:

Можно расположить все вершины графа на оси Ох из пучка плоскостей проходящей через ось Ох выберем m=|E| для графа G =(E,V) плоскостей и в каждой плоскости разметим одно ребро изобразив его в виде полу окружности. Получим все ребра находятся в различных плоскостях и пересекают только в инцидентных вершинах.

чтд

Двудольным графом назыв граф для каторого существует такое разбиение мн-ва его вершин на два подпространства V1,V2 что концы каждого ребра принадлежат разным долям 

Двудольный граф назыв полным если для любой пары вершин 
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 существует 
[image: image178.wmf](
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Двудольный граф не имеет простых циклов не четной длинны

Грани плоского графа

Грани плоского графа G назыв часть плоскости ограниченная простым циклом м не содержащая внутри постых циклов каждый граф имеет внешнею грань и некоторое кол – во внутренних.

Границей грани назыв множество вершин и ребер принадлежащих этой грани.

Свойства граней плоского графа

1° всякие две вершины пренадлежащие некоторой границы грани можно соединить простой цепью произвольной длинны так что грань разобьется на две грани

Т.(об Эйлеровой характеристики)/

Для всякого связного графа плоскости (n,m) – графа G верно равенство n-m+f=2 где 

f – количество граней  
[image: image179.wmf]c
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 - эйлерова характеристика 

Док –во: рассмотрим произвольный связный плоский граф рассмотрим некоторый остов данного графа это дерево (имеет n-вершин n-1 ребер f=1) получим 
n-m+f=n-n+1+1=2 
Будем присоединять по одному ребру и посчитывать n-m+f 

не трудно видеть что кол-во граней увеличивается на единицу и кол-во ребер увеличивается на 1 f=const  => n-n+2=2

так произойдет при добавлении каждого ребра  n-m+f=2 чтд

Следствие: для всякого связного планарного графа G с числом вершин n≥3 верно неравенство m≥3n-b 

док - во: 

Случ1 G – дерево n- кол-во вершин m=n-1 –кол-во ребер 

n-1≥3n-6

5≥2n
n≥2,5 => (т.к. n-натуральное) n≥2

Общий случай: 3f≥2m
Случ2 G - не дерево очевидно что граница каждой грани содержит по крайней мере два ребра потому минимальное кол-во ребер участвующих в получении границ граней равно 3f т.к. при этом каждое ребро используется 2 раза => 3f=2m выразим значение 
f : f=2+m-n подставим и получим 6+3m-3n≤2m => m≤3n-6 чтд

Утверждение 1:
Граф К5 – не пленарен 

док-во:


n=5

m=10

10≤9 не планарен

чтд

Утверждение 2: Граф К3,3 – не планарен

n=6

m=9

9≤12

Предположим что граф планарен то f- кол-во граней 

4f≤2m => 2f≤m (4 самый короткий цикл)

f=2+m-n=5

10≤9

чтд

Операция подразбиение ребра

Пусть в графе G=(V,E) 
[image: image180.wmf]ab
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 операция подразбиение ребра выполняется следующ образом: 1) ребро е удаляется вместо него вводится новая вершина с и ребра 
[image: image181.wmf]cb
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Графы G1 и G2 назыв гомеоморфными, если оба они получены из одного и того же графа подразбиением ребер.

Критерии планарности (Теорема Понтрегина-Куратовского)

Граф планарен тогда и только тогда когда он не содержит под графов гомеоморфных графам K3,3 или К5
Т.(Вагнера)/ Для всякого планарного графа существует плоская укладка для которой все ребра изображены в виде отрезка прямых.

Искаженностью графа 
[image: image182.wmf](
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 назыв наименьшее кол – во ребер удаление которых приводит к планарному графу. 

Алгоритм получение плоской укладки (Алгоритм 
[image: image183.wmf]g

)

1. выбрать простой цикл и построить его получаем 
[image: image184.wmf]G
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2. Присоеденить к 
[image: image185.wmf]G
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 очередную цепь оба конца которой принадлежат 
[image: image186.wmf]G

~

 при этом некоторая грань разобьется новой цепью на две грани. Результат получена плоская укладка или очередная цепь не присоединяется в последнем случае граф не планарен 
раскраска планарных графов

Формулировка проблемы 4-х красок

Достаточно ли 4 х красок для такой раскраски произвольной географической карты при которой  2-е  ее соединение страны имеющим общую границу окрашены в различные цвета.

Картой назыв связный плоский мультиграф без мостов. грани имеющие общее ребро называются смежными тогда функция раскраски для граней 
[image: image187.wmf](
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 ставит в соответствие каждой внутренней грани 
[image: image188.wmf]i
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 число – цвет грани.

Карта назыв К раскрашиваемой если для нее существует правильная К раскраска, т.е. такая что 
[image: image189.wmf](
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 - смежные вершины.

всякая карта 4-х раскрашиваемая (всякий планарный граф  и раскрашиваемая)

Т./ всякий планарный граф 5-ти раскрашиваемый.

раздел3

Введение в теорию алгоритмов

Основные требования к алгоритму.

1. Данные – алгоритм работает с применением исходных данных – выдает результаты т.е. перерабатывает входные, выходные и промежуточные данные. Данные есть слова конечной длинны данного алгоритма.

2. Память  - может быть бесконечной, единица измерения данных и памяти должны быть согласованы. Память используется для хранения данных.

3. шаги Алгоритм состоит из элементарных шагов.

4. Детерминирование – после каждого шага должно быть известно куда идти дальше или остановка.

5. результативность – после конечного числа шагов получение информации (или остановка после конечного числа шагов)

Тезис черта.

Несмотря на нестрогость интуитивное представление об алгоритме является настолько отчетливым, что практически не возникает разногласий около того является ли алгоритмич тот или иной процесс, ситуация оказывается принципиальной когда имеют дело с задачами решение которых неизвестно относительно которых является ???????????????????????? они по сути не могут быть алгоритмически разрешены.

доказать алгоритмич неразрешаемость задач а на основе только интуитивного представления невозможно.

Тезис черта: класс задач решаемых в любой из формальных алг моделей и есть класс всех задач которые могут быть решены интуитивно алг методами.

три основных типа универсальных алгоритмических  моделей.

1. Связывает понятие с вычислениями и числовыми функциями

Пример: рекурсивные функции – хорошо развитая и изученная модель данного типа.

2. Связывает понятие алг с некоторыми детерминированными устройствами выполняющими в каждый отдельный момент некоторые примитивные операции. Такое представление не оставляет сомнений в однозначности алгоритма и элементарности его шагов. Пример: машина тюьринга 

Маштна Тьюринга.

-УУ

-галовка(пишушая и считывающая)

УУ

может находится к важдый момент времени
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[image: image191.wmf]1
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 - начальное состояние


[image: image192.wmf]0

q

 - заключ состояние

Q-назыв Внутринний алфавит

Если УУ в состояние 
[image: image193.wmf]0

q

 то машина прекращает работу.

Лента – рабита на ячейки в каждой ячейки записан один из символов алфавита 
[image: image194.wmf]{
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лента бесконечна в обе стороны одна в начальный момент времени и последущие только конечные число ячеек заполнено не пустыми символами.


[image: image195.wmf]A
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 - пустой символ

Если ячейка пуста считается что в ней записан пустой символ.

Головка перемещается вдоль ленты и в каждый момент времени обозревает содержимое одной ячейки считывает ячейку вписывает в ячейку какой-либо символ из алфавита А вместо обозреваемого а затем сдвигается вправо, влево или останавливается.

сдвиг зависит от УУ в процессе работы УУ в зависимости:  

1. от состояния в котором находится УУ.

2. символ обозреваемый головкой выполняет сл действия 

-головка записывает в обозреваемую ячейку 
[image: image196.wmf]1
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 и происходит сдвиг на ячейку вправо или влевл или ост на месте на 
[image: image197.wmf]k
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Функции характеризующие работу УУ.
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 - функция переходов.


[image: image199.wmf]A
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 функция выходов.


[image: image200.wmf]{
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 - функция движения головки.

Таким образом работу УУ можно описать системой команд или пятеркой сл вида
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Обозначения

R - сдвиг на одну ячейку вправо

L – сдвиг на одну ячейку влево

E – оставаться на месте. 
список пятерок вида (*) опрделяющих работу машины Тьюринга называют прог. Маш Тьюринга 

Способ задания программ

1. список команд вида (*)

2. таблица

3. граф

пример 

1. 
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	 ai  qj
	q1
	q2

	0
	q11L
	q10R

	λ
	q0 λ L
	q11E


на пересечение строки ai и столбец qj находится информация 
[image: image203.wmf]k
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2. Граф(диаграмма перехода)

Это ор-мулти-псевдо граф в котором дуги имеют пометки вершинам соответствует состояние.

Основные требования к алгоритмам.

1. Данные М.Т.-слова на ленте причем на ленте записываются и исходные данные и результаты.

2. память – внешняя (лента) и внутренняя (конечное множество Q внутри состоит)

3. Элементарные шаги М.Т.: считывание символа запись символасдвиг головки на ячецку влево или вправо переход головки в сл состояние.

4. Дитерминированность  - в зависимости от пары 
[image: image204.wmf]i
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 полностью определяются следующ действ Иями М.Т. для каждого состояния 
[image: image205.wmf]j
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 и каждого символа на ленте 
[image: image206.wmf]i
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 однозначн заданы, что следущее состояние 
[image: image207.wmf]j
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 в которое перейдет УУ символа 
[image: image208.wmf]i
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 записываемый в ячейку ai сдвиг dk влево или вправо.

Конфигурации

Полное состояние М.Т. по каторым определяется ее дальнейщие поведение задается ее внутреннем состоянием, сост ленты (т.е. словом записанным на ленте) положением головки

Полное Состояние М.Т. назовем конфигурацией или машинное слово обозначается сл тройкой 
[image: image209.wmf]2
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где 
[image: image210.wmf]1
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 - слово слева от головки qj – текущее состояние 
[image: image211.wmf]2
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  слово образованное словами обозреваемого головкой и символом справа от него.

Пусть К – некоторая промежуточная конфигурация в результате применения к ней команды вида (*) помечается К’ тогда говорят К непосредственно выводимая из К
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Пусть 
[image: image213.wmf](
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 то говорят 
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[image: image215.wmf]K

K

¢

¢

Þ


Если 
[image: image216.wmf]a
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 то последовательность вида (**) назыв Тьюринговым вычислением Причем Тьюрингово вычисление может иметь вид 
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 - бесконечная .

Пусть имеется последовательность (**) 
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 эта послед.

1. Однозначно определяется К

2. полностью описывает работу М.Т. начиная С К

3. конечная если содержит конфигурацию 
[image: image219.wmf];
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 в этом случае говорят что М.Т. применима к исходному слову 
[image: image220.wmf]a

 иначе машина работает бесконечна и она не применима к исходному слову.

М.Т. работает бесконечно из любой начальной конфигурации заполняя единицами ячейки ленты на каждом шаге передвигаясь на одну ячейку вправо.

Вычисление функций на машине Тьюринга.
Записанные на ленте слова в алфавите Аисх которые являются подмножеством А или совподает с А. могут представлять из себя правильный словарный вектор имеющий вид 
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[image: image222.wmf]k
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 - слова в Аисх а символ * не пренадлежит Аисх – это разделитель

Имея исходную информацию в виде вектора Vисход М.Т. либо перерабатываемый вектор Vисход в словарный вектор вида 1 в алфавите Арез либо работает бесконечно.

Т-М.Т.f- функция отображающая мн-во векторов Аисх в мн-во векторов над Алфавитом Арез(W такой вектор)

f – правельно вычисл в М.Т. Т если любые v u w таких что: f(v)=w
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где 
[image: image224.wmf]*
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 и 
[image: image225.wmf]*
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 соответственно и любая v:f(v)  не определена

М.Т. начав работу в q 
[image: image226.wmf]*

v

 работает бесконечно

если для f существует М.Т. которая ее правельно вычисляется по Тьюнингу А машина правильно вычисляемой машиной.

Две М.Т. с одинаковым алфавитом Аисх назыв эквивалентными если они вычисляют одну и ту же функцию.
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частный случай.

Числовые функции.

вычисл числ ф на М.Т.

в общем случае f заданы на словарных векторах и перерабатывают как числовые так и не числовые обьекты рассмотрим числовые функции отоброжающие N в V будем использовать еденичный или унарный последующим Аисх={1} или Аисх={1*}

числовая функция f (х1….xn} – правильно вычисляема по Тьюрингу если f – машина Т – такая что : формула 
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если 
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 работает бесконечно

Задача сложения двух чисел
1. Стираем крайнюю левую единицу первого числа

2. доходим до символа * заменяем на символ 1

3. возвращаемся на к левому краю числа чтобы получить заключительную конфигурацию которая является стандартной

A={1,*,λ}

q1*(q0λR

q11(q2λR

q3λ(q0λR

q21(q21R

q2*(q31L
q31(q31L
В программе отсутствуют некоторые сочетания qi aj которые не встречаются при заданной стандартной начальной конфигурации.

Задача копирования

Тcopy        q11a=>q01a*1a
Порядок работы программы

Работа происходит циклами, кол-во циклов совпадает с кол-вом 1 в числе Во время одного цикла выполняется следующее:

- очередная  1 исход числа заменяется 0, затем проходим до конца числа если это + произошло в первый раз то поле числа ставим * затем в копии слова ставим 1 вместо первого по порядку пустого символа когда число закончится (т.е. встретим в очередном цикле не 1, а  *) выполняем  обратный ход справа на лево заменяя все 0 на 1 и останавливаемся в стандартной заключительной конфигурации. 

Машина Тьюринга с движущейся на каждом шаге головкой.

qjai(q’j  ai’E  (1)

Покажем что для такой машины Тьюринга(М.Т.) можно построить эквивалентную не содержащую в своей программе символа Е 

Случай 1: qj’ – не является заключит состоянием тогда в программе нейдется строка имеющая следующий вид: 
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Тогда вместо команд (1) и (2) можно использовать строку 
[image: image233.wmf])
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Случай 2: А={a01,a02,…ak-2}

qj’ – является заключительной

Тогда команда (1) заменяется сл последовательностью: ??????????????????????????????

qr – заключ

(новое)

q0ai(qj’ai’R

qja0(qr’a0’L

qj’a1(qra1L

--------------

qj’ak-1(qrak-1L
Таким образом можно рассматривать машины на каждом шаге которых головки  двигаются т.е. в дальнейшем можно не использовать символ Е.

Т/ Для любой М.Т. существует эквивалентная ей машина Тr с правой полулентой.

Идея док-ва:

1. Всякий раз когда головка исходной М. надо зайти за левый край ленты новая машина Тr предварительно сдвинет все написанное с головкой на ячецку вправо.

2. лента перегибается пополам притом ячейки правой половины ленты в нечетных ячейках полуленты а левые помещаются в четных.

Операции над М Т.

1. Композиция 

2. Итерация 

3. Разветвление

1. Композиция 

Пусть имеются машины Т1 и Т2 У этих машин имеются алфавиты А1 и А2 Множество внутренних состояний Q1 и Q2   
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Программы машин П1 и П2 

Начальное состояние: q1’ и q1”
Заключит остояние : q0’ и q0’
Тогда композиция выполняется следующим образом: В программе П1 маш Т1 заменим заключительное состояние q0’ на соответствующее q1” 

Объединим программы и алфавит 

Получим полупозицию Т1 и Т2 по паре состояний (q0’, q1” )

Т1 ●Т2 
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 Вычисляется функция 
[image: image236.wmf](
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2. Итерация

Т –маш П-прог q0- зак сост  q – состо не являющееся заключительным.

Итерацию получают заменив q0 на q получаем итерацию М.Т. по паре состояний (q0,q)
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3. Развитвление.

Машины    

 Т1
Т2
Т3
Пронгаммы 

П1
П2
П3
Заданы внутренний и внешний алфавит.

Заключит состояние 
[image: image238.wmf]2
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Начальное состояние 

 q1”
 q1’”

[image: image239.wmf]Æ
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Тогда чтобы получить разветвление заменим в П1 маш Т1: q11 на  q1”  а q02 на q1’”и обледеним прог. Получим разветвление М Т2 и Т3 управляемые машиной Т1 т.е. 
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Данные операции позволяют сделать достаточно богатым язык Тьюрингово вычисления.

Задача сложения n чисел
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n

a

a

a

T

a

a

a

q

q

T

+

+

+

+

+

+

+

Þ

...

1

1

2

1

2

1

1

1

*

...

*

1

*

1


Алгоритм воспроизведения.

Рассмотрим некоторую м.т. Т система команд 
[image: image242.wmf]T
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 этой машины можно иентерпритировать двояко: с одной стороны описание работы конкретного механизма а с другой стороны как программы т.е. как совокупность предписаний однозначно приводящих к результату.

а.в. Работы м.т. по системе команд 
[image: image243.wmf]T
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 сводится к следующему для текущей конфигурации 
[image: image244.wmf](*)

2

1

a

a

i

j

k

a

q

a
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Случай 1: 
[image: image245.wmf]2
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Случай 2:
[image: image246.wmf]L
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Следующая конфигурация: 
[image: image247.wmf]2
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Универсальные машины Тьюринга.

U – универсальная машина Тьюринга 

Требуется построить м.т. U  реализующую описанный алгоритм воспроизведения вычисляющую функцию от двух переменных сист команд 
[image: image248.wmf]T
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[image: image249.wmf](
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 где α – исходное слово не ленте если м.т. останавливается при исход данных U 
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 не останавливается если м.т. при исход данных не останавливается.

Всякая машина обладающими этими свойствами назыв универ м.т.

Существование у.м.т. означает что систему команд 
[image: image251.wmf]T
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 можно понимать двояко: конкретного устройства , либо как программу у.м.т.

Интуитивное определение алгоритма.

Алгоритмом назыв совокупность правил обладающих свойствами: массовости (инвариантность относительно входной информации), детерминированности  однозначность применения правил на каждом шаге:

Элементарности(отсутствие необходимости уточнения правил) Результативности(получение после конечного числа шагов информвци являющейся результатом)

Тезис Тьюринга

Для любого алгоритма понимаемо в интуитивном смысле можно построить м.т. функционирование которой эквивалентно этому алгоритму.

2 –я формулировка.

Всякий алгоритм может быть реализован м.т.

Подтверждением м.т.: математическая практика, описанная в алгоритме, в любой другой агоритмичесской модели может быть сведено к  описанию работы м.т. 

Проблема остановки

В числе требований к алгоритмам имеется требование результативности Алгоритм AL и данные α 

Приведет ли к результату работа алгоритма AL по данным α 

Иначе можно ли построить м.т. Т0 такую что для любой м.т. и любоых исходных данных α 
[image: image252.wmf](
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(истина) если м.т. от α останавливается и 
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)

Л

a

T

T

=

å

,

0

(ложь)  если Т(α) не останавливает эта проблема остановки.

Т/ Не сущ м.т. Т0 раскрывающей проблему остановки для произвольной м.т. Т

Рекурсивные Функции

Уточнение понятия алгоритма  «алгоритма»

Понятие использование основных требований к алгоритмам нуждаются в уточнениях тогда появляется др понятия которые также будут нуждатся в уточнение и т д Поэтому в теории алгоритмов принят другой подход выбирается конечное число исходных объектов которые объявляются элементарными и все множество объектов строится на основе этих исходных объектов этот подход используется и при уточнение понятия алгоритмов:

1. данные(в качестве данных принимается множество слов конечного алфавита)

2. память (решается вопрос оргонизации памяти)

3. детерминированность (используется блок схемы или словестные описания или др описания механизма реализации алгоритмов)

4. элементарные шаги: фиксируется набор элементарных шагов.

После того как указанные и пункта выполнены получается конкретная алгоритмическая модель, каждая из которых претендует на право считаться  формализации понятия алгоритма т.е. модель должна быть универсальной т.е. допускать описание любых алгоритмов Вопрос не приведет ли выбор конкретных средств для получения модели потери общности формализации ? Ответ не приведет т к 

1. доказана сходимость одних моделей к другим 

2. благодаря взаимной сводимости моделей в теория алгоритмов удалось выработать инвариантную к выбору моделей систему понятий позволяющую говорить о свойствах алгоритмов  не зависемо от того какая формализация алгоритма выбрана 

Эта система понятий основана на понятии вычисления функций т.е функций 

 для вычисления которой существует алгоритм

Очевидно что с каждым алгоритмом связана функция которую он вычисляет. Верно ли обратное, существует ли для каждой функции существует алг ?

исследование проблемы  остановления для м.т. показывает что нет. для каких функций существует алгоритм как описать такие алгоритмические эффективно вычисляемые функции исследование в этом направлении начались в 30-е годы тогда и была придумана м.т. и заложена теория рекурсивности функций. в этой теории как и вообще в теории алгоритмов  фиктивный и конструктивный подход, основной которой является что все множество исследованных обьектов(функций) строится из конечного числа исходных объектов (некоторого базиса) с помощью простых операций эффективна выполнимость которых вполне достаточна операции над функциями будем называть операторами.

Частичные числовые функции

n-местной функцией будем понимать функцию функцию 
[image: image254.wmf](
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 определенную на множестве М которое является подмножеством N к 
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Если 
[image: image256.wmf]n
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 то функция является полностью определенной 

Пусть есть 
[image: image257.wmf](
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Функции f,g равны если любом наборе 
[image: image258.wmf]n
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 значений аргументов 
[image: image259.wmf](
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 имеет место следующее; если значение f и g определены 
[image: image260.wmf](
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  и совпадают или значение обеих функций не определены.

Простейшие функции

Следующие всюдуопределенные функции которые будем использовать в качестве исходных назовем простейшими:

1. функция ноль 0(Х)=0
2. функция следование  S(X)=X+1
3. функция выбора аргумента: 
[image: image261.wmf](

)

m

n

n

m

x

x

x

I

=

...

1

 

функция выбора аргумента позволяет в частности выполнять формальное введение формальных аргументов

Операторы

1. Операция суперпозиции

2. примитивной рекурсии

3. оператор минимизации

1. Оператор суперпозиции 

пусть имеются частичные функции 
[image: image262.wmf]n

f

f

,...,

1

 зависящие от одного и того же набора аргументов 
[image: image263.wmf](

)

m

i

xlm

x

f

f

i

i

,

1

...

1

=

=

 и n – мерная частичная функция g.

Суперпозицией функций 
[image: image264.wmf]n
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 называется функция 
[image: image265.wmf](
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 которая является частичной с одной стороны и значение которой на наборе 
[image: image266.wmf]m

a

a

...

1

 тогда и только тогда когда определены на этом наборе значений функции 
[image: image267.wmf]g
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  в противном случае велечина на n считается неопределенной.

2. Примитивная рекурсия

Случай 1частичная функция f есть функция одного аргумента.


[image: image268.wmf](
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 где a=const

f(0)=a    f(1)=h(0,f(0)),f(2)=h(1,f(1))…..

случай 2 Функция от двух аргументов

f(x,y)

[image: image269.wmf](
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Замечание: в этом случае х играет роль параметра рекурсии ведется по второму аргументу.

Случай 3 (общий) Функция от n аргументов 
[image: image270.wmf]n

x

x

...

1

 и y
Заданы частичные функции: 
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)

(

)

(

)

2

,

,

...

...

1

1

+

-

n

z

y

x

x

h

x

x

g

n

n



[image: image272.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

î

í

ì

=

+

=

y

x

x

f

y

x

x

h

y

x

x

f

x

x

g

x

x

f

n

n

n

n

n

,

...

,

,

...

1

,

...

...

0

,

...

(*)

1

1

1

1

1


будем говорить что функция 
[image: image273.wmf](
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 получается из функций g и h применением оператора примитивнрй рекурсии если для любых 
[image: image274.wmf]y
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 имеет место схема (*) и обозначается это так 
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при этом величина 
[image: image276.wmf](
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 определена т и т т к определены значения функций 
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Замечание1 Оператор примитивной рекурсии применим к всюду опред функции g и n дает всюду определенную функцию f 

Замечание2 Если значение 
[image: image280.wmf](
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 не определено при некотором 
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 то 
[image: image282.wmf](

)

0

1

,

...

y

x

x

f

n

 -так же неопределенно для всех y>y0
Замечание3 не зависимо от числа переменных функции f рекурсия ведется всегда только по одной переменной а остальные переменные на момент применения схемы играют роль параметров и зафиксированы 

Примитивная рекурсивная функция

О.1/ функция называется примитивно рекурсивной функцией, если она может быть получена из простейшей функции  0(х), f(x) 
[image: image283.wmf](
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 с помощью конечного числа применений операторов суперпозиций и примитивной рекурсии.

О.2/  1) функции 0(х), f(x) 
[image: image284.wmf](
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 является примитивной рекурсивной функцией

           2) Если 
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 простейшая рекурсивная функция то 
[image: image288.wmf](
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           3)  если 
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 - п.р.ф. при 
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[image: image292.wmf](
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4) других п.р.ф. нет

Примеры простейших рекурсивных функций

1) все const – это п.р.ф.

0=0(х)
1=S(0(x))
2=S(S(0(x)))
m=S(S…(S(0(x)))…)

2) Сложение f(x,y)=x+y-п.р.ф.
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3) Умножение f(x,y)=x●y-п.р.ф.


[image: image294.wmf](
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4) Функция 
[image: image295.wmf](
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 примитивная функция   
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[image: image297.wmf](
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 по пункту 3 умножения п.р.ф.

5) Функция 
[image: image298.wmf](
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6) Функция антисигнум - 
[image: image300.wmf](
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7) Функция вычит 1. 
[image: image302.wmf](

)

1

-

=

&

x

x

f

 п.р.ф.


[image: image303.wmf](

)

(

)

(

)

î

í

ì

=

+

=

=

î

í

ì

=

³

-

=

-

x

x

f

x

f

x

если

x

если

x

x

1

0

0

0

0

,

0

1

,

1

1

&


8) Функция усеченная разность 
[image: image304.wmf](
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 из пункта 7 ф. вычитание 1 – п.р.ф.

9) Функция модуль разности 
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т.к. функция усеч разность и сложение п.р.ф  => 
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10) Функция 
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другой вариант 
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11) Функция 
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другой вариант 
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12) множество логических функций – п.р.ф
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Рассмотрим множество принимающее значение 0 или 1 ({0,1})

т.к. система лог функций образует основной логический базис (из-за того что для любой лог ф. можно получить формулу  в виде СДНД или СКНД каждая  из которых содержит указанные функции.

то из (*) => приметив рекурс всех логических функций.
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g – целая часть 

r – остаток

не определена при x=0

[image: image317.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

=

¹

=

=

0

,

0

,

,

x

y

x

x

y

x

y

y

x

f


13) Остаток от деления п.р.ф
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 является п.р.ф т.к. пункты 2,3,5,9 – п.р.ф.

14) Целая часть от деления 
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15) Функция делимости – п.р.ф.

div(x,y)
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16) функция отличная от нуля в конечном числе точек – п.р.ф.
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Вывод: из простейших функций 0(x)  S(x)  
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Оператор минимизации.

(
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 n- местная частная функция набор переменных 
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Решая (*) относит y последовательно вычисляя 
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 наименьшим значением y при котором выясняется (*) обозначим через 
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 о которой говоря что она получается из функции g применением оператора минимизации. 
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К определению оператора минимизации значение 
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 не определимо в следующих случаях: 

1. Если в процессе вычисления встретилось некоторое y при котором знач 
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2. Значение 
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 определено при любых y отличных от xn
Вывод: Используя оператор минимизации мы имеем всюдуопред. можем получить не всюду определенную(частичную) функцию.

Частно рекурсивные функции

Функция 
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)

n

x

x

...

1

 частно рекурсивная ели она может быть получена из простейших функций применением конечного числа операторов суперпозиций.

Замечание: Ранее на примерах показано что оператор минимизации может не привести к результату это произойдет в том случае когда на данном наборе уров. (*) 
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 Не имеет решения в таком случае 
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 считается не определенной так среди рекурсивных функций появляются не полностью опред(частичные) функции.

Частично рекурсивные функции назыв R (общерекурсивной) если она всюду определена.

Второе определенное оператора минимизации.

Используем п.р.ф. модуль разности.

1. 
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2. Введем функцию 
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 она п.р.ф. тогда получим:

3. 
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Не трудно показать что всякая функция опред. равенством (1) может быть эквивалентно задано равенством (3) при условии (2)и наоборот: из (3) может быть получено (1) если взять 
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Совместная рекурсия.
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Следующая рекурсивная схема.
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Если 
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Таким образом метод совместной рекурсии является эффективным пр.р. средством.

Тезис Черта (для рекур. ф.)

Является аналогом тезиса Тъюринга для м.т.

Всякая ф. вычислимая некоторым алгоритмом частично рекурсивна.

Арифметизация м.т.

Рассмотрим м.т. с алфавитом  
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внутренний алфавит 
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Арифметизация.

Суть ее заключается в том что производным объектом сопост. натуральные числа после чего преобразование объектов сводится к ариф операциям над их номерами.
Запись на ленте.

Слово на ленте можно представить (m,a,n) где 
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 k-ичные  числа слева

От обозреваемой ячейки (b0 младший разряд)

a=ai – обозреваемый символ. В дальнейшем ai и i не будем различать 
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  n-ичное  число справа от обозреваемой ячейки (с0 младший разряд) 

Хотя в сумме при записи m и n от нуля до бесконечности фактически т.к. лишь конечное число символов ленты является непустыми в процессе работы фактически эта сумма конечна.

Не трудно видеть что всякой записи символы на ленте однозначно соответствует число единственным образом.

Конфигурация

Конфигурацию описывает четверка следующего вида 
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 где m,a,n –описывают запись на ленте j – текущее состояние.

Пусть имеется (*) 
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Тогда имея эту команду перейдем в следующую конфигурацию 
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Случай 1: d=R
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[image: image354.wmf]=
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Случай 2: d=L
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Преобразование  конфигурации
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Доопределим эту функцию 0 на всех остальных парах 
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[image: image360.wmf](

)

-

i

a

j

A

,

 функция обозреваемого символа.
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Все эти функции отличны от функции только в конечном числе точек а такая ф отличная от нуля является примитивной р.ф 
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они описываются как суперпозиция примитивно рекурсивной функции => сами являются п.р.ф.

Конфигурация через t тактов

Обозначим через 
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 состояние в которое придет м.т. через t тактов при нач конфигурации <m,j,a,n> 
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 функция описывающая обозр. Символ который будет получен через t тактов.
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Получим схему совместной рекурсии для 
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Удалось описать работу м.т. используя  рекурсивные функции

Эквивалентность моделей алгоритмов.

В соответствии с тезисом Черта. всякая вычисляемая методом алгоритмов частично рекурсивна.

Мы рассмотрели две модели: р.ф. и м.т. 

Функция частично рекурсивна тогда т только тогда когда она может быть вычислена  м.т. это математическое утверждение требует док-во.

Док-во  рассмотрим в виде 2-х теорем.

Т.1/Всякая частичная р.ф. вычисляется м.т.

док-во:

Используем определение частично р.ф. таким образом док – во разобьем на сл этапы.

1. Реализация простейшей функции на м.т.

2. Реализация оператора суперпозиций на м.т.

3. Реализация оператора прим. рекурс на м.т.

4. Реализация оператора минимизации на м.т.

1. а) 0(х) – путем стирания всех единиц кроме 1.

б) S(x) –к слову на ленте добавится одна единичка.

в) стираются все палочка и звездочки кроме группы xm подсчет номера группы xm выполняется при использовании соответствующего числа состояний.

2. 
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Применяется композиция м.т. при этом 
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3. Строится м.т. которая выполняется циклами.
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схема более общего вида реализуется аналогично . вычисления осуществляются циклами на ленте.
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4. опишем реализацию оператора простейшего вида 
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 в общем случае реализация аналогична. после цикла i  на ленте x*i , если вычисления еще не закончены, в течение (i+1) циклов вычисляется g(x,i) проверяется g(x,i)=0 

Если да то выдается значение i. Если нет то x*i преобразуется в x*i+1 

таким образом установлено что простые функции вычислимы по Тьюрингу и если некоторые ф. получена получена из вычислимых ф применением оператора суперпозиций, п.р.ф. и минимизации, то она также вычислима.

Вывод: все частично р.ф. могут быть вычислены м.т.

чтд

Т.2/Всякая функция вычисляемая на м.т. частично рекурсивна.

Док-во:

Т-м. т. вычисляемая любую функцию f(x) тогда начальная конфигурация.
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[image: image379.wmf]1
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 - не останавливается 

(m,j,a,n) – где m,a,n конфигурация на ленте j-обозревается

Для начальной конфигурации m=0; j=1; a=1; n=n(x)   (0,1,1,n(x))

Выполним арифметизацию указанным ранее способом тогда n(x) – будет k-ичное слово имеющее следующий вид 
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т.к. n(x) – целое число тогда k>1 стараемся перейти к пр. р.ф.
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 - рекурсивная функция т.к. является суперпозицией пр. р. а значит и рекусивных функций.

Обозначим через q(t,x) которая перейдет м. через t тактов используем результат арифмитизации тогда q(t,x) есть 
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Аналогично запишем:
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[image: image384.wmf]N
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- рекурсивная ф => a(t,x),q(t,x),m(t,x),n(t,x) – рекурсивные ф.

q0=0
обозначим через t0(x) – момент остановки 
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Если ф. вычисляема в м.т. тогда q=q0=0

Если м.т. не остановится. то t0(x) –не определено

таким образом с помощью оператора минимизации получаем частично рекурс ф. t0(x)
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В закл конфигурации.
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k>1 и 
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Если удастся вычислить t0(x) тогда определено знач 
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  тогда с помощью (*) находим знач f(x) 
Если t0(x) неопределенна т.е. q0 – не достигается, машина не останавливается => знач f(x) – не определено => f(x) получаемая из (*) частично рекурсивна.
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