Раздел 3. Основы кодирования в системах и сетях связи

3.1 Первичное кодирование дискретных сообщений

Дискретные сообщения характеризуются счётным множеством своих символов, т.е. дискретные сообщения можно пронумеровать, перейдя от передачи символов алфавита к передаче чисел. 

Операция преобразования дискретных сообщений в последовательность кодовых символов, (например, чисел) называется кодированием.
Первичное кодирование (его ещё называют примитивным, безызбыточным) применяется для согласования алфавита источника и алфавита канала.

Простейшим видом кодирования является запись числа в какой-либо системе счисления; в общем случае любое целое число N, записанное в десятичной системе счисления, может быть представлено в виде
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где   m – основание системы счисления; 
i – номер разряда числа;

0≤ai≤m-1 – цифра в i-м разряде.

В вычислительной технике и технике связи практическое значение имеют 16-ная, 8-ная, 4-ная и двоичные системы счисления, например, число 29 в 
восьмеричной системе 
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Совокупность цифр, образующих соответствующее определённому сообщению число, называется кодовым словом.
Каждому разряду кодового слова можно сопоставить в соответствие с  параметрами электрического сигнала какой-нибудь уровень напряжения.

Например, двоичному сигналу 1 – 3 и 5 В, 0 – 0 В или в общем случае
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Совокупность единичных элементов, отображающих кодовое слово, называется кодовой комбинацией, которая характеризуется основанием кода m и числом единичных элементов U.

Первичные коды разделяются на неравномерные и равномерные.
Неравномерные коды характеризуются тем, что кодовые комбинации состоят из различного числа единичных элементов.

Например, если записывать порядковые номера символов алфавита в двоичной системе счисления, то символу а2 соответствует кодовая комбинация 010, а5 соответствует 101 и.т.д.

Недостаток такого кода заключается в том, что из-за различного числа разрядов затруднительно отличать одну кодовую комбинацию от другой.

Равномерные коды характеризуются постоянным числом единичных элементов во всех кодовых комбинациях.

Достоинства: все они требуют одинакового времени для передачи, и следовательно, облегчается автоматизация приёма.

Примеры равномерных кодов:  а2~00010
                                                      а3~00011
                                                      а5~00101
Другими примерами являются пятиэлементный код международного телеграфного графа МТК-2, коды ASCII, или семиэлементный первичный код передачи данных в сети ЭВМ КОИ-7.

3.2 Методы передачи двоичных сигналов

В передаче ПДС наибольшее распространение получили двоичные, или бинарные коды, коды с основанием m=2. 

При двоичном кодировании увеличивается время передачи, однако проигрыш в скорости окупается существенным упрощением аппаратуры. В технике широко используются двоичные устройства – триггеры, реле, логические устройства, с высокой помехоустойчивостью (т.к. требуется различать на фоне помех 2 уровня сигнала).

В зависимости от принципа передачи двоичных сигналов различают последовательную передачу или передачу последовательным кодом, а также параллельную передачу или передачу параллельным кодом.

Простейшая схема, осуществляющая передачу последовательным кодом имеет вид:
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Рис.3.2.1
При замыкании ключа на станции А в линию поступает ток, который включает электромагнит приёма ЭМ. 

Метод передачи параллельным кодом иллюстрируется следующей схемой:
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Рис.3.2.2
Во втором случае набор и передача комбинации производятся одновременно.

И в том, и в другом случае не накладываются особые ограничения на моменты начала передачи элементов кодовых комбинаций и их длительность, поэтому такие способы передачи называются асинхронными. 

В оконечных устройствах формирование кодовых комбинаций на передаче и воспроизведение их на приёме обычно осуществляется в параллельном коде, а передача их в линию производится последовательным кодом. Преобразование параллельного кода в последовательный (на передающей стороне), и последовательного кода в параллельный (на приёмной стороне) осуществляют сдвиговые регистры. Пример сдвигового 4-х разрядного регистра типа 7425194 (аналог 555 серии): 

Структура последовательно-параллельной передачи имеет вид:
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Рис.3.2.3
Очевидно, что для правильного приёма кодовых комбинаций необходимо обеспечить одинаковую скорость работы передающего и приёмного сдвиговых регистров, т.е. синхронно, и в одинаковой фазе они должны получать/передавать данные. Такой метод передачи и приёма двоичных сигналов называется синхронным. 
Для поддержания режима синхронизма и фазирования в приёмнике ОУ используются специальные устройства. Наиболее просто синфазность работы обеспечивается в стартстопных системах передачи, где перед передачей сообщений подаётся сигнал начала передачи – «старт», являющийся началом передачи одной кодовой комбинации. 

3.3 Экономное кодирование 

Как мы уже выяснили, наиболее распространённым видом передачи является передача последовательным кодом, обеспечивающим более высокую надёжность и помехоустойчивость процесса передачи сообщений. Однако последовательный метод передачи характеризуется меньшей скоростью передачи по сравнению с параллельным. 

Для уменьшения времени передачи сообщений используют экономное кодирование (или ещё его называют сжатием данных). Отличительное свойство экономного кодирования состоит в том, что избыточность источника одновременных сообщений выше, чем избыточность на выходе кодера. 

Идея сказанного состоит в том, что часто встречающимся буквам (сообщениям) поставить в соответствие короткие кодовые комбинации, а редко встречающимся – длинные.

Например, в русском языке буквы в словах встречаются с разной вероятностью. Так буквы а, о, к встречаются гораздо чаще, чем ъ, ь, й, и.т.д. 
Другими совами, символы русского языка не равновероятны. Поэтому с учётом статистической структуры источника (в примере русского языка) можно было заранее предсказывать появление тех или иных символов и учитывать это при осуществлении процедуры кодирования.

Рассмотрим один из способов экономного кодирования, учитывающего  информационную избыточность источника сообщения.

Метод кодирования Шеннона-Фано
Пусть источник сообщения – алфавит содержит 8 символов а, с вероятностями их появления в тексте P(ai). Расположим их в порядке убывания величины вероятности и произведём разбиение алфавита на группы, стремясь при каждом разбиении по возможности обеспечить равновероятность групп. 
Таблица 1
	ai
	P(ai)
	Разбиение
	Код Шеннона-Фано
	Равномерный код

	
	
	1
	2
	3
	4
	
	

	а1
	0,25
	0
	0
	
	
	00
	000

	а2
	0,25
	
	1
	
	
	01
	001

	а3
	0,125
	1
	0
	0
	
	100
	010

	а4
	0,125
	
	
	1
	
	101
	011

	а5
	0,0625
	
	1
	0
	0
	1100
	100

	а6
	0,0625
	
	
	
	1
	1101
	101

	а7
	0,0625
	
	
	1
	0
	1110
	110

	а8
	0,0625
	
	
	
	1
	1111
	111


При каждом разбиении из одной группы образуется две. Будем ставить в соответствие верхней группе 0, нижней – символ 1. Количество разбиений, в которых участвует один и тот же символ ai, определит длину (разрядность) соответствующей ей кодовой комбинации. 

Определим среднюю длину кодовой комбинации при достаточно длинных сообщениях. Средняя длина численно равна математическому ожиданию количества кодовых элементов.
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где ni – разрядность кодовой комбинации, соответствующей ai. Для сравнения, длина кодовой комбинации при равномерном кодировании (см. также таблицу) равна 
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т.е. при использовании кода Шеннона-Фано мы имеем выигрыш в скорости передачи сообщения на 25% по сравнению с равномерным кодом.

Эффективность полученного кода заключается ещё и в том, что он не требует никаких разделительных знаков между кодовыми комбинациями. Однако из-за устранения избыточности данный код является абсолютно непомехоустойчивым, т.е. искажение одного элемента приводит к неправильному приёму целой группы символов. 

При построении кода Шеннона-Фано считалось, что символы взаимонезависимы. Реально в каналах всегда существует вероятность P(ai/aj) того, что за ai-м символом следует aj. Взаимная зависимость сообщений увеличивает избыточность источника сообщения. Благодаря наличию смысловой избыточности, обусловленной правилами языка, оказывается возможным в телеграфии использовать сокращения в текстах или обнаруживать в них ошибки. 

3.4 Искажения двоичных сигналов

Двоичные сигналы чаще всего поступают в дискретный канал связи в виде импульсов постоянного тока. При прохождении по дискретному каналу форма сигнала искажается под влиянием различных факторов: воздействие помех, затухание сигнала, ограничение спектра, различные преобразования (модуляция, демодуляция) и.т.д. Искажения обычно делятся на краевые искажения или дробления. 

Под краевыми искажениями понимают смещения значащих моментов (краёв) принимаемых элементов относительно идеального положения.

Значащим моментом называется переход уровня сигнала при смене позиции в кодовом слове от 0 к 1 и обратно. Его ещё соответственно называют фронтом или спадом сигнала. 

Идеальным называется значащий элемент, отстоящий от отсчётного значащего элемента на целое число единичных интервалов τ0
Приведём рисунок, иллюстрирующий понятие искажений двоичных сигналов:
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Рис.3.4.1
Будем считать, что форма передающего сигнала на рисунке а) близка к прямоугольной. На рисунке б) показана двоичная последовательность, характеризующаяся идеальным значащим моментом, но с деформированным фронтом и спадом. Приём данной последовательности воспроизводится с постоянным запаздыванием  tз , обусловленным  временем распространения по каналу связи. На рисунке в) фронт и спад настолько деформированы, что в данной принимаемой последовательности значащие моменты смещены относительно идеальных на t1 и t2. Отметим, что данные смещения в большинстве случаев носят случайный характер. На рисунке г) показаны дробления. 

Дробления – сигнал, соответствующий единичному 1 (или нулевому 0) уровню, разбивается на ряд подсигналов (отмечены длительностями tд1 и tд2 ), наличие дроблений приводит либо к появлению лишних значащих моментов, либо к их пропаданию по сравнению со значащим элементом на передаче. 

Искажения двоичных сигналов приводят к ошибкам на выходе дискретного канала. Ошибкой на выходе дискретного канала называется несоответствие принимаемого единичного элемента переданному, т.е. вместо 1 принимается 0 и наоборот.

Поэтому важной задачей при передаче дискретных сообщений является борьба с ошибками. Борьба с ошибками идёт по двум основным направлениям:

1. создание помехоустойчивых каналов связи;

2. разработка алгоритмов помехоустойчивого кодирования.

Раздел 3.1. Помехоустойчивое кодирование

3.5 Избыточное кодирование как принцип  обнаружения и исправления ошибок.Кодовое расстояние

Если экономное кодирование сокращает избыточность источника сообщений, то помехоустойчивое, напротив, состоит в целенаправленном введении избыточности для того, чтобы появилась возможность обнаруживать и/или исправлять ошибки, возникающие при передаче по каналу связи. Введение избыточности означает, что кроме информационных элементов по дискретному каналу передаются  проверочные элементы. 

В основном избыточные коды делятся на блочные (блоковые) и непрерывные. В блочных кодах информационная  последовательность разбивается на отдельные блоки – информационные и проверочные. Простейшая схема блока кода имеет вид:
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информационная последовательность   проверочная оследовательность
Общее число элементов кодовой комбинации n=k+r 

При этом кодовая комбинация передаётся целиком, а её обработка производится по отдельности для информационных и проверочных частей. В непрерывных кодах передаваемая информационная последовательность не разделяется на блоки, а проверочные элементы размещаются в определённом порядке между информационными. Процессы кодирования и декодирования здесь также имеют непрерывный характер.

По своим декодирующим свойствам избыточные коды делятся на обнаруживающие и  исправляющие ошибки. Корректирующие свойства определяются величиной избыточности кода, т.е. чем выше избыточность кода, тем лучше его корректирующие свойства.

Избыточность кода определяется величиной кодового расстояния.

Кодовое расстояние – число несовпадающих позиций единичных элементов, в которых одна кодовая комбинация отличается от другой.

Например, пусть имеется две комбинации пятиэлементного кода: 10110 и 11010. Сложим их по модулю 2, получим  
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Кодовое расстояние в данном примере d=2.
Ещё вводят понятие веса кодовой комбинации – число единиц среди координат. Так, в примере, для первой комбинации V1,2=3, V3=2.
Корректирующие свойства кода определяются минимальным кодовым расстоянием d0 – расстоянием Хемминга между двумя разрешёнными кодовыми комбинациями. 

Так, в примитивном коде расстояние Хемминга равно 1 (d0=1). На самом деле для трёхэлементного примитивного кода: 

Cоставим матрицу расстояний между словами:
	
	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	000
	1
	0
	1
	1
	2
	1
	2
	2
	3

	2
	001
	2
	1
	0
	2
	1
	2
	1
	3
	2

	3
	010
	3
	1
	2
	0
	1
	2
	3
	1
	2

	4
	011
	4
	2
	1
	1
	0
	3
	2
	2
	1

	5
	100
	5
	1
	2
	2
	3
	0
	1
	1
	2

	6
	101
	6
	2
	1
	3
	2
	1
	0
	2
	1

	7
	110
	7
	2
	3
	1
	2
	1
	2
	0
	1

	8
	111
	8
	3
	2
	2
	1
	2
	1
	1
	0


Откуда d0=1. 

Для примитивного кода искажение одного элемента приводит к  замене одной кодовой комбинации на другую, т.е. ошибки могут быть не обнаружены.

Для обнаружения ошибок необходимо, чтобы 
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где t0 – кратность обнаруживаемых кодом ошибок.

Для исправления ошибок (т.е. восстановления переданной кодовой комбинации) необходимо, чтобы расстояние от принимаемой с ошибками запрещённой комбинации до переданной было меньше, чем до любой другой разрешённой. Другими словами, необходимо, чтобы кратность ошибки не превышала половины кодового расстояния, т.е. 
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где tu – кратность исправляемых ошибок. 

Рассмотрим пример. Пусть разрешённые кодовые комбинации для сообщений а1, а2, а3, а4 имеют вид 

а1 =00000

а2 =01011

а3 =10101

а4 =11110
Минимальное расстояние между кодовыми словами d0=3. Этот код способен исправлять однократную ошибку (3-1)/2=1. Однократная ошибка приводит к приёму слова, находящегося на расстоянии 1 от единственного кодового слова, которое было передано. Пусть мы приняли сообщения 11011 и 01110. Для первого принятого слова расстояние Хемминга для последовательности кодов имеет вид 

По отношению к а1     а2     а3     а4
       d =                 4       1      3       2
Для второго 

        d =                 3       2      4       1   

Первое принятое слово соответствует сообщению а2, второе а4.

3.6 Основные правила построения кодов, обнаруживающих ошибки.

1. Простейший способ кодирования – это разбивка кодов на разрешённые и запрещённые комбинации. При этом расстояние Хемминга между разрешёнными комбинациями должна быть не меньше 2 для однократных ошибок. Обнаруживать ошибки можно с помощью сравнения кодовых комбинаций с разрешёнными и запрещёнными, хранящимися в памяти приёмника. Однако такой способ приводит к значительному усложнению декодирующих устройств из-за необходимости запоминания большого числа кодовых комбинаций. 

2. Кодирование с общей проверкой на чётность (нечётность). Комбинации этого кода образуются путём добавления к информационным одного проверочного элемента (бита), принимающего значения 0 или 1 в зависимости от чётности (нечётности) числа единиц в коде. Если         

а = (а1, а2,…,ак)  единичные элементы первичного кода, а b – проверочный элемент, то  

                                 b=a1+a2+a3+a4+…+ak
или                           a1+a2+a3+a4+…+ak+b=0

Например,               а1     а2     а3     а4     а5     b
                                  1       0       0       1      1      1

                                  0       1       0       1      0      0

                                  0       0       1       1      1      1 
код с чётным числом единиц имеет кодовое расстояние d0=2 и может обнаруживать все ошибки нечётной кратности (одиночные, тройные и.т.д.)

3. Правило постоянства веса. Это правило означает, что все разрешённые кодовые комбинации содержат одинаковое число единиц. Примерами таких кодов являются коды «2 из 5», «2 из 6». В типографии находит применение код «3 из 7», «4 из 7».

                                         0000000

                                         0000111

                                         0001110

                                         0001011

                                         0001101

Расстояние Хемминга d0=2, что говорит о том, что данный код позволяет обнаруживать однократные ошибки. Код с постоянством веса является неразделимым в отличие от разделимых кодов с проверкой на чётность. В неразделимых кодах деление на информационные и проверочные элементы отсутствует. 

4. Правило делимости без остатка чисел на некоторый общий делитель.
Пусть сообщения кодируются десятичными числами 5, 10, 15, 20
Этим числам могут соответствовать разрешённые амплитуды передаваемых сигналов. Если под действием помех искажаются амплитуда сигнала, то она принимает запрещённое состояние. И если принятый уровень сигнала поделить на 5, то в результате деления получится остаток, что укажет на наличие ошибки. То же самое справедливо и при записи чисел в двоичной системе счисления. Разделим, например, числа (1111)2=(15)10 и (11101)2=(13)10 на (101)2=(5)10. 
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Комбинация 1111 является разрешённой и делится без остатка на заданный делитель. При искажении второго разряда эта комбинация переходит в запрещённую 1101, которая при делении на 101 даст остаток, отличный от нуля, что указывает на наличие ошибок. Данное правило широко используется при построении циклических кодов, которые могут исправлять (восстанавливать) ошибочные сообщения. Перейдём к рассмотрению правил кодов, исправляющие ошибки. 

3.7 Линейные коды. Коды Хемминга.

Линейными или систематическими (n, k)-кодами (n – полное число разрядов кода, k – число информационных позиций в коде) называются коды, у которых проверочные элементы являются линейными комбинациями информационных. При двоичном кодировании такой линейной операцией является операция сложения «по модулю 2». 
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   (3.7.1)

где а1,…., ак – информационные разряды; b1,…br – проверочные разряды;

Коэффициенты cij принимают значения 0 или 1 в зависимости от выбранных групп информационных элементов, участвующих в формировании проверочных.

Отметим, что код с проверкой на чётность числа единиц в кодовых комбинациях является частным случаем линейного кода при r=1. Также количество  r проверочных элементов определяется исходя из обеспечения заданного расстояния Хемминга d0. В общем случае эта задача не имеет однозначного решения. Для случая одиночной исправляемой ошибки (или однократной) формула оценки r имеет вид: 
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  (3.7.2)

Далее рассмотрим код Хемминга, который широко используется на практике. 

Код Хемминга предназначен для исправления одиночных ошибок и имеет кодовое расстояние d0=1.

Рассмотрим построение кода Хемминга для четырёхразрядного кода 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image21.wmf]*
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, т.к. k=4.

С учётом того, что n=k+r и формула (3.7.2) определяет число проверочных символов
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Отсюда следует, что r=3. Следовательно, мы должны построить (7,4)-код вида
а=(а1,а2,а3,а4,b1,b2,b3)
Правила формирования проверочных элементов

b1,b2,b3 должны быть такими, чтобы в результате проверок на чётность числа единиц в группах информационных элементов можно было указать на порядковый номер искажённого элемента. 

Общего однозначного правила составления кодов Хемминга не существует. Выберем в качестве варианта выбора проверочных элементов кода следующее правило.
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   (3.7.3)

            Возможны также и другие варианты выбора групп проверочных элементов. Выражение (3.2.3) перепишется в виде
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   (3.7.4)

где вектор S(S1,S2,S3) называется синдромом , являющимся результатом проверок принимаемой кодовой комбинации посылки на чётность. Рассмотрим значение синдрома при приёме кодовой посылки. Для этого составим следующую таблицу. В случае отсутствия ошибок из (3.2.3) следует, что S(0,0,0). Если есть ошибка в a1, т.е. не выполняются уравнения (3.2.1) и (3.2.3), т.е. S1=1.
Таблица 2

	
	Ошибок нет


	Ошибка в а1
	Ошибка в а2
	Ошибка в а3

	Ошибка в а4

	Ошибка в b1

	Ошибка в b2

	Ошибка в b3


	1
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0
	0

	2
	0

0
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	0

	3
	0
	1
	1
	0
	1
	0
	0
	1


Из таблицы видно, что нет одинакового значения синдрома, поэтому мы можем однозначно определить номер позиции кода, где произошла ошибка.

Уравнения (3.7.3) и (3.7.4) являются базой для построения кодирующего и декодирующего устройства (7,4)-кода Хемминга.

Схема кодирующего устройства:


[image: image25]
Рис.3.7.1
Единичные элементы комбинации первичного кода в параллельном коде записываются в ячейки 1-4 сдвигового регистра (скажем К555ИР9).

Одновременно группы информационных элементов поступают на 3 сумматора по модулю 2 (микросхемы К155ЛП5), на выходе которых формируются проверочные элементы b1,b2,b3 записываются в ячейки регистра.

Под воздействием импульсов генератора, полученный код в последовательном виде передаётся в канал связи.

Декодирующее устройство в соответствии с (3.7.4) имеет вид:


[image: image26]
Рис.3.7.2
Комбинация, поступающая из канала, записывается в течении семи тактов в регистр 1, после чего с помощью сумматоров по модулю 2 проверяется на чётность число единиц в группах элементов в соответствии с (4). Если синдром, поступающий от сумматоров на вход дешифратора, отличен от нуля, то на одном из семи входов дешифратора появляется сигнал 1, который записывается в соответствующий разряд регистра 2, порядковый номер которого соответствует порядковому номеру искажённого элемента. Далее под воздействием тактовых импульсов искажённый разряд в регистре 1 и соответствующая ему единица в регистре 2 продвигаются одновременно к выходу и поступают также на сумматор по модулю 2 устройства исправления ошибок (УИО), в котором искажённый элемент заменяется противоположным.

3.8 Матричное кодирование

Матричное кодирование несколько упрощает процесс кодирования, особенно это касается кодов большой разрядности. При явном задании схемы кодирования (n,k)-кода следует вписать все 2n кодовых слов  00001,00110, проверить кодовые расстояния между словами, что весьма неэффективно. Можно упростить процесс кодирования, используя свойство линейности рассматриваемых кодов.

Рассмотрим вначале первичный (примитивный) k-элементный код. Если расположить кодовые комбинации друг под другом, получим матрицу размерностью k(2k-1).

                                         k-столбцов
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Однако для  полного задания кода нет необходимости записывать все кодовые комбинации, а достаточно задать единичную матрицу Ik, в которой единицы располагаются на главной диагонали. Например, для первичного пятиэлементного кода телеграфной связи МТК-2 единичная матрица имеет вид:


[image: image27.wmf]10000

01000

00100

00010

00001

k

I

éù

êú

êú

=êú

êú

êú

êú

ëû


Все остальные кодовые комбинации могут быть получены с помощью поэлементного сложения по модулю 2 строк матрицы в различных сочетаниях.

Например, для получения комбинации 
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Для задания избыточного кода следует построить образующую матрицу Gn,k, левая часть которой представляет единичную матрицу Ik, а правая Rr,k-матрицу проверочных элементов. Размерность матрицы n*k.
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Иногда в литературе образующую матрицу записывают в сокращённом виде
[image: image30.wmf],,
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. В отличие от явного метода здесь необходимо подобрать k-групп элементов проверочного кода. Т.к. кодовое расстояние единичной матрицы равно 2, следовательно, кодовое расстояние для проверочной матрицы должно быть не меньше d0=2. 

Рассмотрим пример формирования образующей матрицы для (7,4)-кода, исправляющего однократные ошибки. Запишем сначала единичную матрицу, а потом методом подбора образуем матрицу R3,4.
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Видно, что кодовое расстояние для проверочной матрицы равно 1. Тогда с учётом, что кодовое расстояние для единичной матрицы равно 2, получим, что расстояние для (7,4)-кода равно 1+2=3. Следовательно, полученный код может исправлять однократные ошибки. Кодовая комбинация для первичных кодов: 

10110=IстрокаG7,4   IIIстрокаG7,4IVстрока=10110101

10000=IстрокаG7,4=10000101(7,4)

00000=000000007,4
Для нахождения правил формирования проверочных элементов удобно от образующей матрицы перейти к проверочной матрице размерностью n
[image: image32.wmf]g

r, левая часть которой состоит из строк, составленных из столбцов проверочных элементов Rk,r (транспонированной матрицы Rk), а правая часть представляет единичную матрицу Ir;
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Т – знак транспонирования. Тогда соответствующие коэффициенты bij в матрице Hn,r можно рассматривать в качестве коэффициентов Сji уравнения (1) (см. Линейные коды). 

Для рассмотренного выше примера проверочная матрица имеет вид:
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             а1   а2   а3  а4  b1  b2  b3

Матрице H7,3 соответствует следующая система уравнений:
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                      (3.8.1)

(Теперь можно сравнить уравнение (5) с уравнением (4)). Таким образом, если задана образующая матрица (n,k)-кода Gn,k=[Ik,Rr,k], то построив по ней проверочную матрицу Hn,k=[Rk,r,Ir], можно найти правила формирования проверочных групп элементов.

3.9 Циклические коды

3.9.1 Принцип построения циклических кодов

Циклические коды предназначены для обнаружения и исправления ошибок. В отличие от выше приведённых способов кодирования, циклические коды характеризуются более формализованным выбором проверочных элементов. Широкое распространение циклических кодов обусловлено также их высокой способностью обнаруживать и исправлять ошибки различной конфигурации, простой технической реализацией, удобством математического аппарата, их анализа и синтеза.

В основе построения циклических кодов лежит представление кодовых комбинаций в виде многочленов, а также алгебры данных многочленов, определяющей умножение, деление и сложение этих многочленов. Кодовые слова двоичного линейного кода можно представить в виде многочлена:
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image37.wmf]122
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где коэффициенты аi равны 0 или 1 и соответствуют разрядам двоичного числа. 

Пример 1. 

Кодовой комбинации 1111 соответствует многочлен


[image: image38.wmf]321

1

()1*1*1*1

Fxxxx

=+++

,
а кодовой комбинации 1001 соответствует

[image: image39.wmf]3213

()1*0*0*11

Fxxxxx

=+++=+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image40.wmf]
Вкратце, на примерах, рассмотрим алгебру многочленов, в частности, произведем и деление многочленов.

Пример 2. 
Умножим многочлен 
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Производные данных многочленов равносильно следующему выражению (1111)*(1011)=1101001.

Пример 3.

Разделим многочлен 
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Как видно из примера, вычитание заменяется суммой по модулю 2 и деление производится либо до нуля, либо до остатка, представляющего собой многочлен низшей степени по сравнению с делителем. Остаток обычно обозначается в виде:
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Циклические коды относятся к блоковым кодам, т.е. первые ( элементов комбинации циклического кода являются информационными, а последующие r – проверочными. Следовательно, можно ввести в рассмотрение многочлен f(x) степени к-1, отображающий к- элементную комбинацию первичного кода, и многочлен r(x) степени  r-1, отображающий комбинацию проверочных элементов. Тогда многочлен комбинации циклического кода
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Умножение на xr необходимо, чтобы сдвинуть информационные элементы на r разрядов влево и тем самым высвободить справа r разрядов для записи проверочных элементов.

Основная идея циклического кодирования (построение циклических кодов) заключается в том, что многочлен разрешенной комбинации должен делиться на,  так называемый, образующий многочлен степени r-G(x), т.е.
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где Q(x) – некоторый многочлен, получившийся в результате деления.

Если в результате деления образуется остаток S(x) (как в примере 3), то этот остаток называется синдромным полиномом (многочленом). Если синдромный полином равен нулю (т.е. деление произошло без остатка), то принятая комбинация является кодовым словом.

Пример 4.
Пусть даны как в примере 3 
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. Рассмотрим следующий многочлен
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Разделим F*(x) на G(x) 
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В нашем примере S(x)=0 , следовательно F1* является кодовой комбинацией. Если бы мы приняли F1(x), то разделив его на G(x), получим ненулевой остаток. Наличие остатка (пример 3) свидетельствует об ошибке в принятой комбинации, т.е. она по крайней мере обнаруживается.

Для исправления ошибок необходимо, чтобы остатки от деления (или синдромные полиномы) служили опознавателями ошибок. При этом каждому варианту ошибок должен соответствовать свой остаток, не совпадающий ни с каким другим, чтобы было возможно однозначно определить места в кодовых комбинациях, где произошли ошибки. Для этого необходимо выбрать образующий многочлен.

Отметим, что выбор образующих многочленов в общем случае построения циклических кодов является трудоемким процессом. Однако при выборе должны руководствоваться следующими свойствами образующих многочлены:

1. Образующий полином должен быть неприводимым многочленом, т.е. его нельзя представить в виде произведения многочленов низших степеней.

Рассмотрим примеры неприводимых многочленов для разных значений r  (r-количество проверочных элементов в кодовой комбинации).
Таблица 2
	r
	G(x)

	1
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Однако, не всякий многочлен, в том числе и неприводимый, может быть использован в качестве образующего для построения циклических кодов.

2. Второе свойство образующего многочлена основано на свойстве 
циклических кодов, заключающаяся в том, что циклическая перестановка кодовой комбинации дает разрешенную комбинацию циклического кода. Пусть комбинация  
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 является разрешенной, которой соответствует многочлен 
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После циклического сдвига а имеем следующую разрешенную комбинацию
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, которой соответствует многочлен
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   (3.9.4)

Так как F1(x) делится на G(x) без остатка, то и для деления F2(x) без остатка на G(x) необходимо, чтобы двучлен (xn+1) делился без остатка на G(x), т.е. 
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   (3.9.5)

где H(x)-проверочный многочлен (используется в декодере). Таким образом, согласно (5), образующий многочлен необходимо выбрать из числа неприводимых, входящих в разложение многочлена  xn+1.

В теории кодирования показано, чтобы разложение двучлена xn+1 на неприводимые многочлены удобно представить в виде
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                             (3.9.6)

где mi(x) еще называют минимальным многочленом.

Пример,  для n=15
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В качестве образующего многочлена циклического (n,k)-кода берется произведение минимальных многочленов, число которых зависит от кодового расстояния d0. Так, для кодов, исправляющих одиночные ошибки (d0=3) образующий многочлен G(x)=m1(x). Для исправления двойных ошибок  (d0=5)- G(x)=m1(x)m3(x), тройных ошибок  (d0=7)- G(x)=m1(x)m3(x)m5(x) и т. д., циклические коды, образующий многочлен которых построен на основе разложения двучлена  xn+1 по минимальным многочленам, получили название кодов Боуза-Чодхури-Хоквингема (БЧХ).

3.9.2Алгоритм задания циклических кодов

Циклические коды относятся к разряду систематических, которые могут быть заданы в виде образующих матрицу Gn,k=[Ik,Rr,k]. В отличае от построения кодов Хемминга с проверкой на четность, где матрица проверочных элементов r,k определялась методом подбора строк с определенным весом, в циклических кодах матрица Rr,k находится по общим правилам с помощью деления строк матрицы Ik , сдвинутых на r разрядов влево на образующий многочлен.

Рассмотрим в качестве примера (7,4)-код с исправлением одиночных ошибок. Так как для этого кода d0=3 и  r=3, то выберем в качестве образующего многочлена (по таблице) G(x)=x3+x+1=1011

Единичная матрица первичного кода сдвинутая на 3 позиции единичная матрица
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Первая строка сдвинутой на 3 разряда влево единичной матрицы
[image: image72.wmf]36
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. Найдем остатки от деления
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Прибавляя к, сдвинутой на 3 позиции, единичной матрице соответствующие остатки от деления, получим образующую матрицу циклического кода (7,4)-кода:
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Эта матрица совпадает с образующей матрицей для кодов Хемминга. Последнее говорит о том, что код Хемминга можно рассматривать как частный случай циклического.

Рассмотрим теперь процедуру построения циклического кода для k=7 (количество информационных разрядов), исправляющего двойные ошибки. Для этого случая d0=5, r=8 и n=k+r=15. Образующий многочлен G(x) определяется как 
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 и далее находятся остатки от деления многочлена  x14  на образующий многочлен G(x) как и в предыдущем случае.

3.9.3.Построение кодирующих и декодирующих устройств циклического кода

I-й способ формирования циклического кода состоит в вычислении остатка от деления многочлена f(x)x2 (f(x)-информационная часть кода) на образующий многочлен G(x). Процедура деления многочленов (двоичных чисел) сводится к сложению по модулю 2 числа, соответствующего многочлену делится вначале со старшими разрядами делимого, а затем с промежуточными остатками. Такая операция может быть осуществлена с помощью регистра с обратными связями. В общем случае, для образующего многочлена 
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 структурная схема кодирующего устройства имеет вид:

[image: image144.wmf]1011


Рис.3.9.1
В исходном состоянии ключ находится в положении 1, и на вход последовательно подаются символы f(x), начиная со старшего разряда. Одновременно эти импульсы поступают через схему ИЛИ на вход кодирующего устройства. Через k тактов в регистре формируется  S(x) остаток от деления f(x)rx на G(x). Ключ переводится в положение 2, и на выход через схему ИЛИ выдаются проверочные символы. Через n тактов на выходе формируется кодовая комбинация циклического кода.

В качестве примера рассмотрим устройство формирования (7,4)-кода с образующим многочленом
[image: image76.wmf]3
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, для которого g0=1, g1=1, g2=0, g3=1. Для кодирования взята информационная последовательность f(x)=x3=1000.

Структурная схема кодера имеет вид:

[image: image145.wmf]1011


Таблица 3

Работы схемы
	№ такта
	Информационный символ
	Символ в регистре ячейки
	Положение ключа
	Выход

	
	
	0
	1
	2
	
	

	1
	1
	1
	1
	0
	1
	1

	2
	0
	0
	1
	1
	1
	0

	3
	0
	1
	1
	1
	1
	0

	4
	0
	1
	0
	1
	1
	0

	5
	-
	0
	1
	0
	2
	1

	6
	-
	0
	0
	1
	2
	0

	7
	-
	0
	0
	0
	2
	1


В части, обведенной пунктирной линией, рисунка можно предложить следующую принципиальную схему кодера, построенного на сдвиговом регистре.

[image: image146.wmf]1011
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Рис.3.9.2
В течении 4-х тактов регистр работает как регистр с параллельной записью, оставшиеся 3 - как сдвиговый регистр. Роль ключа здесь выполняют входы управления So и  S1. 
II-й способ формирования комбинаций циклического кода, основан на свойстве проверочного многочлена H(x). Из формулы
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где двучлен xn+1 делится без остатка на G(x) следует, что проверочный многочлен H(x) также может быть использован для задания циклического кода. Если проверочный многочлен H(x) представить в виде.
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Структурная схема кодера имеет вид:
[image: image79.wmf] 
[image: image148.wmf]1011


Рис.3.9.3

Отметим, что число ячеек (разрядов) регистра для данного случая равно числу информационных элементов.

Рассмотрим принцип работы полученной системы. В исходном состоянии обратная связь разомкнута, ключ в положении 1 и в регистр вводится информационная последовательность f(x), начиная со старшего разряда. Через k-тактов после ввода информационных символов ключ переводится в положение 2, после чего в течении последующих k-тактов на выход подается информационная последовательность, а в регистре формируются проверочные элементы (символы). После этого ключ переводится в положение 1 и проверочные элементы выдаются на выход кодирующего устройства в течение последующих r тактов. Вводить информационные элементы можно и параллельным кодом.

Рассмотрим пример. Для (7,4)-кода проверочный многочлен H(x) (n=7)
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Тогда структурная схема кодирующего устройства по проверочному многочлену будет иметь вид:

[image: image149.wmf]00110


Рис.3.9.4
Этой схеме можно поставить в соответствие принципиальную схему
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Последовательные состояния ячеек регистра для входной  информационной последовательности f(x)=1000 приведены в таблице
Таблица 4
	№ такта
	S1
	P3
	Q0
	Q1
	Q2
	Q3
	Выход=Q3
	Примечание

	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	1
	Параллельная запись в регистр

	2
	1
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	

	3
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	

	4
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	

	5
	1
	0
	0
	1
	0
	1
	1
	

	6
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	Последовательный вывод

	7
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	

	8
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	пауза


Декодирующие устройства циклического кода строятся на тех же принципах, что и кодирующие. Для обнаружения ошибок достаточно с помощью регистра с обратными связями разделить многочлен принимаемой комбинации U(x) на образующий многочлен G(x) и проанализировать остаток от  S(x). Если остатку соответствует ненулевая комбинация, это говорит об ошибочном приеме f(x).

Для исправления ошибок важен вид полученного остатка (синдрома). Схема декодера циклического кода аналогична схеме декодирующего устройства кода Хемминга, с той разницей, что формирование синдрома на входе дешифратора производится не проверками на четность числа единиц в проверочных разрядах, а делением многочленов.

Пример построения декодера (7,4)-кода с исправлением ошибок циклического кода имеет вид:

[image: image153.wmf]101


3.10.Итеративный код
Итеративные коды характеризуются наличием двух или более систем проверок внутри каждой кодовой комбинации. Они образуются при расположении информационных элементов в виде диаграммы.
	Информационные элементы
	Проверочные элементы по строкам

	Проверочные элементы по столбцам
	Проверка проверок


Каждая строчка кодируется каким-либо помехоустойчивым кодом, а затем кодируется столбец, причем не обязательно тем же кодом. В качестве примера можно привести итеративный код с проверками на четность по каждой строке и столбцу.
	10111

01101

11100

01001

11101
	0

1

1

0

0

	10010
	0


Передача комбинаций итеративного кода происходит по строкам от первой до последней. Приведенный код является простейшим двумерным кодом с кодовым расстоянием d0=4. Этот код обнаруживает все ошибки кратности до 3 и исправляет однократные ошибки. Метод исправления ошибок заключается в следующем: если не выполняется проверка на четность для i-той строки и  j-го столбца, то элемент, стоящий на пересечении  i-той строки и  j-го столбца, заменяется противоположным.

Метод кодирования Хаффмена

Все символы источника располагают в порядке убывания вероятностей. Если несколько букв имеют одинаковые вероятности, их располагают в произвольном порядке. Затем выбирают n букв (как правило n=2) с наименьшими и одной из них принимают символ «0», а другой – символ «1». Выбранные буквы объединяют в «промежуточную» букву, имеющую вероятность, равную сумме вероятностей выбранных букв. Затем, в ансамбле оставшихся букв (вместе с промежуточной), вновь находят 2 с наименьшими вероятностями и поступают также, как и на первом шаге. Эту процедуру осуществляют до тех пор, пока не будет исчерпан весь алфавит.

Процесс кодирования рассмотрим на примере. Пусть задана таблица символов из девяти элементов.

1. Рассмотрим символы источника в порядке убывания их вероятности. Объединяем а8 и а9 в один символ
[image: image81.wmf]8
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Снова ранжируем элементы источника алфавита в порядке убывания вероятности.
Таблица 6

	Символ
	ai

	a1
	0,2

	a2
	0,15

	a3
	0,15

	a4
	0,12

	a5
	0,1

	a6
	0,1

	a7
	[image: image154.wmf]321
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	a8
	[image: image155.wmf]0
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2. На втором этапе объединяем 
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?

a

 и
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. Обозначим «промежуточную» букву
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. Вероятность появления
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Таблица 7

	Символ
	ai

	a1
	0,2

	a2
	0,15

	a3
	0,15

	a4
	0,12

	a5
	0,1

	a6
	[image: image156.wmf]1
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	0,1

	a7
	0,08


3. На третьем этапе объединяем 
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[image: image89.wmf]6

a

. Обозначим «промежуточную» букву
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Таблица 8

	Символ
	ai

	a1
	0,2
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	0,18

	a2
	0,15

	a3
	0,15

	a4
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4. Повторяем аналогичным образом. Получаем
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Таблица 9

	Символ
	ai

	a1
	0,2
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Таблица 10

	Символ
	ai
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Таблица117

	Символ
	ai

	
[image: image108.wmf]2

?

a


	0,33

	
[image: image109.wmf]4

?

a


	[image: image160.wmf]Å

0,27

	a1
	0,2

	
[image: image110.wmf]6

?

a


	0,2


Объединяем 
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Таблица 12

	Символ
	ai

	
[image: image114.wmf]1

?

a


	[image: image161.wmf]Å

0,4

	
[image: image115.wmf]2

?

a


	0,33

	
[image: image116.wmf]4

?

a


	0,27


Объединяем 
[image: image117.wmf]241

?

?

,()1

aaaPa

SS

+==


Таблица 13

	Символ
	ai
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Весь процесс кодирования можно изобразить в виде графа
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Рис.3.10.1
Окончательная таблица кодов символов в соответствии с алгоритмом Хаффмена имеет вид:
Таблица 14

	
	
	Кол-во бит

	а1
	11
	2

	а2
	010
	3

	а3
	001
	3

	а4
	000
	3

	а5
	101
	3

	а6
	100
	3

	а7
	0110
	3

	а8
	01111
	4

	а9
	01110
	5


Средняя длина кодовой комбинации
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, где ni – разрядность кодовой комбинации, соответствующей передаче ai символа.

Для равномерного кодирования длина кодовой комбинации 
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Сверточное кодирование

Сверточный код относится к числу непрерывных кодов. Принцип непрерывного кодирования (декодирования) заключается в том, что на вход кодера (декодера) поступает непрерывная последовательность информационных символов источника, а с выхода кодера (декодера) также снимается непрерывная последовательность, являющаяся функцией входных символов и структуры кодера.

Структура сверточного кодера включает сдвиговый регистр из m-разрядов, блока сумматоров по модулю 2, входы каждого из которых связаны с соответствующими разрядами регистра, определяемые коэффициентами hij є{0,1}
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Рис.3.10.2
В общем случае при сверточном кодировании группу из k информационных бит заменяют на n выходных двоичных символов, при формировании которых используют (m-k) предшествующих групп информационных элементов. В простейшем случае (k=1) на первом такте ак – элемент информационного кода поступает в ячейку №1 сдвигового регистра. На выходе сумматора появляются значения кода C1…Cn, представляющая собой функциональное отображение содержимого первой ячейки сдвигового регистра n(m-1) старших разрядов этого же регистра. Далее переключатель П последовательно пробегает все C1…Cn выхода сумматора. На втором также содержимое 1 ячейки переходит во 2-ю ячейку регистра, а в первую ячейку поступает ak-1 элемент кода, и все повторяется снова.

Величину m еще называют длиной кодового ограничения. Отношение 
[image: image122.wmf]k
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 характеризующее вносимую сверточным кодером избыточность, называют скоростью кода. Большие скорости кода позволяют увеличить пропускную способность канала связи, однако снижает вероятность безошибочного приема. Рассмотрим пример формирования сверточного кода для k=1 и  n=2. Пусть закон кодирования будет определяться двумя образующими полиномами для q1 и  q2  значений выходного кода вида
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В соответствии с формулами образующих многочленов длина сдвигового регистра m=3.
Структурная схема сверточного кодера будет иметь вид
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Рис.3.10.3
Выходная последовательность кодера может быть представлена как цифровая свертка входной информационной последовательности и импульсного отклика кодера.
Таблица 15
	№ такта
	0-й
	1-й
	2-й
	3-й
	4-й

	Состояние сдвигового регистра
	000
	100
	010
	101
	110

	Выход
	q1=0

q2=0
	q1=1

q2=1
	q1=0

q2=1
	q1=0

q2=0
	q1=1

q2=0


Как видно из примера сверточные коды являются избыточными, т. е. на один такт «сдвига» входной последовательности приходится два информационных сигнала q1 и  q2. При этом сверточные коды не требуют синхронизации по блокам, а лишь синхронизацию коммутаторов П (на приеме и передаче).

Декодирование сверточных кодов. Алгоритм Витерби.
Алгоритмы приема (декодирования) сверточных кодов основаны на оценке его состояний в тактовые моменты времени.

Под состоянием сигнала понимается отрезок информационного сигнала, состоящий из (m-1)k информационных бит.

При к=1 каждое состояние характеризуется текущим (поступающим) битом и m-1 предшествующими битами. В рассматриваемом примере состояние сигнала определяют 2 и 3 разряды сдвигового регистра. Всего при k=1 сигнал может принимать 2m-1 состояний. В нашем примере анализируются n возможных состояний: 00, 10, 01, 11. Переход из одного состояния в другое удобно представить в виде диаграммы состояния сигнала.
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Рис.3.10.4
При переходе следующего информационного бита возможны 2 перехода из каждого состояния, в зависимости от того, равен следующий бит 1 или 0.

Процесс декодирования сигнала, подвергнутого сверточному кодированию, состоит в определении оптимального пути от одного состояния к другому в соответствии с принятыми кодовыми символами q1…qn. Под оптимальным путем понимают путь, удовлетворяющий критерию максимального правдоподобия.

Рассмотрим алгоритм Витерби, предложившим эффективный способ отыскания оптимального пути. Идея алгоритма Витерби состоит в том, что в декодере воспроизводят все возможные пути последовательных изменений состояния сигнала, сопоставляя получаемые при этом кодовые символы q1…qn с принятыми аналогами по каналу связи и на основе ошибок между принятыми и требуемыми символами определяют оптимальный путь.

Вначале рассмотрим работу алгоритма Витерби в случае отсутствия ошибок в канале связи. Начальным состоянием кодера является состояние сигнала 00. В первый тактовый момент (см. таблицу) возможны два перехода 
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Состояния кодера можно изобразить в виде направленного графа.
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Рис.3.10.5
I-му переходу (если он был) соответствует кодовая комбинация q2q1=00, II-му q2q1=11. На вход приемника «пришел» код 11. Найдем расстояние Хемминга между принятым кодом 
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 и «возможными» кодами 
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 и 11. Заметим, что кодовые расстояния для состояний 
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расстояние Хемминга запишем в соответствующие узлы направленного графа. Принимаем то решение (то состояние кодера), где кодовое расстояние минимально. Оно минимально в случае передачи «1».

На втором шаге сигнал может принять четыре состояния, которые определяются двумя возможными с принятым кодом  q2q1=10 на втором шаге дает следующие метрики
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Соответствует «0» переходу.

Запишем в узлы суммарную метрику 
[image: image131.wmf]d
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 по каждому из возможных путей как сумму метрик составляющих его ветвей (т. е. с учетом метрик, полученных на предыдущих тактах). Минимальное расстояние Хемминга соответствует передаче «0».

Для третьего такта следует анализировать восемь возможных путей. Алгоритм Витерби выбирает путь с наименьшей суммарной метрикой 
[image: image132.wmf]d
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 (штрафом) и может отбрасывать по ходу продвижения те пути, которые имеют штраф, превышающий в данный момент некоторую пороговую величину (в нашем примере
[image: image133.wmf]min
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). Оптимальным путем (обведен жирной линией) является путь с наименьшим штрафом (при отсутствии ошибок в канале передачи символов
[image: image134.wmf]0
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). Последовательность бит на выходе декодера, соответствующего оптимальному пути, совпадает с передаваемым информационным сигналом (см. также таблицу).

Рассмотрим случай, когда в канале связи возникли ошибки при передаче 1-го и 3-го информационных битов (обведены квадратиком).
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Рис3.10.6
Теперь метрики первой и третьей ветвей оптимального пути не равны 0 и суммарная метрика оптимального пути (обведен жирной линией)
[image: image136.wmf]2
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. Но все равно полученный оптимальный путь восстанавливает передачу последовательности информационных бит, т. е. использованный Сверточный код исправляет ошибки.

Отметим, что алгоритм Витерби не всегда дает правильный результат на выходе декодера. Например, алгоритм Витерби не работает при трехкратной последовательной ошибке в передаче символов q1.

В целом сверточные коды характеризуют большей исправляющей способностью, чем исправляющая способность блоковых кодов. Сверточные коды допускают объединение процессов кодирования и модуляции, что особенно важно подвижной радиосвязи построении энергетически эффективных систем связи для каналов с ограниченной полосой пропускания. 
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