§8 ОПТИМАЛЬНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ КАЛМАНА-БЬЮСИ.

Недостатки фильтрации Колмогорова - Винера устраняет фильтрация Калмана-Бьюси, т.к. она:

1) Учитывает нестационарность процессов в системах передачи;

2) Более удобна с точки зрения вычислительной структуры и физической реализуемости;

3) Данные фильтры допускают нелинейности в процессе передачи сигнала.

Основная сложность оптимальной фильтрации заключается в том, что необходимо представить модель, описывающую случайный нестационарный процесс x(t). Процесс x(t) можно представить в виде линейного дифференциального уравнения I порядка
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где 
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aab

- известные коэффициенты; 
[image: image3.wmf]()

vt

- входной сигнал, порождающий случайный процесс, числовые и вероятностные характеристики которого известны. Это уравнение описывает фильтр НЧ I порядка. Данное уравнение можно привести к следующему виду
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Постановка задачи оптимальной фильтрации Калмана - Бьюси.
Дано: передаточная функция, описывающая нестационарный процесс
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где f-известная величина.

Автокорреляционная функция порождающего процесса
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где 
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- непрерывно дифференцируемая и неотрицательная функция;
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Автокорреляционная функция помехи
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где 
[image: image11.wmf]r

- непрерывно дифференцируемая функция, положительная для всех значений t.

Взаимно корреляционные функции
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т.е. 
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 независимы.

Зададим начальные условия 
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 с нулевым средним значением
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Для определения оценки 
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 состояния системы Колмогоров и Бьюси

предложили применить фильтр, представляющий систему, описываемую дифференциальным уравнением
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При этом  значения 
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[image: image21.wmf]s

 и 
[image: image22.wmf]k

 могут быть функциями)

должны  быть выбраны так, чтобы удовлетворять условию
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Решение:

1) Определим структуру фильтра Калмана-Бьюси. Решение задачи будем искать в виде
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где 
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 - коэффициенты, подлежащие определению.

При достаточно большом времени наблюдения 
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 случайные процессы
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 можно считать стационарными в любой момент t. Тогда минимум условия (2.8.3) возможен, если 
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Из условия (2.8.5) вытекает, что
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или 
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Так как 
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Подставив вместо производных под знак математического ожидания (2.8.1) и (2.8.2), получим 
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В силу линейности системы перепишем (2.8.9) в виде
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С учетом того, что 
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[image: image42.wmf](

)

?

0

Mxt

¹

éù

ëû

, следовательно, неизвестный коэффициент
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Тогда дифференциальное уравнение фильтра Калмана-Бьюси можно записать в виде
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Из (2.8.11) видно, что неизвестным остался только коэффициент
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2)Найдем дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет ошибка 
[image: image46.wmf]()

et



[image: image47.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

?

?

?

?

dxtdxt

dd

etxtxtfxvtfxktzx

dtdtdtdt

=-=-=×+-×-×-=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

fktevtktn

=-×+-×

                                                          (2.8.12)

Выражение (2.8.12) описывает фильтр, которому удовлетворяет ошибка 
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. Обозначим через 
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 - функцию веса этого фильтра, являющуюся решением однородного уравнения
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Тогда ошибку 
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Найдем дифференциальное уравнение, которому удовлетворяет дисперсия ошибки
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Так как 
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Заменяя левую и правую части их математическими ожиданиями, получим
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или 
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Чтобы найти 
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(т.к. интегрирование осуществляется по 
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, следовательно, v(t) можно внести под знак интеграла)
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Аналогичным способом можно получить, что
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Подставим (2.8.16) и (2.8.17) в (2.8.15)
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Однако в уравнении (2.8.18) имеются две неизвестные величины 
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Поэтому необходимо эти величины связать между собой. Для этого воспользуемся уравнением Винера-Хопфа во временной области.

Обозначим через 
[image: image72.wmf](

)

S

wt

 - весовую функцию однородного уравнения

[image: image73.wmf](

)

(

)

?

?

dxt

sxt

dt

=×

. Тогда решение дифференциального уравнения (2.8.2) будет иметь вид 
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В соответствии со структурой схемы ошибка 
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При достаточно большом времени наблюдения 
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 можно считать, что модуль ошибки
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В правой и левой частях(2.8.21) присутствуют случайные переменные 
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Найдем математическое ожидание (2.8.22), т.е.
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Интегральное уравнение (2.8.23) можно рассматривать как модификацию уравнения Винера-Хопфа во временной области, которое справедливо для любых t. Далее проведем анализ математического ожидания  в правой части (2.8.23). Так как 
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Математическое ожидание в левой части (2.8.23) с учетом
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Подставим (2.8.24) и (2.8.25) в (2.8.23)
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При 
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Следовательно , (2.8.26)  можно переписать в виде
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В дальнейшем нам понадобится следующее соотношение


[image: image100.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

MxtxMxtxnMxtz

tttt

éù

×=×+=×

éùéù

ëûëû

ëû

. (2.8.29)

Для обеспечения условия (2.8.3) также необходимо выполнение условия
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Учитывая соотношение (2.8.28) и (2.8.19), перепишем левую часть (2.8.29) в виде
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Примем во внимание, что 
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, а также равенство (2.8.30), тогда (2.8.31) будет иметь вид
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откуда 
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Из (2.8.18) и (2.8.32) найдем окончательный вид дифференциального уравнения, которому удовлетворяет функция 
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Дифференциальное уравнение (2.8.33) представляет собой уравнение Риккати. Окончательно, для рассматриваемой оптимальной фильтрации необходимо решить систему уравнений Калмана-Бьюси при нулевых начальных условиях
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                                         (2.8.34)

Рассмотрим решение задачи синтеза оптимального фильтра Калмана - Бьюси при достаточно большом времени наблюдения (фильтрации) 
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В этом случае решение уравнения Риккати (2.8.33) имеет предел
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, который существует для всех t, причем 
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 и является решением алгебраического уравнения
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Положительное решение (2.8.35) имеет вид
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Тогда коэффициент 
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Уравнение оптимального фильтра (2.8.34) для случая  
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 принимает вид
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Обозначим через 
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. Тогда (2.8.38) можно переписать в виде 
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Структурная схема, соответствующая уравнению (2.8.39) оптимального фильтра Калмана-Бьюси имеет вид
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