§4 Понятие о стационарных и эргодических случайных процессах

В практике обработки сигналов удобно иметь дело со  случайными процессами, протекающие во времени более или менее однородно. Такие процессы имеют вид случайных «колебаний» вокруг некоторого среднего значения, амплитуда и характер колебаний которых не обнаруживают существенных изменений во времени. Подобные случайные процессы относят к классу стационарных процессов. В качестве примеров стационарных процессов можно привести случайные шумы в радиоприемнике, поток телефонных звонков не коротком интервале времени наблюдения и т.д. В противоположность стационарным случайным процессам можно указать другие, нестационарные случайные процессы, например, процесс затухающих колебаний в электрической цепи, речевой и видео сигналы и т.д. Большинство сигналов в системах связи являются нестационарными. Однако среди них существуют такие нестационарные процессы, которые на известных отрезках времени и с известным приближением могут быть приняты за стационарные. Следует также отметить, что стационарные процессы проще, чем нестационарные, и описываются более простыми характеристиками, поэтому специалисты в области связи очень часто прибегают, либо находят возможность аппроксимации нестационарных процессов стационарными. Далее определим, что называется стационарным процессом.

Рассмотрим некоторый случайный процесс с бесконечным множеством реализации, продолжающийся во времени неопределенно долго (рис. 1.4.1.).
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                                            Рис. 1.4.1.

Возьмем произвольно N сечений в моменты времени 
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 (рис.1.4.1.). Пусть для этих сечений существует N-мерная интегральная функция распределения
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Дальше будем рассматривать еще дополнительно N сечений случайной функции ((t), но уже отстоящие относительно моментов времени t1,…,tN  на произвольную величину τ≠0. Другими словами, возьмем еще N сечений процесса ((t) в точках 
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 (рис .1.4.1.). Допустим также, что для них также существует N-мерная интегральная функция распределения  
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Случайный процесс ξ(t) называется стационарным в узком (строгом) смысле, если все конечномерные функции распределения вероятности любого порядка инвариантны (независимы) относительно сдвига во времени, т.е. при любом выборе N и τ справедливо неравенство 
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Вполне логично предположить, что при любом выборе N и τ также должно выполняться равенство для плотностей вероятности соответствующих срезов процесса ξ(t): 
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Проще говоря, формулы (1.4.1.) и (1.4.2.) показывают на то, что случайная функция ξ(t) называется стационарной, если все ее вероятностные характеристики не меняются при любом сдвиге аргументов, от которых они зависят, по оси t.

Из определения стационарности случайного процесса вытекает, что все одномерные плотности вероятности вообще инвариантны к выбору момента наблюдения (сечения) случайной функции, т.е. должны быть справедливы равенства
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      (1.4.3.)

Плотности вероятности высших порядков зависят только от выбранных интервалов наблюдения между соответствующими сечениями случайного процесса. Так для двумерной плотности вероятности при любых значениях аргумента 
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имеем:  
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                          (1.4.4.)

где 
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- разность аргументов между точками наблюдения.

Так как одномерные плотности вероятности не зависят от времени, то нетрудно предположить, что математическое ожидание и дисперсия стационарного случайного процесса 
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постоянны (не зависят от времени). На самом деле, по формуле (1.3.1.) и с учетом равенства (1.4.1.) для математического ожидания в произвольный момент времени t имеем:
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аналогично для дисперсии в произвольный момент времени (по формуле (1.3.2.)) и учетом полученной выше формулы получим
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Для стационарных процессов автокорреляционная функция зависит лишь от разности аргументов
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. Это легко подтвердить, воспользовавшись формулами (1.3.3.) и  (1.4.4.):
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Похожие формулы можно получить и для центральных моментов высоких порядков (больше двух). Однако при решении многих практических задач обработки сигналов многомерные центральные моменты не рассматривают, а оперируют только с математическим ожиданием, дисперсией и корреляционной функцией. В связи с этим А.Я. Хинчиным было введено понятие стационарности в широком (нестрогом) виде. 

Случайный процесс ξ(t) с конечной дисперсией называется стационарным в широком смысле, если его математическое ожидание и корреляционная функция инвариантны относительно сдвига по времени
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, т.е. 
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Из определения стационарности случайного процесса в широком смысле видно, что математическое ожидание и дисперсия не зависит от времени, а корреляционная функция – от начала ее отсчета.

Следует также заметить, что случайный процесс стационарный в широком смысле может быть не стационарен в узком смысле. И наоборот, процесс стационарный в узком смысле всегда будет стационарным в широком смысле. Этими и другими вопросами изучения случайных процессов в широком смысле занимается корреляционная теория  случайных функций.

Как уже было сказано ранее, на практике часто возникает необходимость вычисления характеристик: математического ожидания и автокорреляционной функции случайного процесса. Выше были изложены методы получения оценок этих характеристик из опыта. Суть методов сводился в обработке известного числа реализаций случайного процесса
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. Следует отметить, что эти методы довольно громоздки и к тому же состоят из двух этапов: приближенного определения характеристик случайной функции и также приближенного осреднения этих характеристик. Здесь возникает естественный вопрос: пользуясь свойством однородности стационарной случайной функции, нельзя ли существенно упростить процесс определения характеристик этой функции? Кроме того, возникает другой вопрос: при обработке наблюдений над стационарной функцией можно ли вместо нескольких реализаций воспользоваться одной единственной реализацией? Оказывается, что такая возможность определения  характеристик случайного процесса по одной достаточно продолжительной реализации существует.

Рассмотрим некоторой стационарный случайный процесс качестве однородного (рис. 1.4.2.). Разобьем бесконечно продолжительную реализацию этого процесса на достаточно боль-
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                                       Рис. 1.4.2.

шие подынтервалы Т1,Т2 и т.д. Каждый из этих подынтервалов наблюдения  можно рассматривать как оригинальную реализацию исследуемого случайного процесса. Если каждый (или почти каждый) из подынтервалов сможет дать достаточно полное представление о свойствах случайной функции в целом, то в этом случае говорят, что случайная функция обладает  эргодическим свойством. Другими словами, эргодическое свойство состоит в том, что каждая отдельная реализация случайной функции является как бы «полномочным представителем» всей совокупности возможных реализаций; или каждая (почти каждая) реализация достаточной продолжительности может заменить при обработке множество реализаций той же продолжительности.

Следует отметить, что не всякая стационарная случайная функция обладает эргодическим свойством. Об эргодичности или неэргодичности случайного процесса может свидетельствовать вид его корреляционной функции. Без доказательства примем, что достаточным условием эргодичности случайного процесса является стремление к нулю автокорреляционной функции, т.е. 
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Если при 
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 автокорреляционная функция стремится к постоянному значению (отличному от нуля), то стационарный случайный процесс не обладает свойством эргодичности.

Если случайная функция 
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 обладает эргодическим свойством, то для нее среднее по времени (на достаточно большом участке наблюдения) приближенно равно среднему по множеству реализаций. Образно говоря, процесс усреднения «поперек» нескольких реализаций случайного процесса заменяется усреднением «вдоль» одной реализации случайного процесса.  

Таким образом, все характеристики (математическое ожидание, дисперсию, корреляционную функцию) можно получить путем усреднения соответствующих величин ξ(t) по одной реализации достаточно большой длительности.
Для эргодического случайного процесса ξ(t) за оценку 
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 его математического ожидания принимают величину
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за оценку 
[image: image27.wmf]~

2

x

s

его дисперсии - 


[image: image28.wmf]~

222

1

0

11

lim[()]lim[()]

1

T

N

i

TN

i

xtmdtxtm

TN

xxx

s

®¥®¥

=

=-»-

-

å

ò

;        (1.4.6.)

за оценку    
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где 
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 - некоторая детерминированная функция одной реализации ξ(t), полученная в течение интервала наблюдения
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 - дискретные значения (отсчеты) одной реализации случайной функции ξ(t) в точках
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, N – количество дискретных отсчетов в реализации случайной функции в интервале
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На практике временной интервал Т наблюдения за эргодическим случайным процессом берут достаточно большим, но конечным. Как это видно из формул (1.4.5)-(1.4.7.), при подсчете характеристик эргодического процесса для  случая дискретных значений реализации случайной функции операцию интегрирования заменяют суммированием. 

Схема измерения функции автокорреляции эргодического  процесса согласно алгоритмам (1.4.5.) и (1.4.7.) изображена на рис. 1.4.3.
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                                             Рис. 1.4.3

Графики типовых автокорреляционных функций 
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 стационарных эргодических случайных процессов с медленно убывающими (1) и быстро убывающими (2 ) связями представлены на рис. 1.4.4. 
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                                                Рис. 1.4.4.

Как уже было сказано ранее, автокорреляционные функции являются убывающими. Их убывание с увеличением τ свидетельствует об ослаблении связей между значениями процесса. Если при каких-либо τ автокорреляционная функция имеет отрицательное значение, это свидетельствует о том, что положительным отклонениям процесса в одном сечении соответствуют преимущественно отрицательные отклонения в другом сечении и, наоборот. Степень убывания также характеризует «быстроту» изменения сигналов, их «динамические» особенности. Так, для сигнала, описываемого автокорреляционной функций 2 (на рис. 1.4.4.), характерна большая «быстрота» изменения сигнала во времени по сравнению  с сигналом, описываемого функций 2. Альтернативным способом описания «динамических» особенностей случайных сигналов являются также методы спектрального разложения сигналов, которые рассмотрим далее.
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