


20.1 Ïðåäèñëîâèå ðåäàêòîðà ïåðåâîäàØèðîêîå ïðèìåíåíèå ÝÂÌ ñîçäàëî íîâûé æàíð ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû. Âêíèãàõ ýòîãî æàíðà èçëîæåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîãî îáçîðà è çàêàí÷èâà-åòñÿ îïèñàíèåì àëãîðèòìîâ, ïðàêòè÷åñêè ãîòîâûõ ê àâòîìàòè÷åñêîìó èñïîëíå-íèþ íà ÝÂÌ. Êîíå÷íî, íîâèçíà òàêîãî ïîäõîäà îòíîñèòåëüíà è òðàäèöèÿ çàâåð-øåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî òðàêòàòà ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèé âîñõîäèò, ïî ìåíüøåéìåðå, ê àë-Õîðåçìè. Íî âñå æå î�îðìëåíèå îïåðàöèîííîãî áàãàæà ìàòåìàòèêèâ âèäå ìàøèííûõ ïðîãðàìì ñóùåñòâåííî îòëè÷àåò íîâûå êíèãè îò êëàññè÷å-ñêèõ èíæåíåðíûõ ðóêîâîäñòâ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, îòëè÷íûì ïðèìåðîìêîòîðûõ ñëóæèò èçâåñòíûé ñïðàâî÷íèê È.Í. Áðîíøòåéíà è Í.Í. Ñåìåíäÿåâà.Ïåðâûå ïóáëèêàöèè ïîäîáíîãî ðîäà îòíîñèëèñü ê òðàäèöèîííûì ðàçäåëàìâû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå êðóãà çàäà÷, ðåøàåìûõíà ÝÂÌ, ïîòðåáîâàëî âûõîäà íà ìîäåëè äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè, ÷òî ïðèâå-ëî ê ïîäëèííîìó âîçðîæäåíèþ òåîðèè ãðà�îâ è êîìáèíàòîðèêè, êîòîðûå çàíåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò òðàíñ�îðìèðîâàëèñü èç ðàçäåëîâ ¾äîñóãîâîé¿ ìàòåìà-òèêè â ïåðâîñòåïåííûé èíñòðóìåíò ðåøåíèÿ îãðîìíîãî ÷èñëà çàäà÷.Ïîñëå âûõîäà ïåðâûõ òðåõ òîìîâ åùå íå çàâåðøåííîé ìîíóìåíòàëüíîé ñåðèè¾Èñêóññòâî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ÝÂÌ¿ Ä. Êíóòà [ò.1 ¾Îñíîâíûå àëãîðèòìû¿(Ì.: Ìèð, 1976), ò.2 ¾Ïîëó÷èñëåííûå àëãîðèòìû¿ (Ì.: Ìèð, 1977), ò.3 ¾Ñîðòè-ðîâêà è ïîèñê¿ (Ì.: Ìèð, 1978)℄ àíàëîãè÷íûõ ðóêîâîäñòâ íå ïîÿâëÿëîñü â òå-÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè. Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ñëåäîâàëî áû â ñâÿçèñ ýòèì îòìåòèòü ðóêîâîäñòâî Â.À. Åâñòèãíååâà ¾Ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðà�îâ âïðîãðàììèðîâàíèè¿ (Ì.: Íàóêà, 1985). Ïðè âñåé îáñòîÿòåëüíîñòè ýòîé êíèãèîíà äàëåêî íå èñ÷åðïûâàåò îïåðàöèîííûé çàïàñ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Óæå âõîäå åå íàïèñàíèÿ àâòîð è ðåäàêòîð ïîçíàêîìèëèñü ñ ïðåäëàãàåìîé âíèìàíèþ÷èòàòåëåé ìîíîãðà�èåé ïîëüñêîãî ñïåöèàëèñòà Âèòîëüäà Ëèïñêîãî è óâèäåëè,íàñêîëüêî îíà õîðîøà è ïîëåçíà.Íå ñòîèò ïðåäâîñõèùàòü àâòîðñêîå âñòóïëåíèå ê ìîíîãðà�èè Â. Ëèïñêîãî,äà è åå îãëàâëåíèå ãîâîðèò ñàìî çà ñåáÿ. Õîòåëîñü áû òîëüêî îáðàòèòü âíèìà-íèå ÷èòàòåëåé íà ñâîåîáðàçíîå ñî÷åòàíèå òðàäèöèîííîãî è íîâàòîðñêîãî ïîä-õîäîâ ê èçëîæåíèþ ìàòåðèàëà, êîòîðûé îñîáåííî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè èçëîæåíèèêîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, èìåþùèõ äàâíþþ èñòîðèþ. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâîïîáóæäàåò âûñêàçàòü íå ñòîëüêî êðèòè÷åñêîå çàìå÷àíèå, ñêîëüêî ïîæåëàíèåàâòîðàì áóäóùèõ êíèã.Åùå íåðåøåííîé ïðîáëåìîé èçëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè, çàâåðøàþ-ùåéñÿ àëãîðèòìàìè, ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüíîé ëîãè÷åñêîé ñâÿçè ìåæ-äó òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì è àëãîðèòìàìè. Äîêàçàòåëüíîå ïðîãðàììèðîâà-íèå â åãî ëîãè÷åñêîì è òðàíñ�îðìàöèîííîì ïîäõîäàõ ïðåäëàãàåò òå èëè èíûåïðîöåäóðû ñèñòåìàòè÷åñêîãî èçâëå÷åíèÿ àëãîðèòìà èç ñïåöè�èêàöèè çàäà÷è,



0.2. Îò àâòîðà 3èñïîëüçóþùèå îòíîøåíèÿ è �àêòû ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè, îäíàêî ìû åùåäàëåêè îò òîãî, ÷òîáû èçëàãàòü ýòè ïðîöåäóðû â ñòàíäàðòíîì è íåïðèíóæäåí-íîì ñòèëå, âîøåäøåì â îáûäåííóþ íàó÷íî-ëèòåðàòóðíóþ ïðàêòèêó. Àêòóàëü-íîñòü ýòîé ïðîáëåìû ïîñòîÿííî íàðàñòàåò, îñîáåííî ïîòîìó, ÷òî ÷àñòî ïðàêòè-÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ òðåáóåò èõ îïðåäåëåííîé ìîäè�èêàöèè, êîòîðàÿíå äîëæíà ñíèæàòü ñòåïåíü ìàòåìàòè÷åñêîé äîñòîâåðíîñòè îêîí÷àòåëüíîãî âà-ðèàíòà ïðîãðàììû.Ýòî ïðåäèñëîâèå ïðèõîäèòñÿ çàêîí÷èòü ïå÷àëüíîé âåñòüþ î áåçâðåìåííîéêîí÷èíå àâòîðà ýòîé ìîíîãðà�èè, ïîñëåäîâàâøåé ïîñëå òÿæåëîé áîëåçíè 30ìàÿ 1985 ã. íà 36-ì ãîäó æèçíè. Çà 14 ëåò èíòåíñèâíîé íàó÷íîé äåÿòåëüíî-ñòè Â. Ëèïñêèé îïóáëèêîâàë ñâûøå ïÿòèäåñÿòè ðàáîò ïî êîìáèíàòîðèêå, òåî-ðèè èí�îðìàöèîííîãî ïîèñêà è âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, à òàêæå íàïèñàëòðè ìîíîãðà�èè: ¾Êîìáèíàòîðíûå àñïåêòû òåîðèè èí�îðìàöèîííîãî ïîèñêà¿(1975 ã.), äàííàÿ ìîíîãðà�èÿ (1982 ã.) è ¾Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç¿ (ïîñìåðòíîåèçäàíèå 1987 ã.).Ïåðåâîä÷èêè è àâòîð ýòèõ ñòðîê ïîñâÿùàþò ñâîé ñêðîìíûé òðóä äîáðîéïàìÿòè îäíîãî èç âåäóùèõ ïðåäñòàâèòåëåé ïîëüñêîé èí�îðìàòèêè, ä-ðà íàóê,äîöåíòà Âèòîëüäà Ëèïñêîãî. Àêàäåìãîðîäîê, ÿíâàðü 1987 ã.À.Ï. Åðøîâ0.2 Îò àâòîðàÑåé÷àñ òðóäíî áûëî áû, ïîæàëóé, íàçâàòü ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè,â êîòîðîì â òå÷åíèå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ áûëè áû äîñòèãíóòû áîëüøèå óñïå-õè, íåæåëè â êîíñòðóèðîâàíèè è àíàëèçå êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ. Ñ îäíîéñòîðîíû, áûëî îáíàðóæåíî ìíîãî íîâûõ, áîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿêîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, ñ äðóãîé � ïîëó÷åíû òåîðåòè÷åñêèåðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå âñå áîëåå ÿâíî î òîì, ÷òî äëÿ øèðîêîãî êëàññàïðîáëåì íå ñóùåñòâóåò ¾äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûõ¿ àëãîðèòìîâ. Ý��åêòèâíûåêîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ íå÷èñëåí-íîé îáðàáîòêè èí�îðìàöèè, îñîáåííî â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è â èññëåäî-âàíèè îïåðàöèé.Â íàñòîÿùåé êíèãå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ðàçäåëû êîìáèíàòîðèêè, ïðè-÷åì îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî êîíñòðóêòèâíîìó àëãîðèòìè÷åñêîìó ïîäõîäó �ðÿäîì ñ îáñóæäàåìûìè êîìáèíàòîðíûìè ïðîáëåìàìè, êàê ïðàâèëî, ïðèâîäÿò-ñÿ àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ âìåñòå ñ àíàëèçîì èõ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.Ýòè àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñæàòûå âàðèàíòû ïðîãðàìì, íàïèñàííûõíà ÿçûêå Ïàñêàëü. Íà âûáîð îáñóæäàåìûõ ïðîáëåì, â áîëüøîé ìåðå ñëó÷àé-



4íûé, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åííûé îáúåì êíèãè, à òàêæå îáøèðíîñòüðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, îêàçàëè âëèÿíèå êàê èíòåðåñû àâòîðà, òàê è æåëà-íèå ñêîðåé äîïîëíèòü, íåæåëè ïðîäóáëèðîâàòü äâå äðóãèå êíèãè ñ ðîäñòâåííîéòåìàòèêîé, ïîäãîòîâëåííûå ê èçäàíèþ â ñåðèè ¾Áèáëèîòåêà òåõíîëîãèè ïðî-ãðàììèðîâàíèÿ¿ [2℄ è â ñåðèè ¾Èí�îðìàòèêà¿ [76℄.Ïåðâàÿ, ñàìàÿ áîëüøàÿ ãëàâà äàííîé êíèãè ñîäåðæèò èçëîæåíèå íàèáîëååêëàññè÷åñêèõ ðàçäåëîâ êîìáèíàòîðèêè (ïåðåñòàíîâêè, ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ è÷èñåë, áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû, ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè, è ò.ä.), à òàêæåìíîãèå � íåîáÿçàòåëüíî êëàññè÷åñêèå � àëãîðèòìû ãåíåðèðîâàíèÿ óïîìÿíóòûõêîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ. Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ìåòîäû, èñ-ïîëüçóåìûå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè àëãîðèòìîâ íà ãðà�àõ, â îñîáåííîñòè ìåòîäûñèñòåìàòè÷íîãî îáõîäà ãðà�îâ. Òåìàòèêà, ñâÿçàííàÿ ñ ãðà�àìè, çàòðàãèâàåòñÿè â äâóõ ñëåäóþùèõ ãëàâàõ: â îäíîé èç íèõ îáñóæäàþòñÿ ìåòîäà íàõîæäåíèÿêðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�àõ, ðåáðàì êîòîðûõ ïðèïèñàíû ïðîèçâîëüíûå ¾äëè-íû¿, â äðóãîé � îñíîâíîå âíèìàíèå ñêîíöåíòðèðîâàíî íà çàäà÷å îòûñêàíèÿìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè (ò.å. â ãðà�å ñ îïðåäåëåííûìè ¾ïðîïóñêíûìè ñïî-ñîáíîñòÿìè¿ ðåáåð). Â ïîñëåäíåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå êîìáèíà-òîðíîãî ïîíÿòèÿ ìàòðîèäà äëÿ ðåøåíèÿ íåêîòîðîãî êëàññà îïòèìèçàöèîííûõçàäà÷.Êíèãà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ, æåëàþùèõ ðàñøèðèòü ñâîè çíà-íèÿ â îáëàñòè êîìáèíàòîðíûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ïîïîëíèòü ñâîè ïðàêòè÷å-ñêèå çíàíèÿ òåîðåòè÷åñêèìè. Îò ÷èòàòåëÿ òðåáóþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ñâåäåíèÿ èçìàòåìàòèêè, à òàêæå çíàêîìñòâî ñ ÿçûêîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñêàëü [36, 75℄è íåêîòîðûé îïûò ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ.Â çàêëþ÷åíèå õî÷ó ïîáëàãîäàðèòü ä-ðà íàóê Âèêòîðà Ìàðåêà çà ðÿä öåííûõçàìå÷àíèé, êîòîðûå ïîçâîëèëè óñòðàíèòü ïîãðåøíîñòè ïåðâîíà÷àëüíîãî âàðè-àíòà ýòîé êíèãè. Âàðøàâà, äåêàáðü 1980Âèòîëüä Ëèïñêèé



�ëàâà 1Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, îòíîñÿùèåñÿê èñïîëüçóåìûì ëîãè÷åñêèì è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïîíÿòèÿì, à òàêæåïðåäñòàâëåííûå â ïðèâîäèìûõ íèæå àëãîðèòìàõ.Íà÷íåì ñ ëîãè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ïîíÿòèé (÷èòàòåëÿ, çàèí-òåðåñîâàííîãî â áîëåå ãëóáîêîì çíàêîìñòâå ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè, ìû îòñûëàåìê ðàáîòàì [49℄ è [57℄). Ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçêè _ (èëè), ^(è), : (íå), ) (åñëè : : :, òî), , (òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà). Òîò �àêò, ÷òî xåñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà X , áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x 2 X , åãî îòðèöàíèå �â âèäå x =2 X . Ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþòóñëîâèþ �, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç fx 2 X : �g (èëè fx : �g, åñëè èçâåñòíî, îêàêîì ìíîæåñòâå X èäåò ðå÷ü), çàïèñü æå fa1; : : : ; ang áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîæå-ñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñóòü a1; : : : ; an (â ÷àñòíîñòè, åäèíñòâåííûì ýëåìåíòîììíîæåñòâà fag ÿâëÿåòñÿ a). Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ,ïåðåñå÷åíèÿ è ðàçíîñòè îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî \, [ è n, ïóñòîå ìíîæåñòâîîáîçíà÷àåòñÿ ?. Òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B (ò.å. Aåñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B), áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå A � B èëè B � A(âñåãäà èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ ? � A, A � A); ñèìâîë ¾�¿ çàðåçåðâèðîâàí äëÿñëó÷àÿ, êîãäà èñêëþ÷àåòñÿ ðàâåíñòâî A = B (ïðè ýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Aåñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B). Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâà X áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç }(X), ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X (ò.å. ÷èñëîåãî ýëåìåíòîâ) � ÷åðåç jX j.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n, ÷ëåíû êîòîðîé ñóòü a1; : : : ; an, áóäåì îáîçíà-÷àòü ÷åðåç ha1; : : : ; ani, ëèáî ïðîñòî ÷åðåç a1; : : : ; an èëè a1 : : : an. Ïîñëåäîâàòåëü-5



6 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóíîñòü ha; bi äëèíû äâà áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé. Äåêàðòîâî ïðîèç-âåäåíèå A�B ìíîæåñòâ A è B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïàðha; bi, ãäå a 2 A, b 2 B. Ïîä áèíàðíûì îòíîøåíèåì (ñ ëåâîé îáëàñòüþ A èïðàâîé îáëàñòüþ B) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî R � A � B.Åñëè A = B, òî áóäåì ãîâîðèòü î áèíàðíîì îòíîøåíèè íà ìíîæåñòâå A. Âìåñòîha; bi 2 R ÷àñòî ïèøóò aRb.Ïî ïîâîäó îòíîøåíèÿ R íà ìíîæåñòâå X ãîâîðÿò, ÷òî îíî:� (à) ðå�ëåêñèâíî, åñëè xRx äëÿ êàæäîãî x 2 X ,� (á) òðàíçèòèâíî, åñëè (xRy ^ yRz)) xRz äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y; z 2 X ,� (â) ñèììåòðè÷íî, åñëè xRy ) yRx äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2 X ,� (ã) àíòèñèììåòðè÷íî, åñëè (xRy ^ yRx) ) x = y äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2X .Ïðîèçâîëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðå�ëåêñèâíî-ñòè, òðàíçèòèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-íîñòè, à îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè ðå�ëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è àíòèñèì-ìåòðè÷íîñòè, � îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Îòíîøåíèå ÷àñòè÷-íîé óïîðÿäî÷åííîñòè îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ¾�¿, à ïàðà hX;�i íàçûâàåò-ñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì. Áóäåì ïðèìåíÿòü òàêæå î÷åâèäíûåîáîçíà÷åíèÿ, òàêèå êàê x � y äëÿ y � x, x < y äëÿ x � y ^ x 6= y è ò.ä. Ïðè-ìåðîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ñëóæèòü ìíîæåñòâî öåëûõ÷èñåë ñ îòíîøåíèåì äåëèìîñòè, ìíîæåñòâî öåëûõ (èëè âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë ñîáû÷íûì îòíîøåíèåì ìåíüøå èëè ðàâíî ¾�¿, à òàêæå ìíîæåñòâî }(X) ñ îòíî-øåíèåì âêëþ÷åíèÿ �.Åñëè �óíêöèÿ (îòîáðàæåíèå) f ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòó x 2 X ýëå-ìåíò f(x) 2 Y , òî áóäåì ïèñàòü f : X ! Y (òàêàÿ �óíêöèÿ ìîæåò òðàêòîâàòüñÿêàê îòíîøåíèå R � X � Y ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî x 2 X ñóùåñòâóåòâ R òî÷íî îäíà ïàðà âèäà hx; yi, y 2 Y , äëÿ íàøèõ æå öåëåé äîñòàòî÷íî, îäíàêî,èíòóèòèâíîãî ïîíÿòèÿ �óíêöèè). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A 2 X , B 2 Y îïðåäåëèìf(A) = fy 2 Y : ñóùåñòâóåò òàêîå x 2 A; ÷òî y = f(x)gf�1(B) = fx 2 X : f(x) 2 Bg(âìåñòî f�1(fbg) áóäåì ïðîñòî ïèñàòü f�1(b).Åñëè f(X) = Y , òî áóäåì ãîâîðèòü î �óíêöèè èçX íà Y . Ôóíêöèÿ f : X ! Yíàçûâàåòñÿ îáðàòèìîé (âçàèìíî îäíîçíà÷íîé), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a; b 2 Xa 6= b) f(a) 6= f(b):



1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 7Ìû ÷àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ãðà�à (ñì. [9℄,[31℄). Ïîä íåîðèåíòè-ðîâàííûì ãðà�îì (èëè êîðî÷å ãðà�îì) áóäåì äîíèìàòü òàêóþ ïðîèçâîëüíóþïàðó G = hV;Ei, ÷òî E � ffu; vg : u; v 2 V ^ u 6= vg:Îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì1 áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïðîèçâîëüíóþ ïàðó G =hV;Ei, ÷òî E 2 V � V è â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâà V è E áóäåì íàçûâàòüñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâîì âåðøèí è ìíîæåñòâîì ðåáåð2 ãðà�à G.�ðà� îáû÷íî èçîáðàæàåòñÿ íà ïëîñêîñòè â âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê, ñîîòâåò-ñòâóþùèõ âåðøèíàì, è ñîåäèíÿþùèõ èõ ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàì.3 Ëè-íèÿ, èçîáðàæàþùàÿ ðåáðî fu; vg, èëè hu; vi4, ñîåäèíÿåò òî÷êè, èçîáðàæàþùèåâåðøèíû u,v ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå ñòðåëêà îáîçíà÷àåò íàïðàâëåíèå îò u êv (ðèñ. 1.1).Â êîíòåêñòå îïðåäåëåííîãî ãðà�à G = hV;Ei áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü îáî-çíà÷åíèÿ u � v, u ! v âìåñòî fu; vg 2 E è hu; vi 2 E ñîîòâåòñòâåííî. Åñëèðåáðî e èìååò âèä fu; vg èëè hu; vi, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíîâåðøèíàì u è v, â òî âðåìÿ êàê âåðøèíû u è v ñìåæíû ìåæäó ñîáîé. Ñòå-ïåíü âåðøèíû îïðåäåëèì êàê ÷èñëî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ åé.5 Âåðøèíó íóëåâîéñòåïåíè áóäåì íàçûâàòü èçîëèðîâàííîé (íàïðèìåð, âåðøèíà v5 íà ðèñ.1.1, à).Ïóòåì â ãðà�å G = hV;Ei íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí v0; v1; : : : ; vn,òàêóþ, ÷òî k � 0 è vi � vi+1 (èëè vi ! vi+1, åñëè ãðà� G � îðèåíòèðîâàííûé),i = 0; : : : ; k � 1.6 Âåðøèíû v0 è vk áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâåííî íà÷àëîì èêîíöîì ïóòè, à ÷èñëî k � äëèíîé ïóòè. Ïóòü, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïà-äàþò, áóäåì íàçûâàòü öèêëîì7. Åñëè âñå âåðøèíû ïóòè v1; : : : ; vk ðàçëè÷íû, òîáóäåì ãîâîðèòü îá ýëåìåíòàðíîì ïóòè. Ñîîòâåòñòâåííî öèêë v1; : : : ; vk (v1 = vk)áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì, åñëè âåðøèíû v1; : : : ; vk ðàçëè÷íû. Ïîäãðà�îìãðà�à G = hV;Ei áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïðîèçâîëüíûé ãðà� G0 = hV 0; E0i, ÷òî1èëè êîðî÷å îðãðà�îì � Ïðèì. ïåðåâ.2Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E äëÿ îðãðà�à íàçûâàþòñÿ äóãàìè � Ïðèì. ïåðåâ.3Äóãà â îðãðà�å èçîáðàæàåòñÿ ëèíèåé ñî ñòðåëêîé, óêàçûâàþùåé îðèåíòàöèþ äóãè, ò.å.íàïðàâëåíèå îò åå íà÷àëà ê êîíöó. � Ïðèì. ïåðåâ.4Óãëîâûå ñêîáêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ äóã îðãðà�à. � Ïðèì. ïåðåâ.5Äëÿ âåðøèí îðãðà�à îïðåäåëÿþòñÿ ïîëóñòåïåíè çàõîäà (÷èñëî çàõîäÿùèõ â âåðøèíóäóã) è èñõîäà (÷èñëî âûõîäÿùèõ äóã). Ñòåïåíü âåðøèíû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïîëóñòåïåíåéçàõîäà è èñõîäà. � Ïðèì. ïåðåâ.6Òåðìèí ¾ïóòü¿ â òåîðèè ãðà�îâ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â îòíîøåíèè îðãðà�îâ, äëÿ ãðà�îâèñïîëüçóþòñÿ òåðìèíû ¾öåïü¿ èëè ¾ìàðøðóò¿. � Ïðèì. ïåðåâ.7Ââåäåííûé òàê òåðìèí ¾öèêë¿ â òåîðèè ãðà�îâ èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî â îòíîøåíèè ãðà�îâ,äëÿ îðãðà�îâ èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾êîíòóð¿. � Ïðèì. ïåðåâ.



8 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó(à)
uv1 uv2
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uv5 uv6uv7uv8 uv9 uv10uv11
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��

�èñ. 1.1: à) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà� á) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�V 0 � V è E0 � E.8Ïóñòü G = hV;Ei � ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�, è ïóñòü v 2V . Ïóñòü A � ìíîæåñòâî òåõ âåðøèí u 2 V , ê êîòîðûì ñóùåñòâóåò ïóòü èçv. Ìíîæåñòâî A âìåñòå ñ ðåáðàìè ãðà�à G, èíöèäåíòíûìè âåðøèíàì èç A,îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé ïîäãðà�, íàçûâàåìûé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ãðà�à G.Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà âåðøèí êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ãðà�àïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ãðà�à íà ðèñ.1.1, à ýòî ñóòü ìíîæåñòâàV1 = fv1; v2; v3; v4; v6g, V2 = fv5g è V3 = fv7; v8; v9; v10; v11; v12g.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðà�û G = hV;Ei, G0 = hV 0; E0i èçîìîð�íû, åñëè ñóùå-ñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f èç V íà V 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-íûõ u; v 2 V èìååì fu; vg 2 E , ff(u); f(v)g 2 E0 (hu; vi 2 E , hf(u); f(v)i 2 E0â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ). Îáû÷íî èçîìîð�íûå ãðà�û íå ðàçëè÷àþò-ñÿ ìåæäó ñîáîé.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü îáîçíà-8Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ãðà�îâ ãðà� G0 íàçûâàåòñÿ ÷àùå ÷àñòüþ ãðà�à,èëè ÷àñòè÷íûì ãðà�îì, ïîä ïîäãðà�îì æå ïîíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íûé ãðà�, óäîâëåòâîðÿþùèéäîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ 8x; y (x; y 2 V 0 ^ fx; yg 2 E ) fx; yg 2 E0)). � Ïðèì. ïåðåâ.



1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 9÷åíèÿ bx
 è dxe ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íàèáîëüøåãî öåëîãî ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿ-ùåãî x, è äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî ÷èñëà, íå ìåíüøåãî x, íàïðèìåð b3:5
 = 3,d3:5e = 4, b�3:5
 = �4, d�3:5e = �3.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîíÿòèÿì, ñâÿçàííûì ñ àëãîðèòìàìè. Àëãîðèòìû áóäåìîáû÷íî çàïèñûâàòü íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùèìñÿ íå�îðìàëüíîéâåðñèåé ÿçûêà Ïàñêàëü [36,75℄. Åñëè ðåàëèçàöèÿ êàêîãî-ëèáî �ðàãìåíòà ïðî-ãðàììû î÷åâèäíà, íî òðóäîåìêà è çàòåìíÿåò èäåþ àëãîðèòìà, òî òàêîé �ðàã-ìåíò áóäåì èíîãäà çàìåíÿòü îïèñàíèåì íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå. Ìû áóäåì òàêæåïðèìåíÿòü íå�îðìàëüíûå êîíñòðóêöèè, òàêèå êàê, íàïðèìåð, öèêëû (for x 2 Xdo P (âûïîëíÿòü êîìàíäó P äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ìíîæåñòâà X â ïðîèçâîëüíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè)), ÑÒÅÊ ( x (ïîìåñòèòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x â ñòåê),x ) ÑÒÅÊ (ñ÷èòàòü ýëåìåíò x èç âåðøèíû ñòåêà è ïðèíÿòü åãî çà çíà÷åíèåïåðåìåííîé x), Î×Å�ÅÄÜ ( x (âêëþ÷èòü x â î÷åðåäü â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãîýëåìåíòà), x) Î×Å�ÅÄÜ (âçÿòü ïåðâûé ýëåìåíò èç î÷åðåäè è ïðèíÿòü åãî â êà-÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x) è ò.ä. Ìû áóäåì îáû÷íî îïóñêàòü îïèñàíèÿ òèïîâè ïåðåìåííûõ (èíîãäà äëÿ èçáåæàíèÿ íåäîðàçóìåíèé áóäåì ïîìåùàòü ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïîÿñíåíèÿ â êîììåíòàðèé). Ïåðåìåííàÿ, ïîÿâëÿþùàÿñÿ â ïðîöåäóðå,ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëîêàëüíàÿ äëÿ äàííîé ïðîöåäóðû, èñêëþ÷àÿ òîò ñëó÷àé,êîãäà â êîììåíòàðèè ñêàçàíî ÷òî-ëèáî èíîå. Ñòðîêè ïðîãðàììû íóìåðóþòñÿòàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî óêàçàòü íà ¾öèêë 17¿, ¾áëîê 9¿ è ò.ä.Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì àëãîðèòìà, êîòîðûé áóäåò íàñ èíòåðåñîâàòü, ÿâëÿåò-ñÿ åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü (èëè ïðîñòî ñëîæíîñòü), ò.å. ÷èñëî øàãîâ,âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìîì â õóäøåì ñëó÷àå êàê �óíêöèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è,ïðåäñòàâëåííîé âõîäíûìè äàííûìè. Íàïðèìåð, åñëè àëãîðèòì ïðèíèìàåò êàêäàííûå ïðîèçâîëüíûé ãðà� G = hV;Ei, òî ïîä ðàçìåðíîñòüþ ààäà÷è ìîæíî ïî-íèìàòü jV j. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îïðåäåëÿåòñÿ òîãäà êàê �óíêöèÿ f , òàêàÿ ÷òîf(n) ðàâíî íàèáîëüøåìó ÷èñëó øàãîâ àëãîðèòìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à ñ nâåðøèíàìè. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è ïàðó hjV j; jEji � òîãäàñëîæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ è f(n;m) ðàâíî íàèáîëüøåìó÷èñëó øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ àëãîðèòìîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à ñ n âåðøèíà-ìè èm ðåáðàìè. Îñòàåòñÿ åùå îáúÿñíèòü òî÷íåå, ÷òî ìû ïîíèìàåì ïîä ¾øàãîì¿àëãîðèòìà. Äîïóñòèì, ÷òî íàøè ïðîãðàììû òðàíñëèðóþòñÿ íà ìàøèííûé ÿçûêòèïè÷íîé ÝÂÌ, èìåþùåé â íàáîðå ñâîèõ êîìàíä êîìàíäû ïåðåíîñà ñëîâà èçïàìÿòè â áó�åð è íàîáîðîò, àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ,óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, óñëîâíûå ïåðåõîäû, îïåðàöèè ââîäà-âûâîäà, à òàêæå êîñ-âåííîé àäðåñàöèè, âûïîëíåííîé àïïàðàòíî (ò.å. îïðåäåëåíèå àðãóìåíòà îïåðà-öèè ÷åðåç àäðåñ ÿ÷åéêè ïàìÿòè, ñîäåðæàùåé àäðåñ ýòîãî àðãóìåíòà). Âûïîëíå-íèå ëþáîé èç óêàçàííûõ âûøå êîìàíä ìû è áóäåì ñ÷èòàòü øàãîì àëãîðèòìà.Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè øàãà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà çàâèñèò îòêîíêðåòíîãî âèäà ìàøèííûõ êîìàíä. Îäíàêî íàñ íèêîãäà íå áóäåò èíòåðåñîâàòü



10 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóòî÷íàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, à òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü, ò.å. àñèì-ïòîòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà, êîãäà ðàçìåðíîñòüçàäà÷è íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò (÷òîáû ìîæíî áûëî ãîâîðèòü î òàêîé ñêîðîñòèðîñòà, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îáúåì ïàìÿòè íàøåãî êîìïüþòåðà íåîãðàíè÷åííûé, àòàêæå, ÷òî êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïàìÿòè ìîæåò ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíî áîëüøîå öå-ëîå ÷èñëî). ßñíî, ÷òî ïðè äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ¾ðàçóìíûõ¿ ñïîñîáàõ òðàíñëÿöèèñîîòâåòñòâóþùèå ñëîæíîñòè ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþïîñòîÿííóþ, à èõ ñêîðîñòü ðîñòà îäèíàêîâà. ×èòàòåëÿ, æåëàþùåãî óòî÷íèòüïðèâåäåííûå âûøå î÷åíü íå�îðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ, îòñûëàåì ê ðàáîòàì [1℄è [2℄.Ïðè ñðàâíåíèè ñêîðîñòè ðîñòà äâóõ �óíêöèé f(n) è g(n) (ñ íåîòðèöàòåëü-íûìè çíà÷åíèÿìè) î÷åíü óäîáíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:� f(n) = O(g(n)) , ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C;N > 0, òàêèå ÷òî f(n) �C � g(n) äëÿ âñåõ n � N� f(n) = 
(g(n)) , ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C;N > 0, òàêèå ÷òî f(n) �C � g(n) äëÿ ëþáîãî n � N .Êîíå÷íî, f(n) = 
(g(n)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(n) = O(f(n)).Ñèìâîëû O(g(n)) è 
(g(n)) ÷èòàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî: ¾ïîðÿäêà íå áîëåå ÷åìg(n)¿ è ¾ïîðÿäêà íå ìåíåå ÷åì g(n)¿. Åñëè ñëîæíîñòü êàêîãî-ëèáî àëãîðèòìàåñòü O(g(n)), òî ìû ãîâîðèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ¾çàòðà÷èâàåò ïîðÿäêà O(g(n))âðåìåíè¿9. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñèìâîëû O(g(n1; : : : ; nk)) è
(g(n1; : : : ; nk)) äëÿ �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð:f(n1; : : : ; nk) = O(g(n1; : : : ; nk)) , ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C;N � 0, òàêèå÷òî f(n1; : : : ; nk) � g(n1; : : : ; nk) äëÿ âñåõ n1; : : : ; nk � NÎïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì ñëîæíîñòü èíîãäà íàçûâàþò âðåìåííîé ñëîæ-íîñòüþ â îòëè÷èå îò ñëîæíîñòè ïî ïàìÿòè, îïðåäåëÿþùåé âåëè÷èíó îáúåìàïàìÿòè, èñïîëüçîâàííîãî àëãîðèòìîì, êàê �óíêöèþ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.1.2 Ôóíêöèè è ðàçìåùåíèÿÊëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êîìáèíàòîðèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷èñëàñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ â êàêîì-òî êîëè÷åñòâå ¾ÿùèêîâ¿ òàê,÷òîáû áûëè âûïîëíåíû çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñ�îðìóëè-ðîâàòü íåñêîëüêî áîëåå �îðìàëüíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû ìíîæåñòâà X ,Y , ïðè÷åì jX j = n, jY j = m. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò �óíêöèé f : X ! Y , óäîâëå-òâîðÿþùèõ çàäàííûé îãðàíè÷åíèÿì? Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóþò9Ñèìâîëüíóþ çàïèñü f(n) = O(g(n)) íå ñëåäóåò òðàêòîâàòü êàê ðàâåíñòâî; íàïðèìåð, èçf(n) = O(g(n)) è h(n) = O(g(n)), êîíå÷íî, íå âûòåêàåò f(n) = h(n).



1.2. Ôóíêöèè è ðàçìåùåíèÿ 11îáúåêòàì, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y � ÿùèêàì, à êàæäàÿ �óíêöèÿ f : X ! Yîïðåäåëÿåò íåêîòîpoe ðàçìåùåíèå, óêàçûâàÿ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà x 2 X ÿùèêf(x) 2 Y , â êîòîðîì äàííûé îáúåêò íàõîäèòñÿ. Äðóãóþ òðàäèöèîííóþ èíòåð-ïðåòàöèþ ïîëó÷èì, òðàêòóÿ Y êàê ìíîæåñòâî ¾öâåòîâ¿, a f(x) êàê ¾öâåò îáúåêòàx¿. Íàøà çàäà÷à, òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíà âîïðîñó, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîæíî ïîêðàñèòü îáúåêòû òàê, ÷òîáû áûëè ñîáëþäåíû íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî X = 1; : : : ; n èY = 1; : : : ;m. Êàæäóþ �óíêöèþ f ìîæíî òîãäà îòîæäåñòâèòü ñ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ hf(1); : : : ; f(n)i.Íàøà çàäà÷à èìååò ñàìûé ïðîñòîé âèä, åñëè íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðà-íè÷åíèé íà ðàçìåùåíèÿ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1.1. Åñëè jX j = n, jY j = m, òî ÷èñëî âñåõ �óíêöèé f : X ! Yðàâíî mn.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàÿ, ÷òî X = 1; : : : ; n, ñâîäèì íàøó çàäà÷ó ê âîïðîñó î÷èñëå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hy1; : : : ; yni ñ ÷ëåíàìè èç m-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-ñòâà Y . Êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yi ìû ìîæåì âûáðàòü m ñïîñîáàìè,÷òî äàåò mn âîçìîæíîñòåé âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hy1; : : : ; yni. �Ëåãêî òàêæå íàéòè ÷èñëî ðàçìåùåíèé, äëÿ êîòîðûõ êàæäûé ÿùèê ñîäåð-æèò íå áîëåå îäíîãî îáúåêòà � òàêèå ðàçìåùåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò âçàèìíî îä-íîçíà÷íûì �óíêöèÿì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç [m℄n ÷èñëî âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ�óíêöèé èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â m-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.Òåîðåìà 1.2. Åñëè jX j = n, jY j = m, òî ÷èñëî âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ�óíêöèé f : X ! Y ðàâíî[m℄n = m(m� 1) : : : (m� n+ 1) (1.1)(ïîëàãàåì [m℄0 = 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îïðåäåëÿòü íà ýòîò ðàç ÷èñëî èíúåêòèâíûõ (ò.å.èìåþùèõ âñå ðàçëè÷íûå ÷ëåíû) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hy1; : : : ; yni ñ ÷ëåíàìè èçìíîæåñòâà Y . Ýëåìåíò y1 òàêîãî ìíîæåñòâà ìû ìîæåì âûáðàòü m ñïîñîáàìè,ýëåìåíò y2 � m � 1 ñïîñîáàìè, â îáùåì ñëó÷àå åñëè óæå âûáðàíû ýëåìåíòûy1; : : : ; yi�1, òî â êà÷åñòâå yi ìîæåì âûáðàòü ëþáîé èç m� i+1 ýëåìåíòîâ ìíî-æåñòâà Y nfy1; : : : ; yi�1g (ïðèíèìàåì n � m, åñëè n > m, òî î÷åâèäíî, ÷òî è[m℄n è èñêîìîå ÷èñëî �óíêöèé ðàâíû íóëþ). (Ýòî äàåò m(m� 1) : : : (m�n+1)âîçìîæíîñòåé âûáîðà èíúåêòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hy1; : : : ; yni) �Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà [4℄3 = 24 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 3 ñ ýëå-



12 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóìåíòàìè èç ìíîæåñòâà X = f1; 2; 3; 4g:h1; 2; 3i h2; 1; 3i h3; 1; 2i h4; 1; 2ih1; 2; 4i h2; 1; 4i h3; 1; 4i h4; 1; 3ih1; 3; 2i h2; 3; 1i h3; 2; 1i h4; 2; 1ih1; 3; 4i h2; 3; 4i h3; 2; 4i h4; 2; 3ih1; 4; 2i h2; 4; 1i h3; 4; 1i h4; 3; 1ih1; 4; 3i h2; 4; 3i h3; 4; 2i h4; 3; 2iÅñëè m = n, òî êàæäàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : X ! Y ÿâëÿåòñÿâçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y . Â òàêîìñëó÷àå [n℄n = n(n � 1) � : : : � 1 îáîçíà÷àåì n! (n �àêòîðèàë). Êàæäîå âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X ! X íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà X .Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 1.2 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.Òåîðåìà 1.3.×èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíò-a ba bb ab aabba a bb aabba abba�èñ. 1.2: �àçìåùåíèå (óïî-ðÿäî÷åííîå) ýëåìåíòîâ a,b âòðåõ ÿùèêàõ

íîãî ìíîæåñòâà ðàâíî n!Ïåðåñòàíîâêè ìû áóäåì îáñóæäàòü â ïîñëå-äóþùèõ ðàçäåëàõ, ñåé÷àñ æå îñòàíîâèìñÿ åùå íàîäíîì òèïå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ïî ÿùèêàì. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ìû ðàçìåùàåì n îáúåêòîâ ïî mÿùèêàì òàê, ÷òîáû êàæäûé ÿùèê ñîäåðæàë áûïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à íå ìíîæåñòâî, êàê ïðåæäå,ïîìåùåííûõ â íåì îáúåêòîâ. Äâà ðàçìåùåíèÿ íà-çîâåì ðàâíûìè, åñëè â êàæäîì ÿùèêå ñîäåðæèòñÿîäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ. �àç-ìåùåíèÿ òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî-÷åííûìè ðàçìåùåíèÿìè n îáúåêòîâ ïî m ÿùè-êàì. Îáîçíà÷èì ÷èñëî òàêèõ óïîðÿäî÷åíèé ÷åðåç[m℄n.Òåîðåìà 1.4. ×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìå-ùåíèé n îáúåêòîâ ïî m ÿùèêàì ðàâíî[m℄n = m(m+ 1) : : : (m+ n� 1) (1.2)(ïîëàãàåì [m℄0 = 1).Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñòðîèòü óïîðÿäî÷åí-íîå ðàçìåùåíèå, äîáàâëÿÿ ïî î÷åðåäè íîâûå îáúåêòû. Ïåðâûé îáúåêò ìû ìîæåìðàçìåñòèòü m ñïîñîáàìè, âòîðîé � m+1 ñïîñîáàìè, èáî åãî ìîæíî ðàçìåñòèòüâ îäíîì èç m� 1 ïóñòûõ ÿùèêîâ èëè â ÿùèêå, ñîäåðæàùåì ïåðâûé îáúåêò, ïå-ðåä íèì èëè ïîñëå íåãî. Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ðàçìåùåíî i�1îáúåêòîâ, ïðè÷åì äëÿ k = 1; 2; : : : ;m â k-ì ÿùèêå íàõîäÿòñÿ rk îáúåêòîâ. Òîãäà



1.3. Ïåðåñòàíîâêè: ðàçëîæåíèå íà öèêëû, çíàê ïåðåñòàíîâêè 13i-é îáúåêò ìîæåì äîáàâèòü â k-é ÿùèê rk + 1 ñïîñîáàìè, ÷òî äàåò â ñóììå(r1 + 1) + : : :+ (rm + 1) = (r1 + : : :+ rm) +m = m+ i� 1âîçìîæíîñòåé. Òàêèì îáðàçîì, âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìåùåíèé áóäåò m(m +1) : : : (m+ n� 1). �Íà ðèñ. 1.2 ïðåäñòàâëåíû [3℄2 = 12 óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìåùåíèé ýëåìåíòîâ a,b â òðåõ ÿùèêàõ.Ïðèâåäåì â çàêëþ÷åíèå ñëåäóþùèå ïðîñòûå çàâèñèìîñòè:[m℄n = (m� n+ l)[m℄n�1; (1.3)[m℄n = m!=n!; (1.4)[m℄n = [m+ n� 1℄n: (1.5)1.3 Ïåðåñòàíîâêè: ðàçëîæåíèå íà öèêëû, çíàê ïå-ðåñòàíîâêèÍàïîìíèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêîé10 n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ïðîèç-âîëüíàÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ f : X ! X . Îáû÷íî ïåðåñòàíîâêà îïðå-äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñ äâóìÿ ñòðîêàìè, èç êîòîðûõ êàæäàÿ ñîäåðæèòâñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X , ïðè÷åì ýëåìåíò f(x) ïîìåùàåòñÿ ïîä ýëåìåíòîì x.Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì òàêóþ ïåðåñòàíîâêó f ìíîæåñòâà fa; b; 
; dg, ÷òîf(a) = d; f(b) = a; f(ñ) = b; f(d) = b;îíà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå f = � a b 
 dd a b 
 �Åñëè ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â âåðõíåé ñòðîêå �èêñèðîâàí, òî êàæäîé ïåðåñòà-íîâêå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùàÿñÿ â íèæíåéñòðîêå, íàïðèìåð äëÿ ïåðåñòàíîâêè f ýòî åñòü hd; a; b; 
i. Ïîýòîìó áóäåì íàçû-âàòü èíîãäà ïðîèçâîëüíóþ èíúåêòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû n ñ ýëåìåí-òàìè èç ìíîæåñòâà X ïåðåñòàíîâêîé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X .Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèðîäà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X íåñóùåñòâåííà �ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû X = f1; : : : ; ng. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíî-âîê ýòîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç Sn. Ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà f 2 Sn áóäåò îáû÷íî10Îáû÷íî �óíêöèÿ f : X ! X íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, à ïåðåñòàíîâêîé íàçûâàåòñÿ âòî-ðàÿ ñòðîêà òàáëèöû, îïðåäåëÿþùåé ïîäñòàíîâêó. Â ýòîì ðàçäåëå è äàëåå òåðìèí ¾ïåðåñòà-íîâêà¿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îáîèõ ïîíÿòèé, ÷òî, îäíàêî, íå ïðèâîäèò ê êàêîé-ëèáîäâóñìûñëåííîñòè. � Ïðèì. ïåðåâ.



14 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóîòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ha1; : : : ; ani, ãäå ai = f(i). Ïîä ñóïåðïî-çèöèåé ïåðåñòàíîâîê f è g ìû áóäåì ïîíèìàòü ïåðåñòàíîâêó fg, îïðåäåëÿåìóþñëåäóþùèì îáðàçîì: fg(i) = f(g(i)):Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñóïåðïîçèöèè äâóõ ïåðåñòàíîâîê, ñêàæåìf = � 1 2 3 4 55 3 2 1 4 � g = � 1 2 3 4 52 5 3 1 4 � ;äîñòàòî÷íî èçìåíèòü ïîðÿäîê ñòîëáöîâ â ïåðåñòàíîâêå f òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâ ïåðâîé ñòðîêå ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùóþñÿ âî âòîðîé ñòðîêåïåðåñòàíîâêè g, òîãäà âòîðàÿ ñòðîêà ïåðåñòàíîâêè f äàåò ñóïåðïîçèöèþ fg. Âíàøåì ñëó÷àå f = � 1 2 3 4 55 3 2 1 4 �g = � 5 3 2 1 43 4 2 5 1 � ;fg = � 1 2 3 4 53 4 2 5 1 �Ïåðåñòàíîâêó e = � 1 2 : : : n1 2 : : : n �áóäåì íàçûâàòü òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ef = fe = fäëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè f 2 Sn. Ëåãêî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ ïå-ðåñòàíîâêà f 2 Sn îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó f�1, òàêóþ ÷òî ff�1 =f�1f = e. Áóäåì íàçûâàòü åå ïåðåñòàíîâêîé, îáðàòíîé ê f . ×òîáû åå îïðåäå-ëèòü, äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ñòðîêè â çàïèñè ïåðåñòàíîâêè f . Íàïðèìåð,äëÿ f = � 1 2 3 4 53 4 2 1 5 �ïîëó÷àåì f�1 = � 3 4 2 1 51 2 3 4 5 � = � 1 2 3 4 54 3 1 2 5 �Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê f; g; h 2Sn âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (fg)h = f(gh) (1.6)fe = ef = f (1.7)



1.3. Ïåðåñòàíîâêè: ðàçëîæåíèå íà öèêëû, çíàê ïåðåñòàíîâêè 15ff�1 = f�1f = å (1.8)×òîáû îòðàçèòü ýòîò �àêò, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Sn îáðàçóåò ãðóïïó îòíî-ñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Ýòó ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷åñêîéãðóïïîé ñòåïåíè n. Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî G � Sn, äëÿ êîòîðîãî âûïîë-íåíû óñëîâèÿ f; g 2 G) fg 2 Gf 2 G) f�1 2 Gáóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê ñòåïåíè n.Êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó f 2 Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü ãðà�è÷åñêè ñ ïîìîùüþîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí X = f1; : : : ; ng, â êîòîðîì x! yòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) = y. Èç êàæäîé âåðøèíû x âûõîäèò â òî÷-íîñòè îäíî ðåáðî, à èìåííî hx; f(x)i. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì óáåæäàåìñÿ, ÷òîåäèíñòâåííûì ðåáðîì, âõîäÿùèì â âåðøèíó x, ÿâëÿåòñÿ hf�1(x); xi . Ëåãêî çà-ìåòèòü, ÷òî, âûõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû x0 è ðàññìàòðèâàÿ ïî î÷åðåäèâåðøèíû x1 = f(x0), x2 = f(x1); : : :, ìû äîéäåì ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâäî âåðøèíû x0, ò.å. xi = f(xi�1) = x0 äëÿ íåêîòîðîãî i � 1. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî íàø ãðà� ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ñ ðàçëè÷íûìèìíîæåñòâàìè âåðøèí, â ñóììå äàþùèõ âñå ìíîæåñòâî X . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âýòîì ðàçëîæåíèè ïîÿâëÿþòñÿ k öèêëîâa(i)0 ! a(i)1 ! : : :! a(i)ni�1 ! a(i)0 ; 1 = 1; : : : ; k:Êàæäîìó öèêëó ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêàfi = ha(i)0 a(i)1 : : : a(i)ni�1i ;íàçûâàåìàÿ òàêæå öèêëîì (äëèíû ni), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-çîì: fi �a(i)0 � = a(i)1 ; fi �a(i)1 � = a(i)2 ; : : : ; fi �a(i)ni�1� = a(i)0 ;fi(x) = x äëÿ x 2 Xnna(i)0 ; a(i)1 ; : : : ; a(i)ni+1oÍàøó ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè öèêëîâf = ha(1)0 a(1)1 : : : a(1)n1�1i ha(2)0 a(2)1 : : : a(2)n2�1i : : : ha(k)0 a(k)1 : : : a(k)nk�1iÒàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâêè áóäåì íàçûâàòü ðàçëîæåíèåì íà öèêëû.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêà f åñòü ïåðåñòàíîâêà òèïà h�1; : : : ; �ii, åñëè îíàñîäåðæèò â ðàçëîæåíèè íà öèêëû â òî÷íîñòè �i öèêëîâ äëèíû i, i = 1; 2; : : : ; n.



16 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÒèï h�1; : : : ; �ni îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ ñèìâîëè÷åñêè 1�1 : : : n�n (åñëè �i = 0, òîîïóñêàåòñÿ). Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêàf = � 1 2 3 4 5 6 77 5 1 4 2 3 6 �èìååò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå íà öèêëû:f = [1763℄[25℄[4℄;ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò òèï 112141. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 1.3. Ïàðóhai; aji, i < j, áóäåì íàçûâàòü èíâåðñèåé ïåðåñòàíîâêè ha1; : : : ; ani, åñëè ai > aj .Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè f 2 Sn îáîçíà÷èì ÷åðåç I(f) ÷èñëî åå èíâåðñèé,à òàêæå îïðåäåëèì çíàê ýòîé ïåðåñòàíîâêè ñëåäóþùèì îáðàçîì:sgn(f) = (�1)I(f):Ïåðåñòàíîâêó f íàçîâåì ÷åòíîé, åñëè sgn(f) = 1, è íå÷åòíîé, åñëè sgn(f) = �1.Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòè ïîíÿòèÿ íà ðÿäå ïðèìåðîâ. Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêàh1; : : : ; ni íå ñîäåðæèò íèêàêèõ èíâåðñèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, I(e) = 0, è äëÿ ëþ-áîãî n ýòà ïåðåñòàíîâêà áóäåò ÷åòíîé. Ïåðåñòàíîâêà hn; n � 1; : : : ; 1i ñîäåðæèòn(n � 1)=2 èíâåðñèé (÷èñëî âñåõ ïàð hi; ji, i 6= j, ðàâíî [n℄2 = n(n � 1), ïðè÷åìêàæäîé ïàðå hi; ji, i < j, ñîîòâåòñòâóåò ïàðà hj; ii, j > i). Òàêèì îáðàçîì, íàøàïåðåñòàíîâêà áóäåò ÷åòíîé äëÿ n âèäà 4k èëè 4k+1 è íå÷åòíîé â îñòàëüíûõ ñëó-÷àÿõ. Ïåðåñòàíîâêà h2; 4; 3; 5; 1i èìååò ñëåäóþùèå èíâåðñèè: h2; 1i, h4; 3i, h4; 1i,h3; 1i, h5; 1i, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.Çíàê ïåðåñòàíîâêè ìîæíî îïðå-
u1
u7 u3

u6 u5
u2 u46 - ?� 6? �����èñ. 1.3: �àçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè� 1 2 3 4 5 6 77 5 1 4 2 3 6 � íà öèêëû

äåëèòü ñ ïîìîùüþ íåïîñðåäñòâåí-íîãî ïîäñ÷åòà âñåõ èíâåðñèé, îä-íàêî òàêîé àëãîðèòì â îáùåì ñëó-÷àå òðåáóåò êîëè÷åñòâà øàãîâ òà-êîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ÷èñëî èí-âåðñèé, ò.å. ïî ìåíüøåé ìåðå
(n2).Îïèøåì òåïåðü àëãîðèòì ñëîæ-íîñòè O(n). Äëÿ ýòîé öåëè íàìïîíàäîáèòñÿ íåñêîëüêî ëåìì.Ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó, ÿâ-ëÿþùóþñÿ öèêëîì äëèíû 2, áóäåì íàçûâàòü òðàíñïîçèöèåé. Âàæíóþ ðîëü âäàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäóò èãðàòü òðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, ò.å.òðàíñïîçèöèè âèäà [i i+ 1℄.Ëåììà 1.5. Ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó f 2 Sn ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå ñóïåðïîçèöèè I(f) òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.



1.3. Ïåðåñòàíîâêè: ðàçëîæåíèå íà öèêëû, çíàê ïåðåñòàíîâêè 17Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî åñëè f èìååò âèä ha1; : : : ; aniè t = [i i+1℄, òî ñóïåðïîçèöèÿ ft èìååò âèä ha1; : : : ; ai�1; ai+1; ai; ai+2; : : : ; ani.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ri ÷èñëî èíâåðñèé, ðàñïîëîæåííûõ ïåðåä ýëåìåíòîì i:ri = jfj : j < i ^ aj > aigj :Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ha1; : : : ; ani ìû ìîæåì ïåðåñòàâèòü ýëåìåíò íà ïåðâóþïîçèöèþ, ïðîèçâåäÿ r1 òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ, çàòåì ýëåìåíò 2 ïåðå-ñòàâèòü íà âòîðóþ ïîçèöèþ, ïðîèçâåäÿ r2 òðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ èò.ä. Â êîíöå êîíöîâ ïîñëå r1+ : : :+rn = I(f) øàãîâ ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüh1; : : : ; ni. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ft1 : : : tI(f) = e, ãäå t1; : : : ; tI(f) � òðàíñïîçèöèè ñî-ñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Èòàê,f = (t1 : : : tI(f))�1 = t�1I(f) : : : t�11 ;÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû, ãäå t�1 = t äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðàíñïîçè-öèè. �Ëåììà 1.6. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåñòàíîâîê f; g 2 Snsgn(fg) = sgn(f) sgn(g):Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî g åñòü òðàíñïîçèöèÿ âèäà t = [i i+1℄. Åñëè f = ha1; : : : ; ani, òîft = ha1; : : : ; ai�1; ai+1; ai; ai+2; : : : ; aniè, î÷åâèäíî, I(ft) = � I(f) + 1; åñëè ai < ai+1I(f)� 1; åñëè ai > ai+1Â îáîèõ ñëó÷àÿõ sgn(ft) = �(�1)I(f) = � sgn(f). Ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêóg ìû ìîæåì íà îñíîâå ïðåäûäóùåé ëåììû ïðåäñòàâèòü â âèäå t1; : : : ; tk, ãäåt1; : : : ; tk ñóòü òðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ è k = I(g). Èìååìsgn(fg) = sgn(ft1; : : : ; tk) = � sgn(ft1; : : : ; tk�1) == (�1)k sgn(f) = sgn(g) sgn(f): �Ëåììà 1.7. Êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ åñòü íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà. Âîîáùåçíàê ïðîèçâîëüíîãî öèêëà äëèíû k ðàâåí (�1)k.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü h1; : : : ; i � 1; j; i + 1; : : : ; j � 1; i; j + 1; : : : ; ni ìîæíî ïðåîáðàçî-âàòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h1; : : : ; ni, ïðîèçâåäÿ ñïåðâà j � i òðàíñïîçèöèé [j �



18 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó1 j℄; [j � 2 j � 1℄; : : : ; [i i+ 1℄, à çàòåì (j � i)� 1 òðàíñïîçèöèé [i+ 1 i+ 2℄,[i + 2 i + 3℄; : : : ; [j � 1 j℄. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàíñïîçèöèÿ [i j℄ ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè (j� i)+(j� i)�1 = 2(j� i)�1 òðàíñïîçèöèéñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùèì ëåììàì, çíàê íàøåé òðàíñïîçèöèè[i j℄ ðàâåí (�1)2(j�i)�1 = �1.Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû åñòü ñëåäñòâèå ïåðâîé è òîãî �àêòà, ÷òî ïðîèçâîëüíûéöèêë [a1 : : : ak℄ åñòü ñóïåðïîçèöèÿ k � 1 òðàíñïîçèöèé:[a1 : : : ak℄ = [a1 a2℄[a2 a3℄ : : : [ak�1 ak℄ �Ëåììà 1.8. Çíàê ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè f òèïà 1�1 : : : n�n îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëîé sgn f = (�1)bn=2
Pj=1 �2jÄîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f èìååò â ðàçëîæåíèè íà öèêëû òî÷íî �i öèêëîâ äëèíûi, òî ïî ïðåäûäóùèì ëåììàìsgn(f) = nYi=1 �(�1)i�1��i = bn=2
Yi=1 (�1)�2j = (�1)�2+�4+::: �Çàìåòèì, ÷òî î ÷èñëå èíâåðñèé ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà X ìû ìîæåì ãîâî-ðèòü òîëüêî â ñëó÷àå X = f1; : : : ; ng, áîëåå îáùî: êîãäà íà ìíîæåñòâå X îïðåäå-ëåí ëèíåéíûé ïîðÿäîê. Îäíàêî çíàê ïåðåñòàíîâêè çàâèñèò òîëüêî îò åå òèïà è,ñëåäîâàòåëüíî, íå çàâèñèò îò òîãî, êàê óïîðÿäî÷åíî ìíîæåñòâî X . Îáåùàííûéý��åêòèâíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ çíàêà ïåðåñòàíîâêè îñíîâàí íà çíàíèè òèïàýòîé ïåðåñòàíîâêè è íà èñïîëüçîâàíèè ëåììû 1.8.Àëãîðèòì 1.9. (Îïðåäåëåíèå çíàêà ïåðåñòàíîâêè)Äàííûå: Ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà f 2 Sn, çàäàííàÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè �[1℄; : : : ; P [n℄ (P [i℄ = f(i)).�åçóëüòàò: Ïî çàâåðøåíèè ðàáîòû àëãîðèòìà s = sgn(f).1 begin2 s := 1;3 for i := 1 to n do ÍÎÂÛÉ[i℄:=èñòèíà;4 for i := 1 to n do5 if ÍÎÂÛÉ[i℄ then (*íàéäåí öèêë, ñîäåðæàùèé i*)6 begin j := P [i℄;7 while j 6= i do



1.4. �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê 198 begin ÍÎÂÛÉ[i℄:=ëîæü; s := �s; j := P [j℄;9 end;10 end;11 endÝòîò àëãîðèòì ïðîñìàòðèâàåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîçèöèè 1; : : : ; n ïåðåñòàíîâ-êè (öèêë 4) è êàæäûé ðàç, êîãäà ýëåìåíò P [i℄ íå áûë åùå ïðîàíàëèçèðîâàí(ÍÎÂÛÉ[i℄ = èñòèíà), âûÿâëÿåòñÿ öèêë, ê êîòîðîìó ýòîò ýëåìåíò ïðèíàäëå-æèò (áëîê 6). Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýòîò öèêë èìååò äëèíó k, òî öèêë 7 èñïîëíÿåòñÿk � 1 ðàç. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñïîëíåíèÿõ ýòîãî öèêëà çíàê ïåðåìåííîé sèçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k ÷åòíî. Ïåðâîíà-÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé s ðàâíî åäèíèöå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå îáíàðó-æåíèÿ âñåõ öèêëîâ s = (�1)p, ãäå ð åñòü ÷èñëî öèêëîâ ÷åòíîé äëèíû. Ïî ëåììå1.8 èìååì s = sgn(f).Ëåãêî òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìà â òî÷íîñòè ðàâíî n äëÿïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè f 2 Sn. ×òîáû ýòî äîêàçàòü, çàìåòèì, ÷òî ñóììàð-íîå ÷èñëî øàãîâ, èñïîëíÿåìûõ â öèêëå 4, íå ñ÷èòàÿ øàãîâ âî âíóòðåííåì áëîêå6, åñòü O(n). Ñóììàðíîå ÷èñëî øàãîâ, èñïîëíÿåìûõ â áëîêå 6 â ïðîöåññå ðàáîòûàëãîðèòìà, ðàâíî ñóììå äëèí âñåõ öèêëîâ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíî O(n). Ýòîäàåò îáùóþ ñëîæíîñòü O(n).1.4 �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîêÇàéìåìñÿ àëãîðèòìîì ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ n! ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíî-æåñòâà. Ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíî ìíîãî ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ[60℄). Îíà èìååò äàâíþþ èñòîðèþ, åå âîçíèêíîâåíèå ìîæíî îòíåñòè ê íà÷àëóXVII âåêà, êîãäà â Àíãëèè çàðîäèëîñü îñîáîå èñêóññòâî êîëîêîëüíîãî áîÿ, îñíî-âàííîãî, åñëè ãîâîðèòü óïðîùåííî, íà âûáèâàíèè íà n ðàçíûõ êîëîêîëàõ âñåõn! ïåðåñòàíîâîê [14℄, [74℄. Ïåðåñòàíîâêè ýòè ñëåäîâàëî âûáèâàòü ¾ïî ïàìÿòè¿,÷òî ñïîñîáñòâîâàëî ðàçðàáîòêå ñòîðîííèêàìè ýòîãî èñêóññòâà ïåðâûõ ïðîñòûõìåòîäîâ ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê (áåç ïîâòîðåíèé).Íåêîòîðûå èç ýòèõ íåçàñëóæåííî çàáûòûõ ìåòîäîâ áûëè ïåðåîòêðûòû â íàñòî-ÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì öè�ðîâûõ ìàøèí. Ýòî èñêóññòâî � õîòÿ èìàëî èçâåñòíîå â Ïîëüøå � ïðîñóùåñòâîâàëî äî íàøèõ äíåé, ïîñêîëüêó çíàìå-íèòàÿ ¾Êíèãà ðåêîðäîâ �èííåñà¿ [29℄ ñîäåðæèò óïîìèíàíèå î âûáèâàíèè âñåõ8! = 40320 ïåðåñòàíîâîê íà 8 êîëîêîëàõ â 1963 ãîäó; óñòàíîâëåíèå ýòîãî ðåêîðäàïîòðåáîâàëî 17 ÷àñîâ 58 1/2 ìèíóò! Êîíå÷íî, èñïîëüçîâàíèå öè�ðîâûõ ìàøèíïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü ïåðåñòàíîâêè çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, îäíàêî ðàçíèöà íåòàê óæ âåëèêà, êàê ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü � çà 18 ÷àñîâ äàæå ñàìàÿ áûñòðàÿ



20 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóìàøèíà íå ñìîæåò ïîëó÷èòü âñå ïåðåñòàíîâêè n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, åñëèn>13 (ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïåðåñòàíîâêè 8-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîëó-÷èòü â òå÷åíèå äîëè ñåêóíäû). Ýòî ïðîñòîå ñëåäñòâèå òîãî �àêòà, ÷òî n! ðàñòåòâåñüìà áûñòðî ñ ðîñòîì n.Â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèøåì òðè ðàçíûõ ìåòîäà ãåíåðèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè âñåõ n! ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîýëåìåíòû íàøåãî ìíîæåñòâà çàïîìèíàþòñÿ â âèäå ýëåìåíòîâ ìàññèâà P [1℄; : : : ; P [n℄.Âî âñåõ òðåõ ìåòîäàõ ýëåìåíòàðíîé îïåðàöèåé, êîòîðàÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ìàññè-âó P , ÿâëÿåòñÿ ïîýëåìåíòíàÿ òðàíñïîçèöèÿ, ò.å. îáìåí çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõP [i℄ è P [j℄, ãäå 1 � i; j � n. Ýòó îïåðàöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P [i℄ :=: P [j℄.Î÷åâèäíî, ÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíäpom := P [i℄;P [i℄ := P [j℄;P [j℄ := pom;ãäå pom åñòü íåêîòîðàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.Ïåðâûé èç ìåòîäîâ, êîòîðûé ìû îïèøåì, ëåã÷å âñåãî ïîíÿòü, åñëè â êà÷åñòâåïåðåñòàâëÿåìûõ ýëåìåíòîâ âçÿòü ÷èñëà 1; 2; : : : ; n. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïåðåñòàíî-âîê � áîëåå îáùî: íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n ñ ýëåìåíòàìèèç ìíîæåñòâà X = f1; : : : ; ng � îïðåäåëÿåòñÿ ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê:hx1; x2; : : : ; xni < hy1; y2; : : : ; yni , 9k � 1 (xk � yk ^ (xi = yi)8i < k)Çàìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî ÷èñåë 1; 2; : : : ; n âçÿòü áóêâû a; b; : : : ; z ñ åñòåñòâåí-íûì ïîðÿäêîì a < b < 
 < : : : < z, òî ëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿäîê îïðåäå-ëÿåò ñòàíäàðòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ñëîâà äëèíû n ïîÿâëÿþòñÿâ ñëîâàðå. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêèé ïîðÿ-äîê, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç <0, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî êàê î÷åðåäíîñòü ïîçèöèé âïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òàê è óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X îáðàòíû ïîîòíîøåíèþ ê èñõîäíûì:hx1; x2; : : : ; xni <0 hy1; y2; : : : ; yni , 9k � 1 (xk > yk ^ (xi = yi)8i < k)Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåì ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâà X = f1; 2; 3g â ëåêñèêîãðà-�è÷åñêîì (à) è àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì (á) ïîðÿäêå:(à) (á)1 2 3 1 2 31 3 2 2 1 32 1 3 1 3 22 3 1 3 1 23 1 2 2 3 13 2 1 3 2 1



1.4. �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê 21Àëãîðèòì ãåíåðèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâîê â àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêåñ�îðìóëèðîâàòü íåìíîãî óäîáíåå. Çàìåòèì ñ ýòîé öåëüþ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèå ñâîé-ñòâà, âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ:� (À1) Â ïåðâîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòû èäóò â ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, â ïîñëåäíåé � â óáûâàþùåé; äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäíÿÿ ïåðåñòàíîâ-êà � îáðàùåíèå ïåðâîé.� (À2) Íàøó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà n áëîêîâ äëèíû (n�1)!, ñîîòâåòñòâóþùèõ óáûâàþùèì çíà÷åíèÿì ýëåìåíòà â ïîñëåäíåé ïîçè-öèè. Ïåðâûå n�1 ïîçèöèé áëîêà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò p â ïîñëåäíåé ïîçè-öèè, îïðåäåëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ngnfpgâ àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.Ýòè ñâîéñòâà îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì:Àëãîðèòì 1.10. (�åíåðèðîâàíèå âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â àíòèëåêñèêî-ãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.)Äàííûå: n.�åçóëüòàò: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng â àíòè-ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.1. pro
edure REV ERSE(m);(*îáðàùåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P [1℄; : : : ; P [m℄, ìàññèâ P � ãëîáàëüíûé*)2. begin i := 1; j := m;3. while i < j do4. begin P [i℄ :=: P [j℄; i := i+ 1; j := j � 15. end6. end; (*REV ERSE*)7. pro
edure ANTY LEX(m); (*ìàññèâ P � ãëîáàëüíûé*)8. begin9. if m = 1 then (*P [1℄; : : : ; P [n℄ ñîäåðæèò íîâóþ ïåðåñòàíîâêó *)10. write(P [1℄; : : : ; P [n℄)11. else12. for i := 1 to m do13. begin ANTY LEX(m� 1);14. if i < m then15. begin P [i℄ :=: P [m℄; REV ERSE(m� 1)16. end17. end18. end; (*ANTY LEX*)



22 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó19. begin (* ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)20. for i := 1 to n do P [i℄ := i;21. ANTY LEX(n)22. end×òîáû ïîíÿòü, êàê ðàáîòàåò ýòîò àëãîðèòì, îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî âû-ïîëíåíèå ïðîöåäóðû REV ERSE(m) ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ î÷åðåäíîñòè â ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [m℄. ×òîáû äîêàçàòü ïðàâèëüíîñòü àëãî-ðèòìà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü èíäóêöèåé ïî m, ÷òî åñëè P [1℄ < : : : < P [m℄, òîâûçîâ ANTY LEX(m) ïðèâîäèò ê ãåíåðèðîâàíèþ âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâàfP [1℄; : : : ; P [m℄g â àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå (ïðè íåèçìåííûõ çíà÷åíè-ÿõ P [m+ 1℄; : : : ; P [n℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P [i℄ = ai, 1 � i � m, a1 < : : : < am, èðàññìîòðèì öèêë 12. Ý��åêò âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè ýòîãî öèêëà áóäåòñëåäóþùèé:P [1℄ P [2℄ : : : P [m� 2℄ P [m� 1℄ P [m℄a1 a2 am�2 am�1 amam�1 am�2 a2 a1 am (ïîñëå âûïîëíåíèÿANTY LEX(m� 1))am am�2 a2 a1 am�1 (ïîñëå òðàíñïîçèöèèP [1℄ :=: P [m℄)a1 a2 am�2 am am�1 (ïîñëå âûïîëíåíèÿREV ERSE(m� 1))(Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì î òîì, ÷òîANTY LEX(m � 1) êîððåêòíî ãåíåðèðóåò âñå ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâa1; : : : ; am�1 â àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå) Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì, èí-äóêöèåé ïî i, äîêàçûâàåì, ÷òî i-ÿ èòåðàöèÿ öèêëà 12 ïðèâîäèò ê ãåíåðèðîâàíèþâñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ a1; : : : ; am�i; am�i+2; : : : ; am ïðè P [m℄ = am�i+1.Ñîãëàñíî ñâîéñòâó À2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ANTY LEX(m) ãåíåðèðóåò âñå ïåðåñòà-íîâêè ýëåìåíòîâ ai; : : : ; am â àíòèëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèå P [i℄ = i, 1 � t � n, â íà÷àëå ðàáîòû ïðî-ãðàììû (ñì. ñòðîêà 20) áûëî ñóùåñòâåííî òîëüêî äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿðàáîòû àëãîðèòìà. Ñàì àëãîðèòì ñ�îðìóëèðîâàí â òåðìèíàõ ïîçèöèé, çíà÷å-íèÿ êîòîðûõ ïîäâåðãàþòñÿ èçìåíåíèÿì, è â íåì íè â êîåé ìåðå íå èñïîëüçóåòñÿñîäåðæàíèå ïåðåìåííûõ P [1℄; : : : ; P [n℄. �àññìîòðèì òåïåðü, ñêîëüêî òðàíñïîçè-öèé âûïîëíÿåò àëãîðèòì 1.10 ïðè ãåíåðèðîâàíèè êàæäîé ñëåäóþùåé ïåðåñòà-íîâêè. Ëåãêî îòìåòèòü, ÷òî ýòî ÷èñëî åñòü âåëè÷èíà ïåðåìåííàÿ: êàæäàÿ âòîðàÿïåðåñòàíîâêà ïîëó÷èëàñü çà ñ÷åò îäíîé òðàíñïîçèöèè P [1℄ :=: P [2℄, íî íàðÿäó ñíèìè èìåþòñÿ è òàêèå, êîòîðûå òðåáóþò b(n�1)=2
+1 = b(n+1)=2
 òðàíñïîçè-öèé. Õîòÿ ñðåäíåå ÷èñëî òðàíñïîçèöèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó,íåâåëèêî (ñì. çàäà÷ó 1.13), îäíàêî â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ëó÷øèì áûë áûàëãîðèòì, â êîòîðîì êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäó-



1.4. �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê 23ùåé ñ ïîìîùüþ âûïîëíåíèÿ îäíîé òðàíñïîçèöèè. Ýòî ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùå-ñòâåííûì â ñèòóàöèè, êîãäà ñ êàæäîé ïåðåñòàíîâêîé ñâÿçàíû íåêîòîðûå âû÷èñ-ëåíèÿ è êîãäà ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ÷àñòè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ äëÿ ïðåäûäóùåé ïåðåñòàíîâêè, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíûå ïåðåñòàíîâ-êè ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.Ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî òàêîé àëãîðèòì äåéñòâèòåëüíî âîçìîæåí. Åãî îñíîâíóþñõåìó ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû:1. pro
edure PERM(m); (*ìàññèâ P � ãëîáàëüíûé*)2. begin3. if m = 1 then (*P [1℄; : : : ; P [n℄ ñîäåðæèò íîâóþ ïåðåñòàíîâêó*)4. write(P [1℄; : : : ; P [n℄)5. else6. for i := 1 to m do7. begin PERM(m� 1);8. if i < m then P [B[m; i℄℄ :=: P [m℄9. end10. endÇàäà÷åé ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ ãåíåðèðîâàíèå âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåí-òîâ P [1℄; : : : ; P [n℄ ÷åðåç ïîñëåäîâàòåëüíîå ãåíåðèðîâàíèå âñåõ ïåðåñòàíîâîê ýëå-ìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [n�1℄ è çàìåíó ýëåìåíòà P [n℄ íà îäèí èç ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [n�1℄, îïðåäåëÿåìûé èç ìàññèâà B[m; i℄, 1 � i < m � n. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ òîãî÷òîáû ýòà ñõåìà ðàáîòàëà ïðàâèëüíî, ìû äîëæíû îïðåäåëèòü ìàññèâ B òàê,÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ P [B[m; i℄℄ :=: P [m℄ â ñòðîêå8 ââîäèëà áû íîâûé ýëåìåíò â P [n℄. Ïðåäñòàâèì òåïåðü àëãîðèòì, â êîòîðîìçíà÷åíèå B[m; i℄ âû÷èñëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè êàê �óíêöèÿ îò m è i [44℄Àëãîðèòì 1.11 (�åíåðèðîâàíèå âñåõ ïåðåñòàíîâîê çà ìèíèìàëüíîå ÷èñëîòðàíñïîçèöèé.)Äàííûå: n.�åçóëüòàò: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, â êîòî-ðîì êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ ïåðåñòàíîâêà îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ïóòåì âû-ïîëíåíèÿ îäíîé òðàíñïîçèöèè.1. pro
edure B(m; i);2. begin3. if (m mod 2=0) and (m > 2) then4. if i < m� 1 then B := i5. else B := m� 26. else B := m� 17. end; (*B*)8. pro
edure PERM(m); (* ìàññèâ P � ãëîáàëüíûé*)



24 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó9. begin10. if m = 1 then (*P [1℄; : : : ; P [m℄ � íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà*)11. write (P [1℄; : : : ; P [n℄)12. else13. for i := 1 to m do14. begin PERM(m� 1);15. if i < m then P [B(m; i)℄ :=: P [m℄16. end17. end; (*PERM*)18. begin (* ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)19. for i := 1 to n do P [i℄ := i;20. PERM(n)21. endÎòìåòèì, ÷òî äëÿ íå÷åòíîãî m òðàíñïîçèöèÿ â ñòðîêå 15 ñâîäèòñÿ ê P [m�1℄ :=: P [m℄, äëÿ êàæäîãî i < m äëÿ ÷åòíîãî m çíà÷åíèå P [m℄ ìåíÿåòñÿ ïî-ñëåäîâàòåëüíî íà çíà÷åíèÿ P [1℄; P [2℄; : : : ; P [m� 3℄; P [m� 2℄; P [m� 1℄ (P [1℄ äëÿm� 2).Äëÿ êàæäîãî m � 1 îïðåäåëèì ïåðåñòàíîâêó 'm ñëåäóþùèì îáðàçîì:'m(i) = èíäåêñ j, òàêîé ÷òî P [j℄ ñîäåðæèò íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðå-ìåííîé P [i℄ ïîñëå âûïîëíåíèÿ PERM(m).Íàïðèìåð, åñëè ñíà÷àëà ïåðåìåííûå P [1℄; : : : ; P [4℄ ñîäåðæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü1 2 3 4, òî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ PERM(4) ýòà ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü èçìåíèòñÿ íà 4 1 2 3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî '4 ÿâëÿåòñÿ öèêëîì 1 2 3 4.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî àëãîðèòì 1.11 êîððåêòåí; òî÷íåå, äîêàæåì äëÿ êàæäîãîm � 1 âûïîëíèìîñòü ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:Óñëîâèå Wm. Âûïîëíåíèå PERM(m) âûçûâàåò ãåíåðèðîâàíèå âñåõ ïåðåñòà-íîâîê ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [m℄, ïðè÷åì 'm åñòü òðàíñïîçèöèÿ [m m� 1℄, åñëèm íå÷åòíîå (m > 1), èëè öèêë [1 2 : : :m℄, åñëè m ÷åòíî.Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ èíäóêöèåé ïîm òàê, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåò-ñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè ðåêóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ. Ëåãêî óáåäèòüñÿíåïîñðåäñòâåííî, ÷òî óñëîâèÿW1 èW2 âûïîëíÿþòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m � 3.Äîêàæåì âûïîëíèìîñòü Wm, ïðåäïîëàãàÿ èñòèííîñòü Wm�1. Äîêàçàòåëüñòâîðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷åòíîå m èëè íå÷åòíîå.Ñëó÷àé 1, m íå÷åòíîå. Â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûïîëíåíèåPERM(m�1) â ñòðîêå 14 ïðèâîäèò êàæäûé ðàç ê ñäâèãó çíà÷åíèé P [1℄; : : : ; P [m�1℄ âäîëü öèêëà [1 2 : : :m� 1℄. Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîçèöèÿ P [m℄ :=: P [m� 1℄â ñòðîêå 15 âûáèðàåò êàæäûé ðàç ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû â P [m℄. Åñëè âíà÷àëåP [i℄ = ai, 1 � i � m, òî â P [m℄ ïîìåùàþòñÿ ïîî÷åðåäíî ýëåìåíòû am, am�2,



1.4. �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê 25×èñëî âûïîëíåííûõèòåðàöèé öèêëà 13 P [1℄ P [2℄ P [m� 3℄ P [m� 2℄ P [m� 1℄ P [m℄0 a1 a2 am�3 am�2 am�1 am1 am a2 am�3 am�1 am�2 a12 am a1 am�3 am�2 am�1 a2: : :m� 3 am a1 am�4 am�1 am�2 am�3m� 2 am a1 am�4 am�3 am�1 am�2m� 1 am a1 am�4 am�2 am�3 am�1m am a1 am�4 am�3 am�2 am�1Òàáëèöà 1.1: Èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ P [1℄; : : : ; P [m℄ âî âðåìÿ âûïîëíå-íèÿ ïðîöåäóðû PERM(m) ïðè m ÷åòíîìam�3, . . . , a1, am�1. Ñëåäîâàòåëüíî, PERM(m) ãåíåðèðóåò âñå ïåðåñòàíîâêèýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [m℄.Çàìåòèì, ÷òî ñäâèã P [1℄; : : : ; P [m � 1℄ âäîëü öèêëà [1 2 : : :m � 1℄, à çàòåìâûïîëíåíèå òðàíñïîçèöèè P [m℄ :=: P [m�1℄ ýêâèâàëåíòíî ñäâèãó P [1℄; : : : ; P [m℄âäîëü öèêëà [1 2 : : :m�3 m�2 m m�1℄ äëèíû m. Åñëè áû òðàíñïîçèöèÿâ ñòðîêå 15 âûïîëíÿëàñü äëÿ êàæäîãî i � m, òî âûïîëíåíèå öèêëà 13 âûçâàëîáû âîçâðàùåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ íà ñâîè èñõîäíûå ìåñòà. Â äåéñòâèòåëüíîñòèæå ïîñëåäíÿÿ òðàíñïîçèöèÿ äëÿ i = n íå âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, 'm =[m;m� 1℄.Ñëó÷àé 2, m ÷åòíîå. Ïðîñëåäèì çà ñîäåðæàíèåì ìàññèâà P âî âðåìÿ èñïîë-íåíèÿ PERM(m). Èçìåíåíèÿ, êîòîðûì ïîäâåðãàåòñÿ îí, ïðåäñòàâëåíû â òàáë.1.1. Èç ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ïîÿâëÿåòñÿ â P [m℄, ñëåäî-âàòåëüíî, PERM(m) ãåíåðèðóåò âñå ïåðåñòàíîâêè, è ÷òî 'm ÿâëÿåòñÿ öèêëîì[1 2 : : :m℄. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè àëãîðèòìà òåì ñàìûì çàêîí÷åíî.Àëãîðèòì 1.11 îáëàäàåò îäíèì ñâîéñòâîì, êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåç-íûì â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû èùåì ïåðåñòàíîâêó,óäîâëåòâîðÿþùóþ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Â òàêîé ñèòóàöèè, åñëè äëÿ íåêîòî-ðîãî m çíà÷åíèÿ P [m+1℄; : : : ; P [n℄ íå óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì îãðàíè÷åíèÿì,òî íåò íåîáõîäèìîñòè â âûçîâå PERM(m) è â ïðîõîæäåíèè âñåõ m! ïåðåñòàíî-âîê ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [m℄. Ýòè ïåðåñòàíîâêè ìû ìîæåì îïóñòèòü, âûïîëíÿÿïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [m℄, îáîçíà÷àåìóþ ÷åðåç 'm. Çàìåòèì, ÷òîïåðåñòàíîâêè 'm èìåþò â íàøåì ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòóþ �îðìó.Ïîñëåäíèé àëãîðèòì ãåíåðèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûé ìû çäåñü ïðåä-ñòàâëÿåì, ñòðîèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â êîòîðîé ðàçíèöà ìåæäó äâóìÿ ïîñëå-äîâàòåëüíûìè ïåðåñòàíîâêàìè åùå ìåíüøå: êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ îáðàçóåòñÿ èçïðåäûäóùåé ñ ïîìîùüþ îäíîêðàòíîé òðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. Ýòîò



26 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó(à) (á) (â)1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 42 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 41 3 2 4 2 3 1 4 2 3 1 43 1 2 4 3 2 1 4 2 3 4 12 3 1 4 3 1 2 4 3 2 4 13 2 1 4 1 3 2 4 3 2 1 41 2 4 3 4 3 2 1 3 1 2 42 1 4 3 3 4 2 1 1 3 2 41 4 2 3 3 2 4 1 1 3 4 24 1 2 3 2 3 4 1 3 1 4 22 4 1 3 2 4 3 1 3 4 1 24 2 1 3 4 2 3 1 3 4 2 11 3 4 2 4 1 3 2 4 3 2 13 1 4 2 1 4 3 2 4 3 1 21 4 3 2 1 3 4 2 4 1 3 24 1 3 2 3 1 4 2 1 4 3 23 4 1 2 3 4 1 2 1 4 2 34 3 1 2 4 3 1 2 4 1 2 32 3 4 1 4 2 1 3 4 2 1 33 2 4 1 2 4 1 3 4 2 3 12 4 3 1 2 1 4 3 2 4 3 14 2 3 1 1 2 4 3 2 4 1 33 4 2 1 1 4 2 3 2 1 4 34 3 2 1 4 1 2 3 1 2 4 3�èñ. 1.4: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ: à) àëãîðèò-ìà 1.10; á) àëãîðèòìà 1.11; â) àëãîðèòìà 1.12àëãîðèòì îáû÷íî ïðèïèñûâàåòñÿ Äæîíñîíó [38℄ è Òðîòòåðó [68℄. Åãî èäåþ ëåã÷åâñåãî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðèìåðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå ïîñòðîåíà ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ 2; 3; : : : ; n, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì,íàïðèìåð: 2 3, 3 2 äëÿ n = 3. Òîãäà òðåáóåìóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîêýëåìåíòîâ 1; 2; : : : ; n ïîëó÷èì, âñòàâëÿÿ ýëåìåíò 1 âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìèâ êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ 2; 3; : : : ; n. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷àåì1 2 32 1 32 3 13 2 13 1 21 3 2Â îáùåì âèäå ýëåìåíò 1 ïîìåùàåòñÿ ìåæäó ïåðâîé è ïîñëåäíåé ïîçèöèÿìè ïî-ïåðåìåííî âïåðåä è íàçàä (n � 1)! ðàç. Íà îñíîâå ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî



1.4. �åíåðèðîâàíèå ïåðåñòàíîâîê 27ëåãêî ïîëó÷èòü ðåêóðñèâíûé àëãîðèòì, ãåíåðèðóþùèé òðåáóåìóþ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n. Îäíàêî ýòîò ìåòîä, ïðèìåíåííûéíåïîñðåäñòâåííî, èìååò íåäîñòàòîê: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ñòðîèòñÿ¾öåëèêîì¿ è òîëüêî ïîñëå îêîí÷àíèÿ âñåãî ïîñòðîåíèÿ åå ìîæíî ñ÷èòûâàòü.Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå òàêîãî òèïà ïîòðåáîâàëî áû îãðîìíîãî îáúåìà ïàìÿòè.Ïîýòîìó ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì íåðåêóðñèâíûé âàðèàíò ýòîãî àëãîðèòìà. Â ýòîìâàðèàíòå äëÿ êàæäîãî i, 1 � i < n, áóëåâà ïåðåìåííàÿ PR[i℄ ñîäåðæèò èí�îð-ìàöèþ î òîì, ïåðåíîñèòñÿ ëè ýëåìåíò i âïåðåä (PR[i℄=èñòèíà) èëè æå íàçàä(PR[i℄=ëîæü), ïåðåìåííàÿ æå C[i℄ ïîêàçûâàåò, êàêóþ èç âîçìîæíûõ n� i� 1ïîçèöèé ýëåìåíò 1 çàíèìàåò îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ i+ 1; : : : ; n íà ñâîåì ïóòèâïåðåä èëè íàçàä. Ïîçèöèþ ýëåìåíòà 1 â òàáëèöå P îïðåäåëÿåì íà îñíîâàíèè åãîïîçèöèè â áëîêå, ñîäåðæàùåì i; i+1; : : : ; n, à òàêæå íà îñíîâàíèè ÷èñëà ýëåìåí-òîâ èç 1; 2; : : : ; i� 1, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñëåâà îò ýòîãî áëîêà. Ýòî ÷èñëî, áóäó÷èçíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x, âû÷èñëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ýëåìåíòîâ j < i, êîòîðûå, äâè-ãàÿñü íàçàä, äîñòèãëè áû ñâîåãî êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ (C[j℄ = n � j + 1,PR[j℄=ëîæü). Êàæäàÿ íîâàÿ ïåðåñòàíîâêà îáðàçóåòñÿ òðàíñïîçèöèåé ñàìîãîìåíüøåãî èç ýëåìåíòîâ j, êîòîðûé íå íàõîäèòñÿ â ãðàíè÷íîì ïîëîæåíèè (ò.å.,C[j℄ < n� j + 1) ñ åãî ëåâûì èëè ïðàâûì ñîñåäîì. Ýòî ðåàëèçóåò ïðèâåäåííûéíèæå àëãîðèòì. Äîêàçàòåëüñòâî åãî ïðàâèëüíîñòè ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ.Àëãîðèòì 1.12. (�åíåðèðîâàíèå âñåõ ïåðåñòàíîâîê ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîìòðàíñïîçèöèé ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ)Äàííûå: n.�åçóëüòàò: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, â êîòî-ðîé êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ îäíîêðàòíîéòðàíñïîçèöèè ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ.
1. begin2. for i := 1 to n do3. begin P [i℄ := i; C[i℄ := 1; PR[i℄:=èñòèíà;4. end;5. C[n℄ := 0; (*òàê, ÷òîáû C[i℄ 6= n� i+ 1 â ñòðîêå 10 äëÿ i = n*)6. write(P [1℄; : : : ; P [n℄);7. i := 1;



28 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó8. while i < n do9. begin i := 1; x := 0;10. while C[i℄ = n� i+ 1 do11. begin PR[i℄:=not PR[i℄; C[i℄ := 1;12. if PR[i℄ then x := x+ 1;13. i := i+ 114. end;15. if i < n then16. begin (* âûïîëíåíèå òðàíñïîçèöèè *)17. if PR[i℄ then k := C[i℄ + x;18. else k := n� i+ 1� C[i℄ + x;19. P [k℄ :=: P [k + 1℄;20. write(P [1℄; : : : ; P [n℄);21. C[i℄ := C[i℄ + 122. end23. end24. end
Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì àëãîðèòìå, êàê è â äâóõ ïðåäûäóùèõ, íå èñïîëüçóåòñÿ íèâ êàêîé ìåðå çíàíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ P [1℄; : : : ; P [n℄. Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàêäàííûå ïåðåìåííûå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ñòðîêå 19 (åñëè íå ñ÷èòàòü èíèöèàëè-çàöèè â ñòðîêå 3 è âûâîäà ðåçóëüòàòîâ).Íà ðèñ. 1.4 ïðåäñòàâëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííûå äëÿn = 4 ïðè ïîìîùè àëãîðèòìîâ 1.10, 1.11 è 1.12.Óêàæåì â çàêëþ÷åíèå îäíó ëþáîïûòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.12. �àññìîòðèì ñ ýòîé öåëüþ ãðà� Gn,âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò âñåì ïåðåñòàíîâêàì ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng èâ êîòîðîì äâå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòàíîâêàì f è g, ñîåäèíåíû ðå-áðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g îáðàçóåòñÿ èç f îäíîêðàòíîé òðàíñïîçèöèåéñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ (òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà â òî÷íîñòè ñn � 1 äðóãèìè âåðøèíàìè). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðå-ñòàíîâîê, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 1.12, ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâóïóòè â Gn, ò.å. ïóòè, ñîäåðæàùåìó êàæäóþ âåðøèíó ãðà�à â òî÷íîñòè îäèí ðàç.Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 1.5 äëÿ n = 3 è n = 4.



1.5. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè, ... 29

�èñ. 1.5: Èíòåðïðåòàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííîé ñ ïîìî-ùüþ àëãîðèòìà 1.121.5 Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ñ ïî-âòîðåíèÿìè, ãåíåðèðîâàíèå ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâàÊàæäîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî X = fx1; : : : ; xng èìååò â òî÷íîñòè 2n ïîä-ìíîæåñòâ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó Y � Xñîïîñòàâèòü áèíàðíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ò.å. ñ ÷ëåíàìè 0 èëè 1) b1; b2; : : : ; bn,îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:bi = � 0; åñëè xi =2 Y;1; åñëè xi 2 Y:Òåì ñàìûì ìû óñòàíàâëèâàåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëå-ìåíòàìè ìíîæåñòâà }(X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X è âñåìè áèíàðíûìèïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëèíû n. ×èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â òî÷íîñòèðàâíî 2n, à çíà÷èò â ñèëó óñòàíîâëåííîãî ñîîòâåòñòâèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîj}(X)j = 2n.Îïðåäåëåííàÿ íàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1b2 : : : bn ñòàíîâèòñÿ óäîáíûì ìà-øèííûì ïðåäñòàâëåíèåì ïîäìíîæåñòâà Y , îñîáåííî â ñèòóàöèè, êîãäà ìîùíîñòüìíîæåñòâà X íåâåëèêà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1b2 : : : bn ìîæåò áûòü çàêîäèðîâà-íà â âèäå îäíîãî ìàøèííîãî ñëîâà. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîäñêàçûâàåò ïðîñòîé



30 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóìåòîä ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ áè-íàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn�1bn�2 : : : b0 ñîîòâåòñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîìóöåëîìó ÷èñëó èç èíòåðâàëà 0 � r � 2n�1, à èìåííî ÷èñëó r =Pn�1i=0 bi2i, äëÿ êî-òîðîãî bn�1bn�2 : : : b0 åñòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå. Ýòî ÷èñëî áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç [bn�1bn�2 : : : b0℄. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àòü âñå÷èñëà èç èíòåðâàëà 0 � r � 2n�1 (íà÷èíàÿ, íàïðèìåð, ñ 0 è äîáàâëÿÿ 1 íà êàæ-äîì øàãå), à èõ äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äàäóò âñå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà. Ýòîò ìåòîä îñîáåííî âûãîäåí äëÿ ðåàëèçàöèè íà âíóòðåííåì ÿçûêåìàøèíû.Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ íàì âàæíî, ÷òîáû êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîëó÷åííîåïîäìíîæåñòâî íàèìåíüøèì îáðàçîì îòëè÷àëîñü îò ïðåäûäóùåãî. Îáúÿñíåíèåïîëåçíîñòè àëãîðèòìà òàêîãî òèïà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àëãîðèòìîâ1.11 è 1.12 ãåíåðèðîâàíèÿ ïåðåñòàíîâîê: ïðè ïðîâåäåíèè ðåàëüíûõ âû÷èñëå-íèé, ñâÿçàííûõ ñ êàæäûì ïîëó÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì, èìååòñÿ âîçìîæíîñòüèñïîëüçîâàòü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðåäûäóùåãî ïîäìíîæå-ñòâà. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà äâî-è÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåìûå ïîäìíîæåñòâà ìîãóòñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà: íàïðèìåð, ïîñëå (n � 1)-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-ñòâà, îòâå÷àþùåãî ÷èñëó 011 : : :1, èäåò îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, îòâå÷àþùåå÷èñëó 100 : : :0.Îïèøåì òåïåðü äðóãîé ìåòîä, ïðè êîòîðîì êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîäìíîæå-ñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äîáàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì îäíîãî ýëåìåí-òà. Îïèðàåòñÿ îí íà ñëåäóþùåå ïðîñòîå íàáëþäåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüC1; C2; : : : ; Cm ñîäåðæèò âñå m = 2k áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû k,ïðè÷åì Ci îòëè÷àåòñÿ îò Ci+1 â òî÷íîñòè â îäíîé êîîðäèíàòå (i = 1; : : : ;m� 1),òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüC10; C20; : : : ; Cm0; Cm1; Cm�11; : : : ; C11ñîäåðæèò âñå áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû k + 1, ïðè÷åì êàæäûå äâåñîñåäíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò îòëè÷àòüñÿ â òî÷íîñòè â îäíîé êîîðäèíà-òå. Ýòèì íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûé àëãîðèòì ðåêóððåíòíîãî ïî-ñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ ïîäìíîæåñòâ. Ïîëó÷àåìàÿ ýòèì ñïîñîáîì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü C1; : : : ; C2n íàçûâàåòñÿ áèíàðíûì êîäîì �ðýÿ ïîðÿäêà n. Îïè-øåì òåïåðü íåðåêóððåíòíóþ âåðñèþ ýòîãî àëãîðèòìà.Àëãîðèòì 1.13. (�åíåðèðîâàíèå âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-ñòâà.)Äàííûå: n.�åçóëüòàò: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,â êîòîðîé êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äî-áàâëåíèåì èëè óäàëåíèåì åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà. Êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ïðåä-



1.5. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè, ... 31ñòàâëÿåòñÿ áèíàðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ B[1℄; : : : ; B[n℄.1. begin2. for i := 1 to n do B[i℄ := 0; (*ïóñòîå ìíîæåñòâî*)3. i := 0; (* i=÷èñëó ñãåíåðèðîâàííûõ äî ýòîãî ìîìåíòà ïîäìíîæåñòâ*)4. repeat5. write(B[1℄; : : : ; B[n℄);6. i := i+ 1; p := 1; j := i;7. while j mod 2=0 do8. begin (*j2p�1 = i*)9. j = j=2; p := p+ 110. end; (*p = Q(i) + 1*)11. if p � n then B[p℄ := 1�B[p℄ (*ñìåíà ïîçèöèè p*)12. until p > n13. end Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî îïèñàííûé àëãîðèòì äåé-0 0 0 01 0 0 01 1 0 00 1 0 00 1 1 01 1 1 01 0 1 00 0 1 00 0 1 11 0 1 11 1 1 10 1 1 10 1 0 11 1 0 11 0 0 10 0 0 1�èñ. 1.6: Ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ìíîæåñòâ, ïîðî-æäåííûõ àëãîðèòìîì 1.13äëÿ n = 4

ñòâèòåëüíî ãåíåðèðóåò âñå áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè äëèíû n. Ïóñòü Q(i) îáîçíà÷àåò íàèáîëüøóþñòåïåíü äâîéêè, êîòîðàÿ äåëèò i. Åñëè ìû ïðåäñòà-âèì i â äâîè÷íîì âèäå êàê i = [bnbn�1 : : : b1℄, òî,î÷åâèäíî, èìååì Q(i) + 1 = minfj : bj = 1g. Ïîêà-æåì âíà÷àëå, ÷òî ïîñëå âûõîäà èç âíóòðåííåãî öèê-ëà 7 áóäåì èìåòü p = Q(i) + 1. Ñ ýòîé öåëüþ çàìå-òèì, ÷òî äî âõîäà â öèêë j2p�1 = i (ãäå p = 1, j = i)è êàæäàÿ èòåðàöèÿ öèêëà íå íàðóøàåò ýòîãî ðàâåí-ñòâà (òàê êàê (j=2)2(p+1)�1 = j2p�1. Ïîñëå âûõîäàèç öèêëà j íå÷åòíî, ñëåäîâàòåëüíî,Q(i) = p�1, ò.å.äåéñòâèòåëüíî p = Q(i) + 1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,÷òî k < n è ÷òî â ïåðâûõ 2k èòåðàöèÿõ öèêëà 3áûëè ïîëó÷åíû âñå 2k áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè b1b2 : : : bn, òàêèå ÷òî bk+1 = : : : = bn = 0 (ýòîî÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî äëÿ k = 0). Â ïîñëåäíåé èçýòèõ 2k èòåðàöèé ïåðåìåííàÿ i ïðèíèìàåò çíà÷å-íèå 2k (ñòðîêà 7). Ïåðåìåííàÿ p ïîëó÷àåò çíà÷å-íèå Q(2k) + 1 = k + 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàñòóïàåòèçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé B[k + 1℄ ñ 0 íà 1.�àññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüQ(2k + 1) + 1; Q(2k + 2) + 1; : : : ; Q(2k+1) + 1 (1.9)



32 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêót t-0 1n = 1 t ttt - 6�00 101101 n = 2
t ttt t ttt- 6������� - ?���� ������000 100110010 011 111101001n = 3 t ttt t ttt
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n = 4�èñ. 1.7: �àìèëüòîíîâû ïóòè â n-ìåðíûõ êóáàõçíà÷åíèé ïåðåìåííîé p, ñãåíåðèðîâàííûõ â ïîñëåäóþùèõ 2k èòåðàöèÿõ öèê-ëà 3. Îòìåòèì, ÷òî Q(2k + m) = Q(2k � m) äëÿ 0 � m � 2k � 1 (ýòîò �àêòñòàíîâèòñÿ îñîáåííî î÷åâèäíûì, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëîæåíèå ÷èñåë 2k +m è2k�m, çàïèñàííûõ â äâîè÷íîé �îðìå). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.9) ÿâëÿåòñÿ çåð-êàëüíûì îòîáðàæåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ïåðåìåííîé p, ïîëó÷åí-íûõ â ïåðâûõ 2k èòåðàöèÿõ öèêëà 3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòèB[1℄; B[2℄; : : : ; B[k℄, ïîëó÷åííûå â ïåðâûõ 2k èòåðàöèÿõ, ïîÿâëÿþòñÿ â îáðàòíîìïîðÿäêå â ïîñëåäóþùèõ 2k èòåðàöèÿõ. Ýòî äàåò âñå áèíàðíûå ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè b1b2 : : : bn, òàêèå, ó êîòîðûõ bk+1 = : : : = bn = 0, ïîëó÷åííûå â ïåðâûõ2k+1 èòåðàöèÿõ. Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî íàø àëãîðèòì ãåíåðèðóåò âñå áè-íàðíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n â òàêîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è ïðåäûäóùèéðåêóðñèâíûé àëãîðèòì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïî-ìîùè àëãîðèòìà äëÿ n = 4, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.6.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ãåíåðèðîâà-íèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïîäìíîæåñòâà (íå ñ÷èòàÿ ïðîöåäóðû íàïèñàíèÿ ýòîãîïîäìíîæåñòâà), îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò n (ñì. çàäà÷ó 1.21). Ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.13, ìîæíîòàê æå, êàê ìû ýòî äåëàëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííûõñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.12, ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ãðà�å, âåðøèíû êîòîðîãîñîîòâåòñòâóþò áèíàðíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì äëèíû n è äâå âåðøèíû êîòîðî-



1.5. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà, ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè, ... 33ãî ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àþòñÿ âòî÷íîñòè â îäíîé ïîçèöèè. Òàêîé ãðà� áóäåì íàçûâàòü (äâîè÷íûì) n-ìåðíûìêóáîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ íàøåãî àë-ãîðèòìà, ñîîòâåòñòâóåò ãàìèëüòîíîâó ïóòè â ýòîì ãðà�å. Íà ðèñ. 1.7 ýòî ïðîäå-ìîíñòðèðîâàíî äëÿ n = 1; 2; 3; 4.Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ áîëåå åñòåñòâåííûì, íåæåëè ïîíÿòèå ìíîæåñòâà,ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñ ïîâòîðåíèÿìè. Êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðå-íèÿìè ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ â ýòîì ìíîæåñòâå íåñêîëüêî ðàç, ÷èñëî ýòèõ âõîæäå-íèé ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è íîñèò íàçâàíèå êðàòíîñòè ýëåìåíòà â ìíîæåñòâå.Ìíîæåñòâî ñ ïîâòîðåíèÿìè, ñîäåðæàùåå, íàïðèìåð, ýëåìåíò a êðàòíîñòè 2, ýëå-ìåíò b êðàòíîñòè 3 è ýëåìåíò 
 êðàòíîñòè 1, áóäåì îáîçíà÷àòü (a; a; b; b; b; ñ) èëè(2 � a; 3 � b; 1 � ñ). Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ íå ñóùåñòâåí:(a; a; b; b; b; 
) = (b; a; b; a; 
; b) = : : :Ñóùåñòâåííà òîëüêî êðàòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòà � èìååì(a; a; b; b; b; 
) 6= (a; b; 
)â îòëè÷èå îò ðàâåíñòâà ìíîæåñòâfa; a; b; b; b; 
g = fa; b; 
g:Åñëè â íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ñ ïîâòîðåíèÿìè êðàòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðàâíà åäèíèöå, òî, î÷åâèäíî, ìû ìîæåì îòîæäåñòâëÿòü åãî ñ îáû÷íûì ìíîæå-ñòâîì. Ïóñòü A, B � äâà ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Aåñòü ïîäìíîæåñòâî B (îáîçíà÷åíèå A � B), åñëè êðàòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàâ A íå áîëüøå êðàòíîñòè ýòîãî ýëåìåíòà â B. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñ ïîâòî-ðåíèÿìè, ñîäåðæàùåå r ðàçíûõ ýëåìåíòîâ x1; : : : ; xr ñ êðàòíîñòÿìè k1; : : : ; krñîîòâåòñòâåííî. ×èñëî jX j = k1 + : : :+ kr áóäåì íàçûâàòü ìîùíîñòüþ X . Êàæ-äîìó ïîäìíîæåñòâó A � X îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòühm1; : : : ;mri; 0 � m1 � k1; : : : ; 0 � mr � kr; (1.10)ãäå mi îáîçíà÷àåò êðàòíîñòü ýëåìåíòà Xi â A. Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A � X ðàâíî(k1 + 1)(k2 + 1) : : : (kr + 1): (1.11)Ýòè ïîäìíîæåñòâà, à òî÷íåå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.10),ìîæíî ãåíåðèðîâàòü ñïîñîáîì, ïîäîáíûì òîìó, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí â
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�èñ. 1.8: �àìèëüòîíîâ ïóòü â ãðà�å, ñîîòâåñòâóþùåì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâàñ ïîâòîðåíèÿìè (x1; x1; x2; x3; x3)àëãîðèòìå 1.13. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüC1; C2; : : : ;Ñm ñîäåðæèò âñå p = (k1 +1)(k2 +1) : : : (ks +1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåém1; : : : ;ms, 0 � m1 � k1; : : : ; 0 � ms � ks, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüC10; C20; : : : ; Cp0; Cp1; Cp�11; : : : ; C11; C12; C22; Cp2; Cp3; : : : (1.12)äëèíû p(ks+1 + 1) ñîäåðæèò âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hm1; : : : ;ms+1i, 0 � m1 �k1; : : : ; 0 � ms+1 � ks+1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ, ïî-ëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ, áóäåò îáëàäàòü òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òîêàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî äîáàâëåíèåìèëè óäàëåíèåì îäíîãî ýëåìåíòà. Ïðåäîñòàâëÿÿ ÷èòàòåëþ èñêëþ÷èòü ðåêóðñèþèç ýòîãî àëãîðèòìà, ïðîèëëþñòðèðóåì åãî ñ ïîìîùüþ ãàìèëüòîíîâà ïóòè â íåêî-òîðîì ãðà�å (ðèñ. 1.8). Ýòîò ðèñóíîê èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê æå, êàê è ðèñ. 1.7.1.6 k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, áèíîìèàëüíûå êî-ý��èöèåíòû×èñëî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà áóäåì îáîçíà-÷àòü �nk�. Ñèìâîë �nk� íàçûâàåòñÿ áèíîìèàëüíûì êîý��èöèåíòîì, èñõîäÿ èç ñëå-



1.6. k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû 35äóþùåé �îðìóëû äëÿ n-é ñòåïåíè áèíîìà x+ y:(x+ y)n = nXk=0�nk�xkyn�k (1.13)×òîáû óáåäèòüñÿ â èñòèííîñòè ýòîé �îðìóëû, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êî-ý��èöèåíò ïðè xkyn�k ðàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè èç n ñîìíîæèòåëåé(x+ y) : : : (x+ y) ìîæíî âûáðàòü k ñîìíîæèòåëåé.Î÷åâèäíî, �nk� = 0 äëÿ k > n. Íàïîìíèì, ÷òî k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâàn-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íàçûâàëèñü â ñòàðîé ëèòåðàòóðå ïî êîìáèíàòîðèêåk-÷ëåííûìè êîìáèíàöèÿìè äëÿ n-÷ëåííîãî ìíîæåñòâà áåç ïîâòîðåíèé.Ñ áèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ñâÿçàíî ìíîãî èíòåðåñíûõ òîæäåñòâ.Âîò íåêîðûå èç íèõ. nXi=0 �ni� = 2n (1.14)Ýòà �îðìóëà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà ñëåâà âûðàæàåò ÷èñëî âñåõ ïîäìíî-æåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.nXi=0 �ni�i = n2n�1 (1.15)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé �îðìóëû ñîñòàâèì ñïèñîê, ñîäåðæàùèé ïî ïîðÿä-êó âñå ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X . Ýòîò ñïèñîê ñîäåðæèò �ni�i-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ äëÿ i = 1; : : : ; n, òàêèì îáðàçîì, åãî äëèíà (òàê íà-çûâàåìîå ÷èñëî ïîÿâëåíèé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàX) âûðàæàåòñÿ ñóììîé â ëåâîé÷àñòè �îðìóëû (1.15). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé ýëåìåíò x 2 X ïîÿâëÿåòñÿ âñïèñêå 2n�1 ðàç, òàê êàê òàêîâî ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ x (èõ ñòîëüêî,ñêîëüêî èìååòñÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Xnfxg). Ïîýòîìó äëèíà íàøåãîñïèñêà ðàâíà n2n�1. Äîêàçàòåëüñòâî òåì ñàìûì çàêîí÷åíî.�nk� = � nn� k� (1.16)Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå òîãî �àêòà, ÷òî êàæäîìó k-ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæå-ñòâó X � Y îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò n � k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî XnYìíîæåñòâà X . �nk� = �n� 1k �+�n� 1k � 1� (1.17)Ýòà �îðìóëà ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé. Çà�èêñèðóåì íåêî-òîðûé ýëåìåíò x n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X . Ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ



36 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà: êëàññïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîäåðæàò ýëåìåíò x, è êëàññ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå åãîíå ñîäåðæàò. Ìîùíîñòü ïåðâîãî êëàññà ñîñòàâëÿåò �n�1k �, à âòîðîãî �n�1k�1�, ò.å.ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ (k� 1)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ó ìíîæåñòâà Xnfxg.Òîæäåñòâî (1.17) òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ:11 11 2 11 3 3 11 4 6 4 11 5 10 10 5 1: : : : : : : : :Åñëè ïåðåíóìåðîâàòü ïî ïîðÿäêó ñòðîêè ýòîãî òðåóãîëüíèêà ÷èñëàìè 0,1,2,. . . ,òî i-ÿ ñòðîêà îêàæåòñÿ ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë�i0� �i1� : : : �ii�Â ñèëó �îðìóëû (1.17) êàæäîå èç íèõ, êðîìå êðàéíèõ, ðàâíûõ åäèíèöå, ìîæ-íà ïîëó÷èòü êàê ñóììó ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ íàä íèì â ïðåäûäóùåì ðÿäó. Ýòîäà¼ò ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ, à òåì ñàìûì íàõîæäåíèÿêîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (x + y)i � îíè çàäàþòñÿ i-é ñòðîêîé òðåóãîëüíèêà(ñð. ñ (1.13)).Äîêàæåì åù¼ îäíî òîæäåñòâî, ñâÿçàííîå ñ áèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòà-ìè, à èìåííî òîæäåñòâî Êîøè:�m+ nk � = kXs=0�ms�� nk � s� (1.18)Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èç ãðóïïû, ñîñòîÿùåé èç m ìóæ÷èí è næåíùèí, ìû õîòèì âûáðàòü k ÷åëîâåê. Ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòî �m+nk � ñïîñîáàìè(ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà). Âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà íàøåãî ìíîæåñòâàìîæíî êëàññè�èöèðîâàòü ïî ÷èñëó ìóæ÷èí â ïîäìíîæåñòâå, k-ýëåìåíòíîå ïîä-ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå s ìóæ÷èí, ìîæíî ïîëó÷èòü, âûáèðàÿ ñíà÷àëà s ìóæ÷èíîäíèì èç �ms � ñïîñîáîâ, à çàòåì (k � s) æåíùèí îäíèì èç � nk�s� ñïîñîáîâ. Òà-êèì îáðàçîì, ÷èñëî âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ èç k ÷åëîâåê, âêëþ÷àþùèõ sìóæ÷èí, ðàâíî �ms �� nk�s�. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò �îðìóëà (1.18)Îòìåòèì, ÷òî äëÿ m = k = n äàííàÿ �îðìóëà ïðèîáðåòàåò âèä�2nn � = nXi=0 �ns�2 (1.19)



1.6. k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû 37Ìû õîòèì äîêàçàòü åù¼ îäíî òîæäåñòâî:�nk�� km� = �nm��n�mn� k� (1.20)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî òàêèõ ïàð hK;Mi ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X , ÷òî K � M , jKj = k, jM j = m. Ñ îäíîé ñòîðîíû,ïîäìíîæåñòâî K ìîæíî âûáðàòü �nk� ñïîñîáàìè, à ïîäìíîæåñòâîM � K ìîæíîâûáðàòü � km� ñïîñîáàìè, ÷òî äà¼ò �nk�� km� âîçìîæíûõ ïàð (ëåâàÿ ÷àñòü (1.20)). Ñäðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî èç �nm� ïîäìíîæåñòâM � X ìîæíî âûáðàòü �n�mn�k �ñïîñîáàìè íàäìíîæåñòâî K � M , òàê êàê òàêîå íàäìíîæåñòâî K îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç (k�m)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî XnK (n�m)-ýëåìåíòíîãîìíîæåñòâà XnM . Èñêîìîå ÷èñëî ïàð hK;Mi ðàâíî, òàêèì îáðàçîì, �nm��n�mn�k �(ïðàâàÿ ÷àñòü (1.20)).Äàäèì òåïåðü �îðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëÿòü �nk� íåïîñðåäñòâåííî.Òåîðåìà 1.14�nk� = [n℄kk! = n!k!(n� k)! = n(n� 1) : : : (n� k + 1)1 � 2 � : : : � k (1.21)Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäàÿ èç [n℄k èíúåêòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíûk îïðåäåëÿåò k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïîÿâëÿþ-ùèõñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðè÷¼ì îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî S ïîëó÷à-åì â òî÷íîñòè èç k! ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèì âñåì ïåðåñòàíîâêàììíîæåñòâà S. Îòñþäà �nk� = [n℄kk! . Òåïåðü äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé1.2.Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü âñå òîæäåñòâà, ðàññìîòðåííûåâ ýòîì ðàçäåëå. Íàïðèìåð, äëÿ (1.17) èìååì�nk� = n!k!(n� k)! = n!k!(n� k)! ��n� kn + kn� == (n� 1)!k!(n� 1� k)! + (n� 1)!(k � 1)!(n� k)! = �n� 1k �+ �n� 1k � 1�Îäíàêî òàêîå ¾àëãåáðàè÷åñêîå¿ äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ìåõàíè÷åñêîìïðåîáðàçîâàíèè âûðàæåíèé, ãîðàçäî ìåíåå ïîíÿòíî, ÷åì ¾êîìáèíàòîðíîå¿ äî-êàçàòåëüñòâî, äàííîå âûøå.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, �îðìóëà (1.21) ïîçâîëÿåò ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñâîé-ñòâî áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ:�n0� < �n1� < : : : < � nbn=2
� == � ndn=2e� > � ndn=2e+ 1� > : : : > �nn� (1.22)



38 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó(n > 1). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî� ni+ 1� = n(n� 1) : : : (n� i)1 � 2 � : : : � i � (i+ 1) =n� ii+ 1 � n(n� 1) : : : (n� i+ 1)1 � 2 � : : : � i == n� ii+ 1 � �ni�Èìååì (n � i)=(i + 1) > 1 äëÿ i < (n � 1)=2, ò.å. äëÿ i < bn=2
, àíàëîãè÷íî(n� i)=(i+1) < 1 äëÿ i > (n�1)=2, ò.å. äëÿ i � dn=2e è (n�bn=2
)=(dn=2e+1) =dn=2e=bn=2
 = 1, åñëè n íå÷¼òíî (äëÿ ÷¼òíîãî n èìååì bn=2
 = dn=2e è ðàâåíñòâîâ (1.22), î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ).Çàéì¼ìñÿ òåïåðü îòûñêàíèåì ÷èñëà k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñïîâòîðåíèÿìè (k �x1; : : : ; k �xn). Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäàäèìñÿ âîïðîñîì, ñêîëü-êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîðîäèòü k-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ñ ïîâòîðåíèÿìè, èìåÿâ ðàñïîðÿæåíèè n ðàçíûõ ýëåìåíòîâ, ñêàæåì 1; : : : ; n, èç êîòîðûõ êàæäûé ìî-æåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòî÷èñëî ðàâíî ÷èñëó íåóáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû k ñ ýëåìåíòàìè èçìíîæåñòâà f1; : : : ; ng. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî ýëåìåíòû êàæäîãî ïîä-ìíîæåñòâà ìîæíî îäíîçíà÷íî ðàññòàâèòü â íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâàì áåç ïîâòîðåíèé ñîîòâåòñòâóþò âîçðàñòàþùèå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè.Òåîðåìà 1.15. ×èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà(k � x1; : : : ; k � xn) ðàâíî �n+ k � 1k � (1.23)Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîëæíû îïðåäåëèòü ÷èñëî óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòåé ha1; : : : ; ani ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng. Êàæäóþ òàêóþ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàçäåëèòü íà n ÷àñòåé, ãäå i-ÿ ÷àñòü ñîäåðæèò íåêîòîðîå,áûòü ìîæåò íóëåâîå, ÷èñëî ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ýëåìåíòîâ i. Åñëè ìûîòäåëèì ýòè ÷àñòè îäíó îò äðóãîé n � 1 íóëÿìè, èñïîëüçîâàííûìè â êà÷åñòâåðàçäåëèòåëåé, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k � n+ 1. Íàïðèìåð, äëÿn = 5, k = 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h2; 2; 4; 5i ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüh0; 2; 2; 0; 0; 4; 0; 5i. Ïîñëåäíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ðàç-ìåùåíèåì ïîÿâëÿþùèõñÿ â íåé íóëåé. Äåéñòâèòåëüíî, ìû ìîæåì âîññòàíîâèòüå¼, çàïîëíÿÿ ÷àñòü äî ïåðâîãî íóëÿ ýêçåìïëÿðàìè ýëåìåíòà 1, ÷àñòü îò ïåðâîãîäî âòîðîãî íóëÿ � ýêçåìïëÿðàìè ýëåìåíòà 2 è ò.ä. À ÷èñëî ðàçìåùåíèé n � 1íóëåé íà k + n� 1 ïîçèöèÿõ ðàâíî�k + n� 1n� 1 � = � k + n� 1(k + n� 1)� (n� 1)� = �k + n� 1k �



1.7. �åíåðèðîâàíèå k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 39Ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ñ ïîâòîðåíèÿìè ìîæíî çàïè-ñàòü íåñêîëüêî èíà÷å:�k + n� 1n� 1 � = n(n+ 1) : : : (n+ k � 1)k! = [n℄kk! (1.24)Äàäèì êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîãî òîæäåñòâà. Íàïîìíèì ñ ýòîéöåëüþ, ÷òî [n℄k åñòü ÷èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìåùåíèé k ýëåìåíòîâ x1; : : : ; xk ân ÿ÷åéêàõ. Îòìåòèì, ÷òî êàæäîìó òàêîìó ðàçìåùåíèþ, ñîäåðæàùåìó ri ýëåìåí-òîâ â i-é ÿ÷åéêå, ñîîòâåòñòóåò k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî (r1 � y1; : : : ; rn � yn)ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè (k�y1; : : : ; k�yn). Â ýòîì óïîðÿäî÷åíèè ñóùåñòâåííîòîëüêî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êàæäîé èç ÿ÷ååê. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåùåíèÿìÿ÷åéêà 1 ÿ÷åéêà 2 ÿ÷åéêà 3x3 x2 x5 x1 x4x4 x1 x2 x3 x5ñîîòâåòñòâóåò îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî 2 � y1; 3 � y3. ßñíî, ÷òî êàæäûå äâàðàçìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå ïîäìíîæåñòâó, îòëè÷àþòñÿïåðåñòàíîâêîé îáúåêòîâ x1; : : : ; xk. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè (k �y1; : : : ; k �yn) ðàâíî [n℄k=k!. Î÷åâèäíî,÷òî ýòî ðàññóæäåíèå âìåñòå ñ �îðìóëîé (1.24) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîå äîêà-çàòåëüñòâî òåîðåìû 1.15.1.7 �åíåðèðîâàíèå k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâÎïèøåì ñåé÷àñ äâà àëãîðèòìà ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòân-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X . Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðèíÿòü X =f1; : : : ; ng. Òîãäà êàæäîìó k-ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñî-îòâåòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k ñ ýëåìåíòàìè èç X : íà-ïðèìåð, ïîäìíîæåñòâó f3; 5; 1g ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h1; 3; 5i. Ìîæ-íî ëåãêî óêàçàòü àëãîðèòì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ãåíåðèðóþòñÿ âñå òàêèå ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå. Äîñòàòî÷íî ñ ýòîé öåëüþ çàìå-òèòü, ÷òî ïðè òàêîì ïîðÿäêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåéçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ha1; : : : ; aki, ÿâëÿåòñÿhb1; : : : ; bki = ha1; : : : ; ap�1; ap + 1; ap + 2; : : : ; ap + k � p+ 1i;ãäå p = maxfi : ai < n� k + 1g:



40 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÁîëåå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà hb1; : : : ; bki,ÿâëÿåòñÿ h
1; : : : ; 
ki = hb1; : : : ; bp0�1; bp0 + 1; bp0 + 2; : : : ; bp0 + k � p0 + 1i;ãäå p0 = � p� 1; åñëè bk = n;k; åñëè bk < n(áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ha1; : : : ; aki è hb1; : : : ; bki îòëè÷à-þòñÿ îò hn � k + 1; : : : ; ni � ïîñëåäíåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â íàøåì ïîðÿäêå).Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðîñòîìó àëãîðèòìó.Àëãîðèòì 1.16. (�åíåðèðîâàíèå âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-ñòâà f1; : : : ; ng â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.)Äàííûå: n, k.�åçóëüòàò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàf1; : : : ; ng â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå.1. begin2. for i := 1 to k do A[i℄ := i; (*ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî*)3. p := k;4. while p � 1 do5. begin write (A[1℄; : : : ; A[k℄);6. if A[k℄ = n then p := p� 1 else p := k;7. if p � 1 then8. for i := k downto p do A[i℄ := A[p℄ + i� p+ 19. end10. endÏîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ 4-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà f1; : : : ; 6g,ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.9.Äðóãîé àëãîðèòì, êîòîðûé ìû îïèøåì íèæå, ãåíåðèðóåò âñå k-ýëåìåíòíûåïîäìíîæåñòâà òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî îáðàçóåò-ñÿ èç ïðåäûäóùåãî óäàëåíèåì îäíîãî ýëåìåíòà è äîáàâëåíèåì äðóãîãî. Ýòîò àë-ãîðèòì ïðåäñòàâèì â ðåêóðñèâíîé �îðìå. Îáîçíà÷èì ñ ýòîé öåëüþ ÷åðåç G(n; k)ñïèñîê, ñîäåðæàùèé âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, â êî-òîðîì ïåðâûì ïîäìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ f1; : : : ; kg, ïîñëåäíèì � f1; 2; : : : ; k �1; ng è êàæäîå ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî óäàëåíè-åì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà è äîáàâëåíèåì äðóãîãî. Îòìåòèì, ÷òî åñëè G(n�1; k) èG(n�1; k�1) óæå ïîñòðîåíû, òî G(n; k) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:G(n; k) = G(n� 1; k); G�(n� 1; k � 1) [ fng; (1.25)



1.7. �åíåðèðîâàíèå k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 411 2 3 41 2 3 51 2 3 61 2 4 51 2 4 61 2 5 61 2 4 51 3 4 61 3 5 61 4 5 62 3 4 52 5 4 62 3 5 62 4 5 63 4 5 6�èñ. 1.9: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 4-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà f1; : : : ; 6g,ïîñòðîåííàÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 1.16.ãäå G�(n� 1; k� 1)[fng îáîçíà÷àåò ñïèñîê, îáðàçîâàííûé èç G(n� 1; k� 1) èç-ìåíåíèåì ïîðÿäêà ýëåìåíòîâ ñïèñêà íà îáðàòíûé è ïîñëåäóþùèì äîáàâëåíèåìýëåìåíòà n ê êàæäîìó ìíîæåñòâó. Äåéñòâèòåëüíî, G(n � 1; k) ñîäåðæèò âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, íå ñîäåðæàùèå n, G�(n�1; k�1) [ fng � âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå n, ïðè÷åì ïîñëåäíèìïîäìíîæåñòâîì â ñïèñêå G(n � 1; k) ÿâëÿåòñÿ f1; 2; : : : ; k � 1; n � 1g, à ïåðâûìïîäìíîæåñòâîì â ñïèñêå G�(n � 1; k � 1) [ fng ÿâëÿåòñÿ f1; 2; : : : ; k � 1; ng. Íàðèñ. 1.10 ïîêàçàí ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñïèñêà G(4; 2).Ñïèñêó G(n; k) ìû ìîæåì òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ ïîäìíî-æåñòâ, ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé ãàìèëüòîíîâ ïóòü â ãðà�å, âåðøèíûêîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò äâóõýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà f1; 2; 3; 4g,ïðè÷åì âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâàì A è B, ñîåäèíåíû ðåáðîìòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà jA \ Bj = k � 1 = 1. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íàðèñ. 1.11.Ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ñàìîìó èçáàâèòüñÿ îò ðåêóðñèè â îïèñàííîì àëãî-ðèòìå (ñì. çàäà÷ó 1.29)



42 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóG(4; 2)����������G(3; 2)���G(1; 2)f1; 2g
HHHHHG�(2; 1) [ f3g���G(1; 0) [ f2; 3gf2; 3g ���G�(1; 1) [ f3gf1; 3g

HHHHHG�(3; 1) [ f4g���G(2; 0) [ f3; 4gf3; 4g
HHHHHG�(2; 1) [ f4g���G(1; 0) [ f2; 4gf2; 4g ���G(1; 1) [ f4gf1; 4g�èñ. 1.10: Ïîñòðîåíèå ñïèñêà G(4; 2).

u u u u
uu

AAAAAAQQQQQQQQQ������������������������������Q
QQQQQQQQ AAAAAA�����3 �?�����3 ����f1; 4g

f1; 3g f1; 2g
f2; 3g

f2; 4gf3; 4g

�èñ. 1.11: �àìèëüòîíîâ ïóòü â ãðà�å, ñîîòâåòñòâóþùåì âñåì äâóõýëåìåíòíûìïîäìîæåñãâàì ìíîæåñòâà f1; 2; 3; 4g.



1.8. �àçáèåíèÿ ìíîæåñòâà 431.8 �àçáèåíèÿ ìíîæåñòâàÏîä ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâàX íà k áëîêîâ áóäåì ïîíèìàòü ïðîèç-âîëüíîå ñåìåéñòâî � = fB1; : : : ; Bkg, òàêîå ÷òî B1[B2[: : :[Bk = X , Bi\Bj = ?äëÿ 1 � i < j � k è Bi 6= ? äëÿ 1 � i � k. Ïîäìíîæåñòâà B1; : : : ; Bk áóäåì íàçû-âàòü áëîêàìè ñåìåéñòâà �. Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íà k áëîêîâáóäåì îáîçíà÷àòü �k(X), à ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ÷åðåç �(X). Î÷åâèäíî,÷òî �(X) = �1(X)[ : : : [�n(X) (áîëåå òîãî, f�1(X); : : : ;�n(X)g ÿâëÿåòñÿ ðàç-áèåíèåì ìíîæåñòâà �(X)).Ñ ðàçáèåíèåì ñâÿçàíî ïîíÿòèå îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Êàæäîìó ðàç-áèåíèþ � ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòèE(�) = [B2� (B �B) (1.26)(ýëåìåíòû x; y 2 X íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè E(�) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíèïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå áëîêó ðàçáèåíèÿ �). È íàîáîðîò, êàæäîìó îòíî-øåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè E íà ìíîæåñòâå X ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèåðàçáèåíèå X=E = fx=E : x 2 Xg; (1.27)ãäå x=E îáîçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà x, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ â îòíîøåíèè E ê ýëåìåíòó x:x=E = fy 2 X : xEy): (1.28)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî �îðìóëû (1.26) è (1.27) îïðåäåëÿþò âçàèìíî îäíîçíà÷-íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèÿìè è îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíî-æåñòâå X . Åñëè �; � 2 �(X) è êàæäûé áëîê B 2 � ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íåêîòîðîãî÷èñëà áëîêîâ ðàçáèåíèÿ �, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî � åñòü èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèÿ�, è áóäåì ïèñàòü � � �. Íàïðèìåð:ff1g; f2; 5g; f4; 6g; f3gg� ff1; 2; 3; 5g; f4; 6gg:Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî � � � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ îòíîøåíèé ýêâè-âàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííûì ðàçáèåíèÿì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåE(�) � E(�). Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòíîøåíèå � ÿâëÿåòñÿ÷àñòè÷íûì óïîðÿäî÷åíèåì íà ìíîæåñòâå �(X). Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà�(X), óïîðÿäî÷åííîãî ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ èçìåëü÷åíèÿ, íàïîìèíàþò àíàëî-ãè÷íûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà �(X), óïîðÿäî÷åííîãî íà îñíîâå âêëþ÷åíèÿ. Îñòà-íîâèìñÿ ñåé÷àñ íà îäíîì èç òàêèõ ñâîéñòâ. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâîhA;�i áóäåì íàçûâàòü ðåøåòêîé, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ x; y 2 Añóùåñòâóþò òàêèå ýëåìåíòû à; b 2 A, ÷òî



44 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó� (à) a � x, a � y è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà 
, òàêîãî ÷òî 
 � x, 
 � y,èìååì 
 � a,� (á) b � x, b � y è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà 
, òàêîãî ÷òî 
 � x, 
 � y,èìååì 
 � b.Òàêèå ýëåìåíòû, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç x è y.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ a1; a2, îòâå÷àþùèõ óñëîâèþ (à),èìååì a2 � a1 è a1 � a2, ò.å. a1 = a2; àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ (á). Ýëåìåíò aáóäåì íàçûâàòü íèæíåé ãðàíèöåé ýëåìåíòîâ x, y è îáîçíà÷àòü x ^ y, à ýëåìåíòb áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé ãðàíèöåé è îáîçíà÷àòü x _ y.Ïðèìåðîì ðåøåòêè ÿâëÿåòñÿ h}(X);�i. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èìååìA ^ B = A \ B è A _ B = A [ B.Òåîðåìà 1.17. Ìíîæåñòâî �(X), óïîðÿäî÷åííîå íà îñíîâå îòíîøåíèÿ èç-ìåëü÷åíèÿ �, îáðàçóåò ðåøåòêó, ïðè÷åì� ^ � = fA \B : (A 2 �) ^ (B 2 �) ^ (A \ B 6= ?)g; (1.29)ò. å. E(� ^ �) = E(�) \ E(�); (1.30)à ðàçáèåíèå � _ � îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:hx; yi 2 E(� _ �), ñóùåñòâóåò k � 1 è òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüx1; : : : ; xk , ÷òî x = x1, y = xk è hxi; xi+1i 2 E(�)èëè hxi; xi+1i 2 E(�) äëÿ i = 1; 2; : : : ; k � 1. (1.31)Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðîñòûì ñëåäñòâèåì îïðåäå-ëåíèÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíîñòè åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,E(�) \ E(�) åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü îäíî-çíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðîå ðàçáèåíèå �, òàêîå ÷òî E(�) \ E(�) = E(�) (ñð.(1.27)). Î÷åâèäíî, ÷òî E(�) � E(�), E(�) � E(�), à, ñëåäîâàòåëüíî, � � �,� � �. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ �0, òàêîãî ÷òî �0 � �, �0 � �, èìååìE(�0) � E(�), E(�0) � E(�) è â ðåçóëüòàòå E(�0) � E(�) \ E(�) = E(�) ò.å.�0 � �. Ñëåäîâàòåëüíî, � = � ^ �, ÷òî è äîêàçûâàåò �îðìóëó (1.30). Îòìåòèì,÷òî x; y 2 E(� ^ �) = E(�) \ E(�) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x è y ïðèíàäëå-æàò ê îäíîìó è òîìó æå áëîêó ðàçáèåíèÿ � è ê îäíîìó áëîêó ðàçáèåíèÿ �, ò.å.x; y 2 A \ B, ãäå A 2 � è B 2 �. Ïîñëåäíåå è äîêàçûâàåò �îðìóëó (1.29).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî R � áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå ïðàâîé÷àñòüþ �îðìóëû (1.31). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî R � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, xRx (äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü k = 1), xRy âëå÷åò çà ñîáîéyRx (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk ; xk�1; : : : ; x1) è xRy, yRz



1.9. ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà 45âëåêóò çà ñîáîé xRz (äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîíêàòåíàöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Îòíîøåíèå R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå �, òà-êîå ÷òî E(�) = R. Î÷åâèäíî, ÷òî E(�) � R = E(�) è E(�) � R = E(�), ò.å.� � � è � � �. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî �0 � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå, òàêîå÷òî � � �0, � � �0, è ïóñòü hx; yi 2 E(�). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü x = x1; x2; : : : ; xk = y, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (1.31), è,ñëåäîâàòåëüíî, hxi; xk+1i 2 E(�) [ E(�) � E(�0), 1 � i � k. Âñëåäñòâèå òðàíçè-òèâíîñòè îòíîøåíèÿ E(�0) èìååì hx; yi 2 E(�0). Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè,÷òî � � �0, à ñëåäîâàòåëüíî, è � = � _ �.1.9 ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà×èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà S(n; k) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k áëîêîâ:S(n; k) = j�k(X)j; ãäå jX j = n: (1.32)Íàïðèìåð, S(4; 2) = 7, òàê êàê ñóùåñòâóþò â òî÷íîñòè 7 ðàçáèåíèé ìíîæå-ñòâà f1; : : : ; 4g íà äâà áëîêà: ff1; 2; 3g; f4ggff1; 2; 4g; f3ggff1; 3; 4g; f2ggff1; 2g; f3; 4ggff1; 3g; f2; 4ggff1; 4g; f2; 3ggff1g; f2; 3; 4ggÎ÷åâèäíî, ÷òî S(n; k) = 0 äëÿ k > n. Ïðèìåì òàêæå S(0; 0) = 1, òàê êàêïóñòîå ñåìåéñòâî áëîêîâ ÿâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ðàçáèåíèåìïóñòîãî ìíîæåñòâà. Ñ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà âòîðîãî ïîðÿäêà ñâÿçàíî, êàê è ñáèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, ìíîãî ëþáîïûòíûõ òîæäåñòâ. Äîêàæåì ñíà-÷àëà òîæäåñòâî, íàïîìèíàþùåå òîæäåñòâî (1.17), ñâÿçàííîå ñ òðåóãîëüíèêîìÏàñêàëÿ: S(n; k) = S(n� 1; k � 1) + kS(n� 1; k) äëÿ 0 < k < n; (1.33)S(n; n) = 1 äëÿ n � 0; (1.34)S(n; 0) = 0 äëÿ n > 0: (1.35)Ôîðìóëû (1.34) è (1.35) î÷åâèäíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû (1.33) ðàññìîò-ðèì ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng íà k áëîêîâ. Ýòî ìíîæå-ñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ðàçëè÷íûõ êëàññà: òåõ ðàçáèåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò



46 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêónnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 02 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 03 0 1 3 1 0 0 0 0 0 0 04 0 1 7 6 1 0 0 0 0 0 05 0 1 15 25 10 1 0 0 0 0 06 0 1 31 90 65 15 1 0 0 0 07 0 1 63 301 350 140 21 1 0 0 08 0 1 127 966 1,701 1,050 266 28 1 0 09 0 1 255 3,025 7,770 6,951 2,646 462 36 1 010 0 1 511 9,330 34,105 42,525 22,827 5,880 750 45 1Òàáëèöà 1.2: ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäàîäíîýëåìåíòíûé áëîê fng, è òåõ ðàçáèåíèé, äëÿ êîòîðûõ n ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîìáîëüøåãî (ïî êðàéíåé ìåðå äâóõýëåìåíòíîãî) áëîêà. Ìîùíîñòü ïåðâîãî êëàññàðàâíà S(n�1; k�1), ò.å. òàêîâà, êàêîâî ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; : : : ; n�1gíà k� 1 áëîêîâ. Ìîùíîñòü äðóãîãî êëàññà ñîñòàâëÿåò kS(n� 1; k), òàê êàê êàæ-äîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà f1; : : : ; n�1g íà k áëîêîâ ñîîòâåòñòâóåò â ýòîì êëàñ-ñå â òî÷íîñòè k ðàçáèåíèé, îáðàçîâàííûõ äîáàâëåíèåì ýëåìåíòà n ïîî÷åðåäíîê êàæäîìó áëîêó. Ôîðìóëû (1.33), (1.34) è (1.35) ïîçâîëÿþò ëåãêî âû÷èñëÿòüçíà÷åíèÿ S(n; k) äàæå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé n è k. Â òàáë. 1.2 ïðåäñòàâëåíû÷èñëà S(n; k) äëÿ 0 � n; k � 10. Îòìåòèì, ÷òî ýòó òàáëèöó ìîæíî òðàêòîâàòüêàê ¾òðåóãîëüíèê Ñòèðëèíãà¿, â êîòîðîì êàæäîå çíà÷åíèå, êðîìå êðàéíèõ, ðàâ-íûõ åäèíèöå, ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñóììó ÷èñåë, íàõîäÿùèõñÿ íàä íèì, à èìåííî÷èñëà, ðàñïîëîæåííîãî â òî÷íîñòè íàä íèì è óìíîæåííîãî íà k, è ÷èñëà íàäíèì ñ ëåâîé ñòîðîíû. Âîò ïðèìåð äðóãîé ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòè, ñâÿçàííîéñ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà:S(n; k) = n�1Xi=k�1�n� 1i �S(i; k � 1) äëÿ k � 2 (1.36)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîæäåñòâà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé S(n; k)ìíîæåñòâà X = f1; : : : ; ng. Ýòî ìíîæåñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà ðàçëè÷íûå êëàññû,ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà X , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áëî-êàìè, ñîäåðæàùèìè ýëåìåíò n. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî b-ýëåìåíòíîãî ïîä-ìíîæåñòâà B � X , ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò n, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè S(n�b; k�1)ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X íà k áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ B â êà÷åñòâå áëîêà. Äåéñòâè-òåëüíî, êàæäîå òàêîå ðàçáèåíèå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâàXnB íà k � 1 áëîêîâ. b-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî B � X , ñîäåðæàùåå ýëåìåíò n,



1.9. ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà 47ìîæíî âûáðàòü �n�1b�1� ñïîñîáàìè; òàêèì îáðàçîì,S(n; k) =Pn�(k�1)b=1 �n�1b�1�S(n� b; k � 1) ==Pn�(k�1)b=1 �n�1n�b�S(n� b; k � 1) ==Pn�1i=k�1 �n�1i �S(i; k � 1):×èñëî Áåëëà Bn îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíî-æåñòâà Bn = j�(X)j; ãäå jX j = n (1.37)Äðóãèìè ñëîâàìè, Bn = nXk=0S(n; k) (1.38)Äîêàæåì òåïåðü ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ ðåêóððåíòíóþ çàâèñèìîñòü, ñâÿçàí-íóþ ñ ÷èñëàìè Áåëëà: Bn+1 = nXi=0 �ni�Bi (1.39)(ïðèíèìàåì B0 = 1). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóòîæäåñòâà (1.36). Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X = f1; : : : ; n+1g ìîæ-íî ðàçáèòü íà ðàçëè÷íûå êëàññû â çàâèñèìîñòè îò áëîêà B, ñîäåðæàùåãî ýëå-ìåíò n + 1, èëè � ÷òî ðàâíîçíà÷íî � â çàâèñèìîñòè îò ìíîæåñòâà XnB. Äëÿêàæäîãî ìíîæåñòâàXnB � f1; : : : ; ng ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè j�(XnB)j = BjXnBjðàçáèåíèé ìíîæåñòâàX , ñîäåðæàùèõB â êà÷åñòâå áëîêà. �ðóïïèðóÿ íàøè êëàñ-ñû â çàâèñèìîñòè îò ìîùíîñòè ìíîæåñòâà XnB, ïîëó÷àåì �îðìóëó (1.39).×èñëà Bn äëÿ 0 � n � 20 ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.3.Ñóùåñòâóåò ñòðîãàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ÷èñëàìè S(n; k) è ÷èñëîì âñåõ �óíê-öèé èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, ò.å. �óíêöèé f :X ! Y , f(X) = Y äëÿ jX j = n, jY j = k. Êàæäîé òàêîé �óíêöèè f ìîæíîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X íà k áëîêîâ:N(f) = ff�1(y) : y 2 Y g; (1.40)íàçûâàåìîå ÿäðîì �óíêöèè f (óñëîâèå f(X) = Y äàåò ãàðàíòèþ òîãî, ÷òî ïîä-ìíîæåñòâà f�1(y) íåïóñòûå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êàæ-äîìó ðàçáèåíèþ � 2 �k(X) ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè k! �óíêöèé èç X íà Y ,òàêèõ ÷òî N(f) = �. Êàæäàÿ òàêàÿ �óíêöèÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåòñîîòíåñåíèþ áëîêîâ ðàçáèåíèÿ � ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà Y . Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç sn;k÷èñëî �óíêöèé èç X íà Y , ïîëó÷àåì, ñëåäîâàòåëüíî,sn;k = k!S(n; k) (1.41)



48 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÏîëüçóÿñü ýòîé �îðìóëîé, ìû ìîæåì äîêàçàòü åùå îäíî ñâîéñòâî ÷èñåëÑòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà, êîòîðîå êàñàåòñÿ ñâÿçè ìåæäó ìíîãî÷ëåíàìè xk è ìíî-ãî÷ëåíàìè [x℄k = x(x � 1) : : : (x � k + 1): (1.42)Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí P (x) îò íåèçâåñòíîãîn Bn0 11 12 23 54 155 526 2037 8778 4,1409 21,14710 115,97511 678,57012 4,213,59713 27,644,43714 190,899,32215 1,382,958,54516 10,480,142,14717 82,864,869,80418 682,076,806,15919 5,832,742,205,05720 51,724,158,235,372Òàáëèöà 1.3: ×èñëà Áåë-ëà Bn

x ñòåïåíè n ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü êaêP (x) = nPk=0 ak[x℄k. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òîãî î÷å-âèäíîãî �àêòà, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íîå ðàçëî-æåíèå P (x) = nPk=0 akpk(x) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ p0(x), p1(x); : : :, òàêîé÷òî pk(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k äëÿ êàæäîãîk � 0. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü îáðàçóåò áàçèñ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâåìíîãî÷ëåíîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà Ñòèðëèíãàâòîðîãî ðîäà â òî÷íîñòè ðàâíû êîý��èöèåíòàì ïå-ðåõîäà îò áàçèñà 1; x; x2; : : : ê áàçèñó 1; [x℄1; [x℄2; : : :.Òåîðåìà 1.18. Äëÿ êàæäîãî n � 0xn = nXi=0 S(n; k)[x℄k: (1.43)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî x� íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîäñ÷èòàåì äâó-ìÿ ñïîñîáàìè ÷èñëî âñåõ �óíêöèé f : A ! B, ãäåjAj = n, jBj = x. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî ðàâíî xn(ñì. òåîðåìó 1.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî òà-êèõ �óíêöèé f ìû ìîæåì êëàññè�èöèðîâàòü îòíî-ñèòåëüíî ìíîæåñòâà f(A). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ�óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà A íàìíîæåñòâî f(A), òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà Y � B, ãäåjY j = k, ÷èñëî âñåõ �óíêöèé f : A! B, òàêèõ ÷òî f(A) = Y , ðàâíî sn;k, ò.å. â ñî-îòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (1.41) k!S(n; k). Ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî ïîäìíîæåñòâîY ìîùíîñòè k ìîæíî âûáðàòü �nk� ñïîñîáàìè, ïîëó÷àåì â êîíå÷íîì èòîãåxn = xXk=0�xk�k!S(n; k) = nXk=0[x℄kS(n; k) (1.44)(âåðõíèé èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ ìîæíî çàìåíèòü ñ x íà n, òàê êàê S(n; k) = 0äëÿ k > n è [x℄k = 0 äëÿ k < x). Ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíÿåòñÿ



1.9. ×èñëà Ñòèðëèíãà âòîðîãî è ïåðâîãî ðîäà 49nnk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 02 0 �1 1 0 0 0 0 0 0 0 03 0 2 �3 1 0 0 0 0 0 0 04 0 �6 11 �6 1 0 0 0 0 0 05 0 24 �50 35 �10 1 0 0 0 0 06 0 �120 274 �225 85 �15 1 0 0 0 07 0 720 �1:764 1:642 �735 175 �21 1 0 0 08 0 �5:040 13:068 �13:132 6:769 �1:960 322 �28 1 0 09 0 40:320 �109:584 118:124 �67:284 22:449 �4:536 546 �36 1 010 0 �362:380 1:026:576 �1:172:700 723:680 �269:325 63:273 �9:450 870 �45 1Òàáëèöà 1.4: ×èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäàäëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà x � 0, ýòè ìíîãî÷ëåíû òîæäåñòâåííî ðàâíû(òàê êàê èõ ðàçíîñòü ëèáî ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ðàâíîé íóëþ, ëèáî èìååòáåñêîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé).×èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà s(n; k) îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîý��èöèåíòû ïðèïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x â ìíîãî÷ëåíå [x℄k:[x℄n = nXk=0 s(n; k)xk : (1.45)Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷èñëà s(n; k) èãðàþò îáðàòíóþ ðîëü â îòíîøåíèè ê ÷èñ-ëàì S(n; k) � ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò áàçèñà 1; [x℄1; [x℄2; : : : ê áàçèñó 1; x; x2; : : :.Î÷åâèäíî, ÷òî s(n; k) = 0 äëÿ k > n. ×èñëà s(n; k) óäîáíî âû÷èñëÿòü, ïîëüçóÿñüñëåäóþùèìè ðåêóððåíòíûìè çàâèñèìîñòÿìè:s(n; k) = s(n� 1; k � 1)� (n� 1)s(n� 1; k) äëÿ 0 < k < n; (1.46)s(n; n) = 1 äëÿ n � 0; (1.47)s(n; n) = 0 äëÿ n > 0: (1.48)Ôîðìóëû (1.47) è (1.48) î÷åâèäíû, �îðìóëó (1.46) ïîëó÷àåì, ñðàâíèâàÿ êîý�-�èöèåíòû ïðè xk ñ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà[x℄n = [x℄n�1(x� n+ 1): (1.49)



50 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÒî åñòü èìååì nPk=0 s(n; k)xk = (x� n+ 1) n�1Pk=0 s(n� 1; k)xk == n�1Pk=0 s(n� 1; k)xk+1 � (n� 1) n�1Pk=0 s(n; k)xk == n�1Pk=1 (s(n� 1; k � 1)� (n� 1)s(n� 1; k))xk++s(n� 1; n� 1)xn � (n� 1)s(n� 1; 0)Â òàáë. 1.4 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëà s(n; k) äëÿ 0 � n; k � 10.1.10 �åíåðèðîâàíèå ðàçáèåíèé ìíîæåñòâàÎïèøåì òåïåðü àëãîðèòì ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà. Èäåþ ýòî-ãî àëãîðèòìà ëåã÷å âñåãî îáúÿñíèòü, ñ�îðìóëèðîâàâ åãî â ðåêóððåíòíîé �îð-ìå. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäîå ðàçáèåíèå � ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng îäíîçíà÷-íî îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå �n�1 ìíîæåñòâà f1; : : : ; n � 1g, âîçíèêøåå èç � ïîñëåóäàëåíèÿ ýëåìåíòà n èç ñîîòâåòñòâóþùåãî áëîêà (è óäàëåíèÿ îáðàçîâàâøåãîñÿïóñòîãî áëîêà, åñëè ýëåìåíò n îáðàçîâûâàë îäíîýëåìåíòíûé áëîê). Íàïðîòèâ,åñëè äàíî ðàçáèåíèå � = fB1; : : : ; Bkg ìíîæåñòâà f1; : : : ; n� 1g, ëåãêî íàéòè âñåðàçáèåíèÿ � ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, òàêèå ÷òî �n�1 = �, ò.å. ñëåäóþùèå ðàçáèå-íèÿ: B1 [ fng; B2; : : : ; BkB1; B2 [ fng; : : : ; Bk: : : : : : : : : : : : : : :B1; B2; : : : ; Bk [ fngB1; B2; : : : ; Bk; fng (1.50)Ýòî ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðîñòîé ðåêóððåíòíûé ìåòîä ãåíåðèðîâàíèÿâñåõ ðàçáèåíèé: åñëè íàì äàí ñïèñîê Ln�1 âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; : : : ; n�1g, òî ñïèñîê Ln âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng áóäåì ñîçäàâàòü, çàìåíÿÿêàæäîå ðàçáèåíèå � â ñïèñêå Ln�1 íà ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(1.50). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû ìîæåì ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî ðàçáèåíèÿ, èäóùèåäðóã çà äðóãîì, áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà, òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû ìîæåìïðèíÿòü, ÷òî êàæäîå ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå â ñïèñêå îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùå-ãî ïîñðåäñòâîì óäàëåíèÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà èç íåêîòîðîãî áëîêà (ýòî ìîæåòïîâëå÷ü çà ñîáîé óäàëåíèå îäíîýëåìåíòíîãî áëîêà) è äîáàâëåíèÿ åãî â äðóãîé



1.10. �åíåðèðîâàíèå ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 51L1 :L2 :L3 :
(1)!!!!!!!!(1 2)���(1 2) (3) ���(1 2 3)
QQQQQ(1) (2)���(1) (2) (3) (1) (2 3)���(1 3) (2)�èñ. 1.12: Ïîñòðîåíèå ñïèñêîâ L1, L2 è L3.áëîê ëèáî ñîçäàíèÿ èç íåãî îäíîýëåìåíòíîãî áëîêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäî-âàòåëüíûå ðàçáèåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.50) îòâå÷àþò ýòîìó óñëîâèþ. Åñëèîáðàòèòü ïîðÿäîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.50) äëÿ êàæäîãî âòîðîãî ðàçáèåíèÿñïèñêà Ln�1, òî ýëåìåíò n áóäåò äâèãàòüñÿ ïîïåðåìåííî âïåðåä è íàçàä, è ðàç-áèåíèÿ ¾íà ñòûêå¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îáðàçîâàííûõ èç ñîñåäíèõ ðàçáèåíèéñïèñêà Ln�1, áóäóò ìàëî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà (ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîñåäíèåðàçáèåíèÿ ñïèñêà Ln�1 ìàëî îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî). Íà ðèñ. 1.12 ïîêàçà-íî ïîñòðîåíèå ñïèñêà Ln äëÿ n = 1; 2; 3 (ðàçáèåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â íåñêîëüêîóïðîùåííîé çàïèñè, íàïðèìåð (1 2) (3) îçíà÷àåò ff1; 2g; f3gg). Äàäèì ñåé÷àñíåðåêóððåíòíóþ ðåàëèçàöèþ ýòîãî àëãîðèòìà (ýòî èçìåíåííàÿ âåðñèÿ àëãîðèò-ìà, îïèñàííîãî â [39℄). �àçáèåíèå ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòüñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áëîêîâ, óïîðÿäî÷åííîé ïî âîçðàñòàíèþ ñàìîãîìàëåíüêîãî ýëåìåíòà â áëîêå. Ýòîò íàèìåíüøèé ýëåìåíò áëîêà ìû áóäåì íà-çûâàòü íîìåðîì áëîêà. Îòìåòèì, ÷òî íîìåðà ñîñåäíèõ áëîêîâ, âîîáùå ãîâîðÿ,íå ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ýòîì àëãîðèòìå ìû áóäåìèñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå Ï�ÅÄ[i℄, ÑËÅÄ[i℄, 1 � i � n, ñîäåðæàùèå ñîîòâåò-ñòâåííî íîìåð ïðåäûäóùåãî è íîìåð ñëåäóþùåãî áëîêà äëÿ áëîêà ñ íîìåðîì i(ÑËÅÄ[i℄ = 0, åñëè áëîê ñ íîìåðîì i ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì áëîêîì ðàçáèåíèÿ).Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i, 1 � i � n, íîìåð áëîêà, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò i, áóäåòõðàíèòüñÿ â ïåðåìåííîé ÁËÎÊ[i℄, íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì ¾äâèæåòñÿ¿ ýëåìåíòi, áóäåò çàêîäèðîâàíî â áóëåâñêîé ïåðåìåííîé ÂÏÅ�[i℄ (ÂÏÅ�[i℄=true, åñëè iäâèæåòñÿ âïåðåä; çäåñü ìîæíî çàìåòèòü íåêîòîðîå ïîäîáèå àëãîðèòìó 1.12).Àëãîðèòì 1.19. (�åíåðèðîâàíèå âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; 2; : : : ; ng).Äàííûå: n.�åçóëüòàò: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng, â êîòî-ðîé êàæäîå ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå îáðàçóåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî ïóòåì ïåðåíåñå-íèÿ åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà â äðóãîé áëîê.



52 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó1. begin2. for i := 1 to n do (*ïîìåñòèòü i â ïåðâûé áëîê*)3. begin ÁËÎÊ[i℄ := 1; ÂÏÅ�[i℄:= èñòèíà;4. end;5. ÑËÅÄ[1℄ := 0;6. âûïèñàòü ðàçáèåíèå;7. j := n; (*j=àêòèâíûé ýëåìåíò*)8. while j > 1 do9. begin k := ÁËÎÊ[j℄;10. if ÂÏÅ�[j℄ then (*j äâèæåòñÿ âïåðåä*)11. begin12. if ÑËÅÄ[k℄=0 then (*k åñòü ïîñëåäíèé áëîê*)13. begin ÑËÅÄ[k℄ := j; Ï�ÅÄ[j℄ := k; ÑËÅÄ[j℄ := 014. end;15. if ÑËÅÄ[k℄ > j then (*j îáðàçóåò íîâûé áëîê*)16. begin Ï�ÅÄ[j℄ := k; ÑËÅÄ[j℄ := ÑËÅÄ[k℄;17. Ï�ÅÄ[ÑËÅÄ[j℄℄ := j; ÑËÅÄ[k℄ := j18. end;19. ÁËÎÊ[j℄ := ÑËÅÄ[k℄20. end21. else (*j äâèæåòñÿ íàçàä*)22. begin ÁËÎÊ[j℄ := Ï�ÅÄ[k℄;23. if k = j then (*j îáðàçóåò îäíîýëåìåíòíûé áëîê*)24. if ÑËÅÄ[k℄ = 0 then ÑËÅÄ[Ï�ÅÄ[k℄℄ := 025. else begin ÑËÅÄ[Ï�ÅÄ[k℄℄ := ÑËÅÄ[k℄;26. Ï�ÅÄ[ÑËÅÄ[k℄℄ := Ï�ÅÄ[k℄27. end28. end;29. âûïèñàòü ðàçáèåíèå;30. j := n;31. while (j > 1) and32. ((ÂÏÅ�[j℄ and (ÁËÎÊ[j℄ = j)) or (not ÂÏÅ�[j℄ and (ÁËÎÊ[j℄ = 1))) do33. begin ÂÏÅ�[j℄:=not ÂÏÅ�[j℄; j := j � 1;34. end35. end36. endÝòîò àëãîðèòì ñòðîèò ñíà÷àëà ðàçáèåíèå ff1; : : : ; ngg (öèêë 2) � îòìåòèì,÷òî ýòî ïåðâîå ðàçáèåíèå â ñïèñêå Ln, ñîçäàííîì ïðè ïîìîùè îïèñàííîãî íà-ìè ðåêóððåíòíîãî ìåòîäà. Çàäà÷à îñíîâíîãî öèêëà 8 � ïåðåìåùåíèå ¾àêòèâíî-ãî¿ ýëåìåíòà j â ñîñåäíèé áëîê � ïðåäûäóùèé èëè ïîñëåäóþùèé (â ïîñëåäíåì



1.10. �åíåðèðîâàíèå ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà 53( 1 2 3 4 )( 1 2 3 ) ( 4 )( 1 2 ) ( 3 ) ( 4 )( 1 2 ) ( 3 4 )( 1 2 4 ) ( 3 )( 1 4 ) ( 2 ) ( 3 )( 1 ) ( 2 4 ) ( 3 )( 1 ) ( 2 ) ( 3 4 )( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )( 1 ) ( 2 3 ) ( 4 )( 1 ) ( 2 3 4 )( 1 4 ) ( 2 3 )( 1 3 4 ) ( 2 )( 1 3 ) ( 2 4 )( 1 3 ) ( 2 ) ( 4 )�èñ. 1.13: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà f1; 2; 3; 4g, ïîðîæäåííàÿàëãîðèòìîì 1.19ñëó÷àå ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâîãî áëîêà âèäà fjg), àçàòåì îïðåäåëåíèå àêòèâíîãî ýëåìåíòà âî âíîâü îáðàçîâàííîì ðàçáèåíèè. Èçîïèñàííîãî ðåêóððåíòíîãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äàííûé ýëåìåíò ïåðåìåùà-åòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû, áîëüøèå åãî, äîñòèãàþò ñâîåãî êðàéíåãîëåâîãî èëè ïðàâîãî ïîëîæåíèÿ; òî÷íåå, àêòèâíûé ýëåìåíò j� ÿâëÿåòñÿ òàêèìíàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî áîëüøåãî ýëåìåíòà j âûïîëíÿåòñÿ îä-íî èç äâóõ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1. ÂÏÅ�[j℄ and (ÁËÎÊ[j℄ = j), ò.å. ýëåìåíò äâèæåòñÿ âïåðåä è äîñòèãàåòñâîåãî êðàéíåãî ïðàâîãî ïîëîæåíèÿ (î÷åâèäíî, j íå ìîæåò áûòü ýëåìåíòîìáëîêà ñ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì, áîëüøèì j).2. not ÂÏÅ�[j℄ and (ÁËÎÊ[j℄ = 1), ò.å. ýëåìåíò j äâèæåòñÿ íàçàä è äîñòèãàåòñâîåãî êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ (â ïåðâîì áëîêå).Ýòîò ïðèíöèï ðåàëèçóåòñÿ â ñòðîêàõ 30�34. Çàîäíî ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèåäâèæåíèÿ ýëåìåíòîâ j > j�. Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì öèêëà 31 ÿâëÿåòñÿ j > 1,òàê êàê èç ñàìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî j = 1 íå ìîæåò áûòüàêòèâíûì ýëåìåíòîì (î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíò 1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì áëîêàñ íîìåðîì 1). Åñëè êàæäûé èç ýëåìåíòîâ j > 1 îòâå÷àåò óñëîâèþ (1) èëè (2), òîëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óæå ïîðîæäåíû âñå ðàçáèåíèÿ. Â òàêîì ñëó÷àå íà âûõîäå



54 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóöèêëà 31 èìååì j = i è ñëåäóåò âûõîä èç îñíîâíîãî öèêëà 8, ò.å. èìååì îêîí÷àíèåðàáîòû àëãîðèòìà. Èç ðåêóððåíòíîñòè àëãîðèòìà âûòåêàåò òàêæå, ÷òî àêòèâ-íûì ýëåìåíòîì äëÿ ïåðâîãî ðàçáèåíèÿ ñïèñêà Ln, ò.å. äëÿ ff1; : : : ; ngg, ÿâëÿåòñÿýëåìåíò n. Òàêîå æå çíà÷åíèå ïðèïèñûâàåòñÿ ïåðåìåííîé j ïåðåä âõîäîì â öèêë8 (ñòðîêà 7).Ïðîàíàëèçèðóåì òåïåðü ïðîöåññ ïåðåíîñà àêòèâíîãî ýëåìåíòà (ñòðîêè 9�28).Ñíà÷àëà îòûñêèâàåòñÿ íîìåð áëîêà, ñîäåðæàùåãî àêòèâíûé ýëåìåíò; ïóñòü ýòîáóäåò k. Åñëè ýòîò ýëåìåíò äâèæåòñÿ âïåðåä, äîñòàòî÷íî ïåðåíåñòè åãî â áëîêñ íîìåðîì ÑËÅÄ[k℄ (ñì. ñòðîêó 19), à â äâóõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåííóþÑËÅÄ[k℄ íóæíî ñíà÷àëà ìîäè�èöèðîâàòü. Ïåðâûé ñëó÷àé èìååò ìåñòî, êîãäàÑËÅÄ[k℄ = 0, ò.å. êîãäà k åñòü íîìåð ïîñëåäíåãî áëîêà ðàçáèåíèÿ. Òîãäà j îá-ðàçóåò îäíîýëåìåíòíûé áëîê; ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü ÑËÅÄ[k℄ := j èñîîòâåòñòâåííî èçìåíèòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ÑËÅÄ[j℄ è Ï�ÅÄ[j℄ (ñì. ñòðîêó13). Âòîðîé ñëó÷àé èìååò ìåñòî, êîãäà ÑËÅÄ[k℄ > j, îí ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëî-ãè÷íî. Óñëîâèå ÑËÅÄ[k℄ > j îçíà÷àåò, ÷òî âñå áëîêè ñïðàâà îò áëîêà ñ íîìåðîìk ñîäåðæàò ýëåìåíòû, áîëüøèå j (âñå ýòè ýëåìåíòû çàíèìàþò ñâîè êðàéíèåïðàâûå ïîçèöèè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå j íå áûë áû àêòèâíûì ýëåìåíòîì). Èçðåêóððåíòíîñòè àëãîðèòìà ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íóæíî ñîçäàòüîäíîýëåìåíòíûé áëîê, ñîäåðæàùèé j. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ â ñòðîêàõ 16�17 (åäèí-ñòâåííàÿ ðàçíèöà ñ ïåðâûì ñëó÷àåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âíîâüñîçäàííûé áëîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì áëîêîì ðàçáèåíèÿ). Â ñèòóàöèè, êîãäàýëåìåíò j äâèæåòñÿ íàçàä (ñì. ñòðîêó 21), äîñòàòî÷íî ïîìåñòèòü åãî â ïðåäû-äóùèé áëîê (ñì. ñòðîêó 22) è âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùåå èçìåíåíèå çíà÷åíèéïåðåìåííûõ ÑËÅÄ è Ï�ÅÄ, åñëè j ñîçäàâàë îäíîýëåìåíòíûé áëîê � ýòî èìååòìåñòî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ÁËÎÊ[j℄ = k = j, òàê êàê êàæäûé ýëåìåíò m > jáëîêà ñ íîìåðîì j áûë áû âûáðàí àêòèâíûì ýëåìåíòîì â öèêëå 31.Íà ðèñ. 1.13 ïðåäñòàâëåíû âñå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà f1; : : : ; 4g, ïîðîæäåí-íûå àëãîðèòìîì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿïîñòðîåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ, îãðàíè÷åíî ïîñòîÿííîé, íå çàâè-ñÿùåé îò n (ñð. ñ çàäà÷åé 1.38; êîíå÷íî, çäåñü íå ó÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî øàãîâ,íåîáõîäèìûõ äëÿ íàïèñàíèÿ ðàçáèåíèÿ).1.11 �àçáèåíèÿ ÷èñåëÇàéìåìñÿ òåïåðü ñëåäóþùåé çàäà÷åé: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî çàïèñàòüäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n â âèäå ñóììûn = b1 + : : :+ bk; (1.51)ãäå k; b1; : : : ; bk > 0. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü ñóììû ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèîíè îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ñëàãàåìûõ. Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ñóìì âè-



1.11. �àçáèåíèÿ ÷èñåë 55äà (1.51) ìû ìîæåì îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè a1; : : : ; akãäå a1 � : : : � ak è ÷èñëà a1; : : : ; ak ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè b1; : : : ; bk, óïîðÿäî÷åííû-ìè ïî íåâîçðàñòàíèþ (àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïðåäñòàâëÿëè ïîäìíîæåñòâàìíîæåñòâà âîçðàñòàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè è ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâàñ ïîâòîðåíèÿìè íåóáûâàþùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè). Êàæäóþ òàêóþ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü a1; : : : ; ak áóäåì íàçûâàòü ðàçáèåíèåì ÷èñëà n íà k ñëàãàåìûõ.×èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà k ñëàãàåìûõ áóäåì îáîçíà÷àòü P (n; k), à ÷èñëî âñåõðàçáèåíèé ÷èñëà n (íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ) � ÷åðåç P (n). Î÷åâèäíî,÷òî P (n) = nXi=0 P (n; k); n > 0 (1.52)(ïðèíèìàåì P (0; 0) = P (0) = 1). Íàïðè- 76 15 25 1 14 34 2 14 1 1 13 3 13 2 23 2 1 13 1 1 1 12 2 2 12 2 1 1 12 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1�èñ. 1.14: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüðàçáèåíèé ÷èñëà 7, ïîëó÷åííàÿñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.22

ìåð, P (7) = 15, à âñå ðàçáèåíèÿ ÷èñëà 7 ïðåä-ñòàâëåíû íà ðèñ. 1.14.Èñïîëüçóÿ î÷åíü ïðîñòîé ñïîñîá ïðåäñòàâ-ëåíèÿ ðàçáèåíèÿ ÷èñëà, íàçûâàåìûé äèàãðàì-ìîé Ôåððåðñà, ìîæíî äîêàçàòü ìíîãî ëþáî-ïûòíûõ ñâîéñòâ ÷èñåë P (n). ÄèàãðàììàÔåð-ðåðñà äëÿ ðàçáèåíèÿ n = a1 + : : :+ ak ñîñòî-èò èç k ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûìðàçáèåíèÿ, ïðè÷åì i-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü èç ai òî÷åê (ðèñ. 1.15).Êàæäîìó ðàçáèåíèþ ÷èñëà n îäíîçíà÷íîñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííîå ðàçáèåíèå ýòî-ãî ÷èñëà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ òðàíñïîçèöè-åé äèàãðàììû Ôåððåðñà (ïåðåìåíà ðîëÿìèñòðîê è ñòîëáöîâ) (ñì. çàäà÷ó 1.15). Ëåãêîçàìåòèòü, ÷òî òðàíñïîçèöèÿ äèàãðàììûÔåð-ðåðñà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n íà kñëàãàåìûõ è ðàçáèåíèÿìè ÷èñëà n ñ íàèáîëüøèì ñëàãàåìûì, ðàâíûì k. Îòìå-òèì ýòîò �àêò:Òåîðåìà 1.20. ×èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà k ñëàãàåìûõ ðàâíî ÷èñëó ðàç-áèåíèé ÷èñëà n ñ íàèáîëüøèì ñëàãàåìûì, ðàâíûì k.Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó ýòîãî òèïà.Òåîðåìà 1.21. ×èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûåðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà íå÷åòíûå ñëàãàåìûå.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàç-áèåíèÿìè, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå ÷èñëà n íà



56 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóíå÷åòíûå ñëàãàåìûå b1; : : : ; bp, ãäå ñëàãàåìîå bi ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçáèåíèè ri ðàç,1 � i � p. Ïóñòü ri = 2q1 + 2q2 + : : : (q1 > q2 > : : :)åñòü äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñ-
16=6+4+4+2
u u u u u uu u u uu u u uu u 16=4+4+3+3+1+1

u u u uu u u uu u uu u uuu�èñ. 1.15: Äèàãðàììà Ôåððåðñà äëÿ ðàçáèåíèÿ÷èñëà è ñîïðÿæåííîãî åìó ðàçáèåíèÿ.
ëà ri. Ïðîèçâåäåì òåïåðü çàìå-íó ri ñëàãàåìûõ bi íà ïîïàðíîðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûåb12q1 ; b22q2 ; : : :(ýòà çàìåíà ñîõðàíÿåò ñóììóñëàãàåìûõ ðàçáèåíèÿ). Ïîâòî-ðÿÿ ýòó îïåðàöèþ äëÿ êàæäî-ãî i, 1 � i � p, è óïîðÿäî-÷èâàÿ ñëàãàåìûå ïî íåâîçðàñ-òàíèþ, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòåðàçáèåíèÿ ÷èñëà n íà ïîïàðíîðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå÷èñëî ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà íàñòåïåíü äâîéêè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåì îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿðàçáèåíèÿ 26 = 7+5+5+3+3+1+1+1:7 + 5 + 5 + 3 + 3 + 1+ 1+ 1 = 7 � 20 + 5 � 21 + 3 � 21 + 1 � (21 + 20) == 7 + 10 + 6 + 2 + 1 = 10 + 7 + 6 + 2 + 1:Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ìîæíî âûïîëíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ íà ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå, ïðåäñòàâëÿÿ êàæäîåñëàãàåìîå êàê p2q, ãäå p íå÷åòíîå, ãðóïïèðóÿ çàòåì ñëàãàåìûå â çàâèñèìîñòèîò ¾íå÷åòíîãî ìíîæèòåëÿ¿ p è çàìåíÿÿ êàæäóþ òàêóþ ãðóïïó p2q1 ; p2q2 : : : íàr = 2q1 + 2q2 + : : : ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ p.Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîåñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèÿìè íà íå÷åòíûå ñëàãàåìûå è ðàçáèåíèÿìè íà ïî-ïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå.Äðóãèå òåîðåìû ýòîãî òèïà ñ�îðìóëèðîâàíû â çàäà÷àõ 1.39�1.41.Ïîêàæåì òåïåðü ïðîñòîé àëãîðèòì ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà. Îíáóäåò ãåíåðèðîâàòü ðàçáèåíèÿ â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ëåêñèêîãðà�è÷åñêîìó, ò.å.ðàçáèåíèå n = 
1 + : : :+ 
i (1.53)áóäåò ïîðîæäåíî � íåîáÿçàòåëüíî íåïîñðåäñòâåííî � ïîñëå ðàçáèåíèÿn = a1 + : : :+ ak (1.54)



1.11. �àçáèåíèÿ ÷èñåë 57òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò èíäåêñ p � min(k; l), òàêîé ÷òî 
p < apè 
m = am äëÿ 1 � m < p (ñð. ñ ðèñ. 1.14). Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûì ðàçáèåíè-åì â ýòîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèå, ñîäåðæàùåå îäíî ñëàãàåìîå, ðàâíîå n,à ïîñëåäíèì � ðàçáèåíèå íà n ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ åäèíèöå. Çàäàäèìñÿ âîïðî-ñîì, êàê âûãëÿäèò ðàçáèåíèå, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåå çà ðàçáèåíèåì (1.54).Áóäåì èñêàòü ðàçáèåíèå, êîòîðîå èìååò ñàìîå áîëüøîå ÷èñëî íà÷àëüíûõ ñëàãà-åìûõ, ðàâíûõ íà÷àëüíûì ñëàãàåìûì ðàçáèåíèÿ (1.54) � îáîçíà÷èì ýòè ñëàãàå-ìûå a1; : : : ; at�1, � è îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ðàçáèåíèåì,íåïîñðåäñòâåííî èäóùèì çà ðàçáèåíèåì s = at+at+1+ : : :+ak. Ëåãêî çàìåòèòü,÷òî ýòè óñëîâèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòt = maxfi : ai > 1g:Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðàçáèåíèÿ, íåïîñðåäñòâåííîèäóùåãî çà ðàçáèåíèåì s = at + 1 + : : :+ 1| {z }k�t ðàç ; at > 1:Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òàêîå ðàçáèåíèå èìååò âèäs = l + : : :+ l| {z }bs=l
 ðàç +(s mod l);ãäå l = at � 1.Â àëãîðèòìå, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ îïèøåì, ðàçáèåíèå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ïå-ðåìåííûìè S[1℄,. . . , S[d℄, ñîäåðæàùèìè ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå ðàçáè-åíèÿ (S[1℄ > : : : > S[d℄), à òàêæå ïåðåìåííûìè R[1℄; : : : ; R[d℄, ãäå R[i℄ ñîäåð-æèò èí�îðìàöèþ î òîì, ñêîëüêî ðàç ñëàãàåìîå S[i℄ ïîÿâëÿåòñÿ â ðàçáèåíèè(R[i℄ > 0). Ýòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êàæäîå ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå çà ÷èñëî øà-ãîâ, îãðàíè÷åííîå íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò n.Àëãîðèòì 1.22. (Íàõîæäåíèå âñåõ ðàçáèåíèé ÷èñëà)Äàííûå: n.�åçóëüòàò: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé ÷èñëà n â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ëåê-ñèêîãðà�è÷åñêîìó.1. begin2. S[1℄ := n; R[1℄ := 1; n := 1; (*ïåðâîå ðàçáèåíèå*)3. emphâûïèñàòü ðàçáèåíèå;4. while S[1℄ > 1 do (*íàõîæäåíèå ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ*)5. begin sum := 0; (*sum = ñóììà óñòðàíåííûõ ñëàãàåìûõ*)6. if S[d℄ = 1 then (*óäàëåíèå ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ åäèíèöå*)



58 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó7. begin sum := sum+R[d℄; d := d� 18. end;9. sum := sum+ S[d℄; R[d℄ := R[d℄� 1; l := S[d℄� 1;10. if R[d℄ > 0 then d := d+ 1;11. S[d℄ := l; R[d℄:=sum div l;12. l:=sum mod l;13. if l 6= 0 then (*äîáàâèòü ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå, ðàâíîå l*)14. begin d := d+ l; S[d℄ := l; R[d℄ := 115. end;16. âûïèñàòü ðàçáèåíèå17. end18. end1.12 Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèÂ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ íà ïîäñ÷åò ÷èñëà îáúåêòîâ ïðè íàëè÷èè íåêîòîðûõîãðàíè÷åíèé èñêîìûì ðåøåíèåì ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a0; a1; a2; : : :,ãäå ak � ÷èñëî èñêîìûõ îáúåêòîâ ¾ðàçìåðíîñòè¿ k. Íàïðèìåð, åñëè ìû èùåì÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà, òî ìîæåì ïðèíÿòü ak = P (k), åñëè èùåì ÷èñëî ïîä-ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, òî ak = �nk� è ò.ä. Â ýòîì ñëó÷àå óäîáíîïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0; a1; a2; : : : ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå �îðìàëüíûé ðÿäA(x) = 1Xk=0 akxk; (1.55)íàçûâàåìûé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàçâà-íèå ¾�îðìàëüíûé ðÿä¿ îçíà÷àåò, ÷òî (1.55) ìû òðàêòóåì òîëüêî êàê óäîáíóþçàïèñü íàøåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � â äàííîì ñëó÷àå íåñóùåñòâåííî, äëÿ êà-êèõ (äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíûõ) çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x îí ñõîäèòñÿ,Ïîýòîìó ìû íèêîãäà íå áóäåì âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå òàêîãî ðÿäà äëÿ êîíêðåò-íîãî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, ìû áóäåì òîëüêî âûïîëíÿòü íåêîòîðûå îïåðàöèèíà òàêèõ ðÿäàõ, à çàòåì îïðåäåëÿòü êîý��èöèåíòû ïðè îòäåëüíûõ ñòåïåíÿõïåðåìåííîé x. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðÿäîâA(x) = 1Xk=0 akxk ; B(x) = 1Xk=0 bkxk;ìû îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ:A(x) +B(x) = 1Xk=0 (ak + bx)xk ; (1.56)



1.12. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè 59îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî (äåéñòâèòåëüíîå èëè êîìïëåêñíîå):pA(x) = 1Xk=0 pakxk ; (1.57)è ïðîèçâåäåíèå Êîøè (êîðîòêî: ïðîèçâåäåíèå):A(x) � B(x) = 1Xk=0 
kxk; (1.58)ãäå 
k = a0bk + a1bk�1 + : : :+ akb0 = kXi=0 aibk�i: (1.59)Åñëè ak = 0 äëÿ k > n, òî ðÿä (1.55) áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ ìíîãî÷ëåíîìanxn + : : :+ a0.Èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [41℄), ÷òî åñëè ðÿä(1.55) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî åãî ñóììà A(x) ÿâëÿåòñÿ àíà-ëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â ýòîé îêðåñòíîñòè èak = A(k)(0)=k! k = 0; 1; 2; : : : (1.60)(A(k)(0) îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå k-é ïðîèçâîäíîé �óíêöèè A(x) äëÿ x = 0; ðÿä(1.55) � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ðÿä Ìàêëîðåíà �óíêöèè A(x)). Áîëåå òîãî, åñ-ëè A(x), B(x) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè â îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî�îðìóëû (1.56) � (1.59) áóäóò ñïðàâåäëèâû, åñëè A(x) è B(x) òðàêòîâàòü êàêçíà÷åíèÿ �óíêöèé A è B â òî÷êå x, à ðÿäû ïîíèìàòü â îáû÷íîì ñìûñëå, ò.å. òàê,êàê â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå. Ýòî ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè âçàèìíî îäíîçíà÷-íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðÿäàìè, ñõîäÿùèìèñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, è �óíêöèÿ-ìè, àíàëèòè÷åñêèìè â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü �îðìàëüíûéðÿä (1.55) ñ îïðåäåëåííîé ÷åðåç íåãî àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â ñëó÷àå ðÿäîâ,ñõîäÿùèõñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðÿäû ìû áóäåì òðàêòîâàòüâñåãäà êàê �îðìàëüíûå ðÿäû, ò.å. òîëüêî êàê �îðìàëüíóþ çàïèñü èõ êîý��è-öèåíòîâ). Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ïèñàòü, íàïðèìåð,1Xk=0xk = (1� x)�1;1Xk=0 1k!xk = ex



60 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóè ò. ä.Íàéäåì òåïåðü ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.13) èìååì1Xk=0�nk�xk = nXk=0�nk�xk = (1 + x)n; (1.61)òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîãî n ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�n0�; �n1�; �n2� : : : åñòü (1 + x)n.Èìååì 1Xk=0 2kxk = 1Xk=0 (2x)k = (1� 2x)�1;è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäÿùàÿ�óíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1; 2; 4; 8; : : : ; 2n; : : :åñòü (1�2x)�1. Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî àíàëèòè÷åñêóþ �óíêöèþ ìîæíî äè��åðåí-öèðîâàòü ïî÷ëåííî, ìîæíî íàïèñàòü1Xk=0 kxk = x 1Xk=0 kxk�1 = x ddx 1Xk=0 xk = x ddx (1� x)�1 = x(1� x)�2;è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0; 1; 2; 3; : : :åñòü x(1� x)�2.Ïîçíàêîìèìñÿ ïîáëèæå ñ �îðìóëîé (1.61). Êàæäûé ìíîæèòåëü (1 + x) ìûìîæåì òðàêòîâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîìó ýëåìåíòó ai ìíîæåñòâàX = fa1; : : : ; ang è êàê ïðåäñòàâëÿþùèé äâà âîçìîæíûõ ÷èñëà ïîÿâëåíèé ýòîãîýëåìåíòà â ïîäìíîæåñòâå: íóëü ðàç (ñëàãàåìîå x0 = 1) è îäèí ðàç (ñëàãàåìîåx1 = x). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ óêàçàíèåì ÷èñëà ïîÿâëåíèé â íåì êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ, ò.å. âûáîðîìîäíîãî èç ñëàãàåìûõ èç êàæäîãî ìíîæèòåëÿ ïðîèçâåäåíèé (1+x) : : : (1+x). Îïðå-äåëåííîå òàêèì îáðàçîì ñëàãàåìîå ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ äàåò âêëàäâ êîý��èöèåíò ïðè xk, ãäå k � ìîùíîñòü íàøåãî ïîäìíîæåñòâà, ðàâíûé åäèíè-öå. Ýòî ðàññóæäåíèå åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà ñèòóàöèþ, â êîòîðîé÷èñëî ïîÿâëåíèé ýëåìåíòà ìîæåò áûòü áîëüøèì åäèíèöû, ò.å. íà ìíîæåñòâà ñïîâòîðåíèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî X = (2�a1; 3�a2; 1�a3; 4�a4), è îáî-çíà÷èì ÷åðåç 
k ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðå-íèÿìè. Â ñèëó ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî ïðèâåäåííîìó âûøå, ïðîèçâîäÿùàÿ�óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 
0; 
1; 
2; : : : ðàâíà1Pk=0 
kxk = (1 + x+ x2)(1 + x+ x2 + x3)(1 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) == 1 + 4x+ 9x2 + 15x3 + 20x4 + 22x5 + 20x6 + 15x7 + 9x8 + 4x9 + x10:



1.12. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè 61Ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäáîðîì i-ãî ìíîæèòåëÿ ìîæíî íàêëàäûâàòü ïðîèçâîëü-íûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî âõîæäåíèé ýëåìåíòà ai. Íàïðèìåð, ýòîò ìíîæèòåëüèìååò âèä (1 + x3 + x7), åñëè i-é ýëåìåíò ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ 0, 3 èëè 7 ðàç,1+x2+x4+ : : : = (1�x2)�1, åñëè ýòîò ýëåìåíò ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ ïðîèçâîëüíîå÷åòíîå ÷èñëî ðàç è ò.ä. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ìû íå íàëàãàåì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèéíà ÷èñëî âõîæäåíèé ýëåìåíòà ai, 1 � i � n, òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ èìååòâèä(1 + x+ x2 + : : :) : : : (1 + x+ x2 + : : :) = (1� x)�1 : : : (1� x)�1 = (1� x)�n:Åñëè âñïîìíèòü, ÷òî k-ÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè (1� x)�n ðàâíàdkdxk (1�x)�n = (�n)(�n� 1) : : : (�n� k+1)(1�x)�n�k(�1)k = [n℄k(1�x)�n�k ;è ðàçëîæèòü (1� x)�n â ðÿä Ìàêëîðåíà, òî ïîëó÷èì(1� x)�n = 1Xk=0 [n℄kk! xk = 1Xk=0�n+ k � 1k �xk ;÷òî äàåò åùå îäíî íåçàâèñèìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.15.Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ äîêà-çàòåëüñòâà òîæäåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ áèíîìèàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Íàïðèìåð,(1.18) ìîæíî ïîëó÷èòü, ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâàm+nPk=0 �m+nk �xk = (1 + x)m+n = (1 + x)m(1 + x)n =mPi=0 �mi �xi � nPj=0 �nj�xj = m+nPk=0 kPs=0 �ms �� nk�s�xk(ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü �îðìóëîé ïðîèçâåäåíèÿ Êîøè äâóõ ðÿäîâ, â íàøåìñëó÷àå ýòî �îðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ).Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ìîæíî ïðèìåíÿòü â íåêîòîðûõçàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàçáèåíèåì ÷èñåë. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäîå ðàçáè-åíèå n = a1 + : : : + ak ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþh�1; : : : ; �ni, ãäå �i îáîçíà÷àåò ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ðàâíûõ i, ò.å. �i = jfj : aj =i ^ 1 � j � kgj. Èìååì, î÷åâèäíî, nXi=1 i�i = nè êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h�1; : : : ; �ni (�1; : : : ; �n � 0) îòâå÷àþùàÿ ýòîìóóñëîâèþ, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàçáèåíèå ÷èñëà n, ñîäåðæàùåå �i ñëàãàåìûõ,ðàâíûõ i, 1 � i � n.



62 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÎáîçíà÷èì ÷åðåç Ph(n) ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñëàãàåìûå, íå ïðåâûøà-þùèå h.Òåîðåìà 1.23.Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ph(0), Ph(1),Ph(2), . . . ðàâíà(1 + x+ x2 + x3 + : : :)(1 + x2 + x4 + x6 + : : :) : : : (1 + xh + x2h + x3h + : : :) == (1� x)�1(1� x2)�1 : : : (1� xh)�1Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèå h ðÿäîâ ñ ïðàâîé ñòî-ðîíû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñëàãàåìûõ âèäà x�1x2�2 : : : xn�n (�i � íîìåð ÷ëåíà, âû-áðàííîãî èç i-ãî ðÿäà). Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíò ïðè xn ðàâåí ÷èñëó ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé h�1; : : : ; �ni, òàêèõ ÷òî Phi=1 i�i = n, à, ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîò-âåòñòâèè ñ íàøèìè ïðåäûäóùèìè çàìå÷àíèÿìè îí ðàâåí Ph(n).Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:Òåîðåìà 1.24.Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P (0), P (1),P (2), . . . ðàâíà(1 + x+ x2 + x3 + : : :)(1 + x2 + x4 + x6 + : : :) : : : (1 + xh + x2h + x3h + : : :) : : : == 1Qh=1 (1� xh)�1Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ìåñòå ñëåäîâàëî áû ñòðîãî îïðåäåëèòü ðÿä, ÿâëÿþùèé-ñÿ áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì ðÿäîâ F1(x) � F2(x) � : : :. Îáîçíà÷èì ÷åðåç In(x)¾÷àñòè÷íîå ïðîèçâåäåíèå¿ F1(x)�F2(x)�: : :�Fn(x) è ÷åðåç pn � íàèìåíüøóþ íåíó-ëåâóþ ñòåïåíü ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì â Fn(x) (äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ (1.62)èìååì pn = n). Ïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíò ïðè íóëåâîé ñòåïåíè â êàæäîì èçðÿäîâ Fn(x) ðàâåí åäèíèöå è ÷òî limn!1 pn = 1 (îáà ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿ âû-ïîëíåíû äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ (1.62)). Òîãäà êîý��èöèåíò ïðè xn â Im(x) îäèí èòîò æå äëÿ âñåõ m, áîëüøèõ íåêîòîðîãî ÷èñëà mn (òàêîãî, ÷òî pm > n äëÿm > mn). Èìåííî ýòîò êîý��èöèåíò ìû ïðèíèìàåì êàê êîý��èöèåíò ïðè xnâ ðÿäå, îïðåäåëåííîì áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäåíèåì F1(x) � F2(x) � : : : .Òåõíèêà ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ïðîñòûå äîêàçàòåëü-ñòâà íåêîòîðûõ ñâîéñòâ ðàçáèåíèé ÷èñëà. Ïðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà äðóãîåäîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.21. Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿäëÿ ðàçáèåíèé íà ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå (ò.å. äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèr1; r2; : : :, ãäå rn � ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ñëàãàåìûå)ðàâíà R(x) = (1 + x)(1 + x2)(1 + x3) : : : (1 + xk) : : : ;à ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ðàçáèåíèé íà íå÷åòíûå ñëàãàåìûå ðàâíàN(x) = (1� x)�1(1� x3)�1 : : : (1� x2k�1)�1 : : : :



1.12. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè 63Ïîëüçóÿñü çàâèñèìîñòüþ 1 + xk = (1� x2k)=(1� xk), ïîëó÷àåìR(x) = 1�x21�x � 1�x41�x2 � 1�x61�x3 � : : : = 11�x � 11�x3 � 11�x5 � : : : = N(x): (1.62)Ïðèâåä¼ì åùå äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèè. Ïåðâûéîòíîñèòñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ÷èñëàì Ôèáîíà÷÷è F (n). Ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ðå-øåíèåì ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿFn+1 = Fn + Fn�1; n � 1; (1.63)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè F0 = F1 = 1 (1.64)Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ F (x) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè F0; F1; F2; : : : óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþF (x) = 1Pk=0Fkxk = 1 + x+ 1Pk=2 (Fk�2 + Fk�1)xk == 1 + x+ x2 1Pk=2Fk�2xk�2 + x 1Pk=2Fk�1xk�1 == 1 + x+ x2F (x) + x(F (x) � 1) = 1 + (x+ x2)F (x):Îòñþäà ïîëó÷àåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷èF (x) = (1� x� x2)�1Íàéäÿ êîðíè óðàâíåíèÿ 1 � x � x2 = 0, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå 1 � x � x2 =(1� ax)(1� bx), ãäå a = 1 +p52 ; b = 1�p52Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, íàéä¼ì1(1� ax)(1� bx) = A1� ax + B1� bx = A+B � (Ab+Ba)x(1� ax)(1� bx) :Ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû â ÷èñëèòåëå, ïîëó÷àåì A + B = 1, ò.å. B = 1 � A, àäàëåå Ab+ (1�A)a = 0, ÷òî äàåò A = a=(a� b), B = b=(a� b); òàêèì îáðàçîì,F (x) = A(1� ax)�1 +B(1� bx)�1 = A 1Xk=0 akxk +B 1Xk=0 bkxk = 1Xk=0 ak+1 � bk+1a� b xkè îêîí÷àòåëüíî Fk = 1p5 24 1 +p52 !k+1 � 1�p52 !k+135 : (1.65)
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0 = 1
1 = 1
2 = 2

3 = 5

uu���u u���uu���u���u u���uAAAu u���u ���u u���u���u u���uAAAu�èñ. 1.16: Áèíàðíûå äåðåâüÿ ñ k âåðøèíàìè, k=0,1,2,3.Ýòîò ìåòîä ìîæíî ïåðåíåñòè íà ïðîèçâîëüíûå ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâ-íåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì. çàäà÷ó 1.46).Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé âû÷èñ-ëèì ÷èñëî áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè. Ïîä áèíàðíûì äåðåâîì ñ n âåð-øèíàìè ìû ïîíèìàåì ïóñòîå äåðåâî Ò = ?, åñëè n = 0, èëè òðîéêó T = hL; r; P i,ãäå r � âåðøèíà, íàçûâàåìàÿ êîðíåì äåðåâà, L (ëåâîå ïîääåðåâî) � áèíàðíîåäåðåâî ñ l âåðøèíàìè, P (ïðàâîå ïîääåðåâî) � áèíàðíîå äåðåâî ñ p âåðøèíàìèè l + p + 1 = n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî áèíàðíûå äåðåâüÿ T1 è T2 èçîìîð�íû, èïèñàòü T1 � T2, åñëè T1 = T2 = ? èëè T1 = hL1; r1; P1i, Ò2 = hL2; r2; P2i, ãäåL1 � L2 è P1 � P2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
k ÷èñëî íåèçîìîð�íûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâñ k âåðøèíàìè (ðèñ. 1.16).Èç äàííîãî ðåêóðñèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 
0 = 1 è åñëè 0 � s � k,òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè 
s
k�1�s íåèçîìîð�íûõ äåðåâüåâ âèäà hL; r; P i, ãäå L� áèíàðíîå äåðåâî ñ s âåðøèíàìè. ×èñëî s ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå èç çíà÷åíèéìåæäó 0 è k � 1, ñëåäîâàòåëüíî,
k = 
0
k�1 + 
1
k�2 + : : :+ 
k�1
0; k > 0: (1.66)Íåèçîìîð�íûå áèíàðíûå äåðåâüÿ äëÿ k = 0; 1; 2; 3 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1.16.�àññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ C(x) = P1k=0 
kxk . �àâåíñòâî (1.66)âåñüìà íàïîìèíàåò �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïðîèçâåäåíèÿ ÊîøèC(x)C(x) =



1.12. Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè 65C2(x), òî÷íåå ãîâîðÿ, èìååò ìåñòî óðàâíåíèåC(x) = xC2(x) + 1èëè xC2(x) � C(x) + 1 = 0: (1.67)Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ C(x), àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíî-ñòè íóëÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óðàâíåíèþ. Â ñèëó óïîìÿíóòîãî âûøå âçà-èìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ðÿäàìè è àíàëèòè÷åñêèìè �óíêöèÿìèêîý��èöèåíòû ýòîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò �îðìàëüíûé ðÿä, óäîâëåòâîðÿþùèéóðàâíåíèþ (1.67). �àññìàòðèâàÿ (1.67) êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíîéC(x) (çíà÷åíèå èñêîìîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè â òî÷êå x), ïîëó÷àåì äëÿ x 6= 0C(x) = 1�p1� 4x2x (1.68)�àçëîæèì p1� 4x = (1� 4x)1=2 â ðÿä Ìàêëîðåíà. Äëÿ k > 0 èìååìdkdxk (1� 4x) 12 = 12 � � 12 � 1� � 12 � 1� : : : � 12 � k + 1� (1� 4x) 12�k (�4)k == 2k(�1) � 1 � 3 � 5 � : : : � (2k � 3)(1� 4x) 12�kè, ñëåäîâàòåëüíî,p1� 4x = 1� 1Pk=1 2k�1�3�5�:::�(2k�3)k! xk == 1� 1Pk=1 2k�(2k�2)!k!�2�4�:::�(2k�2)xk = 1� 2 1Pk=1 (2k�2)!k!(k�1)!xk == 1� 2 1Pk=1 1k �2k�2k�1 �xkÎòñþäà âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîý��èöè-åíòàìè ñëåäóåò âûáðàòü çíàê ìèíóñ â (1.68). Òàêèì îáðàçîì, èìååìC(x) = 1�p1� 4x2x = 1Xk=1 1k�2k � 2k � 1 �xk�1 = 1Xk=1 1k + 1�2kk �xkÎòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
k = 1k + 1�2kk � (1.69)×èñëà 
k íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà; îíè ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â êîíòåêñòåöåëîãî ðÿäà äðóãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ (ñì. çàäà÷è 1.47, 1.48). ÷èñëî ! Êàòà-ëàíà
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&%'$&%'$

jA [ Bj = jAj+ jBj � jA \ Bj &%'$&%'$&%'$
jA [ B [ Cj = jAj+ jBj+ jCj��jA \Bj � jA \ Bj � jA \ Bj+ jA \ B \ Cj�èñ. 1.17: Ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ1.13 Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿÎñíîâíàÿ òåîðåìà, êîòîðóþ ìû äîêàæåì â ýòîì ðàçäåëå, åñòü îáîáùåíèå î÷å-âèäíîé �îðìóëû jA [ Bj = jAj+ jBj � jA \ Bj:êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A, B (ðèñ. 1.17).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ïîäìíîæåñòâà A1; : : : ; An (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷-íûå) íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X , è ìû èùåì ìîùíîñòü èõ îáúåäèíåíèÿA1 [ : : : [ An. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ¾ïðèáëèæåíèÿ¿ ýòîé ìîùíîñòè ìû ìîæåìïðèíÿòü jA1j+ : : :+ jAnj: (1.70)îäíàêî ýòî ÷èñëî â îáùåì ñëó÷àå ñëèøêîì áîëüøîå, òàê êàê åñëè Ai \ Aj 6=?, òî ýëåìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ Ai \ Aj ñ÷èòàþòñÿ äâàæäû. Ïîïðîáóåì èñïðàâèòüñèòóàöèþ, âû÷èòàÿ èç (1.70) ñóììóX1�i<j�n jAi \ Aj j: (1.71)Íî â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ñëèøêîì ìàëåíüêîå ÷èñëî, òàê êàê åñëè Ai \Aj \Ak 6= ?, òî ýëåìåíòû ïåðåñå÷åíèÿ Ai \Aj \Ak ñ÷èòàþòñÿ â (1.71) òðèæäû.Ñëåäóþùèì øàãîì ìîæåò áûòü äîáàâëåíèå ñóììû P1�i<j<k�n jAi \ Aj \ Akj,íî ïî ïðè÷èíå, ïîäîáíîé ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîëó÷èì ñëèøêîì áîëüøîå ÷èñ-ëî. Âñå æå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷åðåç n øàãîâ ìû âñåãäà ïîëó÷àåì ïðàâèëüíûéðåçóëüòàò. Òî åñòü èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



1.13. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ 67Òåîðåìà 1.25 (Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ).���� nSi=1Ai���� = nPi=1 jAij �P1�i<j�n jAi \ Aj j+P1�i<j<k�n jAi \ Aj \ Akj�� : : :+ (�1)n�1 jA1 \ : : : \ AnjÄîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Äëÿ n = 1 òåîðåìà î÷åâèäíîñïðàâåäëèâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A1; : : : ; An�1�����n�1[i=1 Ai����� = n�1Xi=1 jAij � X1�i<j�n�1 jAi \ Aj j+ : : :+ (�1)n�2 jA1 \ : : : \ An�1jÏðèìåíÿÿ ýòó �îðìóëó ê ñóììå(A1 [ : : : [An�1) \An = n�1[i=1 (Ai \ An);ïîëó÷àåì�����n�1[i=1 Ai \ An����� = n�1Xi=1 jAi \ Anj� X1�i<j�n�1 jAi \ Aj \ Anj+: : :+(�1)n�2 jA1 \ : : : \ Anj ;à îòñþäà ���� nSi=1Ai���� = ����� nSi=1Ai� [An���� = ����n�1Si=1 Ai����+ jAnj � ����n�1Si=1 Ai \ An���� == nPi=1 jAij � P1�i<j�n jAi \ Aj j+ : : :+ (�1)n�1 jA1 \ : : : \ Anj :Ïîêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ èèñêëþ÷åíèÿ.Òåîðåìà 1.26. Åñëè jX j = n, jY j = m, òî ÷èñëî âñåõ �óíêöèé èç X íà Y(ò.å. �óíêöèé f : X ! Y , òàêèõ ÷òî f(X) = Y ), ðàâíîsn;m = m�1Xi=0 (�1)i�mi �(m� i)n: (1.72)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = fy1; : : : ; ymg. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ìíîæåñòâîòàêèõ �óíêöèé f : X ! Y , äëÿ êîòîðûõ yi =2 f(X). Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òîf(X) 6= Y , f 2 m[i=1Ai



68 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêóÌû çíàåì, ÷òî ÷èñëî âñåõ �óíêöèé f : X ! Y ðàâíîmn (òåîðåìà 1.1), äîñòàòî÷-íî, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèòü ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ A1 [ : : : [ Am. Îòìåòèìñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 � p1 < : : : < pi � mïåðåñå÷åíèå Ap1 \ : : : \ Api åñòü ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé f : X ! Y , òàêèõ÷òî yp1 ; : : : ; ypn =2 f(X), à, ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñîñòàâ-ëÿåò (m � p)n ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ �óíêöèé f : X ! Y nfyp1 ; : : : ; ypng.i-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî fyp1 ; : : : ; ypng ìû ìîæåì âûáðàòü �mi � ñïîñîáàìè, è, ñëå-äîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ èìååìsn;m = nm � ����n�1Si=0 Ai���� = mn � n�1Pi=0 (�1)i�1�mi �(m� i)n == m�1Pi=0 (�1)i�mi �(m� i)n:Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó �îðìóëû (1.41) òåîðåìà äàåò ïðîñòóþ �îðìóëó äëÿâû÷èñëåíèÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà:Sn;k = 1k!sn;k = 1k! k�1Xi=0 (�1)i�ki�(k � i)n: (1.73)Äðóãèì ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ìîæåò ñëóæèòüîïðåäåëåíèå ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ èç k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè X =(k1 � a1; : : : ; kn � 
n) (ïîêà íàïîìíèì òîëüêî, ÷òî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ íàñ÷èòûâà-åòñÿ �nk�, åñëè k1 = : : : = kn = k, è �n+k�1k �, åñëè k1; : : : ; kn � k). Çàìåòèì, ÷òîýòà ïðîáëåìà ðàâíîñèëüíà ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèéñèñòåìû x1 + : : :+ xn = k;0 � xi � ki äëÿ i = 1; : : : ; n:Ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå. Ïóñòü X = (4 �a1; 3 � a2; 7 � a3), k = 11. Ñîçäàäèì ìíîæåñòâà� A = ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿ-ìè (k � a1; k � a2; k � a3),� A1 = ìíîæåñòâî òàêèõ Y 2 A, êîòîðûå ñîäåðæàò áîëåå ÷åì 4 âõîæäåíèÿýëåìåíòà a1,� A2 = ìíîæåñòâî òàêèõ Y 2 A, êîòîðûå ñîäåðæàò áîëåå ÷åì 3 âõîæäåíèÿýëåìåíòà a2,� A3 = ìíîæåñòâî òàêèõ Y 2 A, êîòîðûå ñîäåðæàò áîëåå ÷åì 7 âõîæäåíèéýëåìåíòà a3.



1.13. Ïðèíöèï âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ 69Èìååì jAj = �n+k�1k � = �3+11�111 � = �1311� = 78, î÷åâèäíî, ÷òî jA1j ñîñòàâëÿåòñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ 6-ýëåìåíòíûõ (k � 5 = 6) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàñ ïîâòîðåíèÿìè (11 � a1; 11 � a2; 11 � a3), ò.å. �3+6�16 � = �86� = 28, àíàëîãè÷íîjA2j = �3+7�17 � = �97� = 36, jA3j = �3+3�13 � = �53� = 10. Òàêæå ëåãêî çàìåòèòü,÷òî jA1 \ A2j = �3+2�12 � = �42� = 6 ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ äâóõýëåìåíòíûõ(k � 5� 4 = 2) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè (11 � a1; 11 � a2; 11 � a3),è A2 \ A3 = A1 \ A3 = ?.Ïîäìíîæåñòâî Y 2 A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìèXòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå ïðèíàäëåæèò A1,A2 è A3, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîïðèíöèïó âêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ èñêîìîå ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè X ðàâíî jAj � jA1j � jA2j � jA3j + jA1 \ A2j + jA1 \A3j+ jA2 \ A3j � jA1 \ A2 \ A3j = 78� 28� 36� 10 + 6 + 0 + 0� 0 = 10.Íàêîíåö ìû îñòàíîâèìñÿ åùå íà îäíîì ïðèìåíåíèè ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ èèñêëþ÷åíèÿ: íà îïðåäåëåíèè ÷èñëà èíâåðñèé íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå. Ïîäèíâåðñèåé íà ìíîæåñòâå f1; : : : ; ng ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòà-íîâêó f ýòîãî ìíîæåñòâà, òàêóþ ÷òî f(i) 6= i äëÿ 1 � i � n. Îáîçíà÷èì ÷åðåçDn ìíîæåñòâî âñåõ èíâåðñèé íà ìíîæåñòâå f1; : : : ; ng èAi = ff 2 Sn : f(i) = ig; i = 1; : : : ; n(íàïîìíèì, ÷òî Sn îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng).Ïåðåñòàíîâêà f ÿâëÿåòñÿ èíâåðñèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå ïðè-íàäëåæèò íè ê îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïðèíöèïóâêëþ÷åíèÿ è èñêëþ÷åíèÿjDnj = jSnj � nXi=1 jAij+ X1�i<j�n jAi \ Aj j � : : :+ (�1)n jA1 \ : : : \ Anj :Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1 � p1 < : : : < pi � n ïåðåñå÷å-íèå Ap1 \ : : : \ Api ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òàêèõ ïåðåñòàíîâîê f , äëÿ êîòîðûõf(pj) = pj äëÿ 1 � j � i, è çíà÷èò, jAp1 \ : : : \ Api j = (n� i)!. Çàìåòèâ, ÷òî ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü 1 � p1 < : : : < pi � n ìîæíî âûáðàòü �ni� ñïîñîáàìè, ïîëó÷àåìâ èòîãå jDnj = nPi=0 (�1)n�ni�(n� i)! = nPi=0 (�1)i n!i! == n! �1� 11! + 12! � 13! + : : :+ (�1)n 1n!� :Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóììà â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ÷ëåíîì ðÿäàe�1 = P1i=0 (�1)i 1i! . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíâåðñèè ñîñòàâëÿþò e�1 = 0:36788 : : :âñåõ ïåðåñòàíîâîê.



70 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó1.14 Çàäà÷è1. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå 8 ñïîðòñìåíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìèìîãóò áûòü ðàçäåëåíû ìåäàëè (çîëîòûå, ñåðåáðÿíûå è áðîíçîâûå)?2. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàññàäèòü n ÷åëîâåê ñðåäèm ÷åëîâåê çà êðóãëûì ñòîëîì, ðàâíî [m℄n=n. (�àçìåùåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿòîëüêî öèêëè÷åñêèì ïåðåìåùåíèåì âîêðóã ñòîëà, ñ÷èòàåì ðàâíûìè).3. Ñêîëüêî ÷èñåë ìåæäó 1000 è 10000 ñîñòîÿò èç íå÷¼òíûõ öè�ð, ñêîëüêî èçðàçëè÷íûõ öè�ð?4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûìè ìîãóò îêîí÷èòüñÿñîðåâíîâàíèÿ, â êîòîðûõ ñòàðòóåò 10 ÷åëîâåê â òð¼õ âèäàõ ñïîðòà, åñëèêàæäûé ÷åëîâåê ñòàðòóåò â îäíîì, ïðîèçâîëüíî âûáðàííîì âèäå ñïîðòà?(Ïîä ðåçóëüòàòîì ñîðåâíîâàíèÿ ìû áóäåì ïîíèìàòü ðàñïðåäåëåíèå ìåñòäëÿ âñåõ ñïîðòñìåíîâ, ñòàðòóþùèõ â êàæäîì âèäå).5. Ñêîëüêî ïàëèíäðîìîâ äëèíû n ìîæíî îáðàçîâàòü, èñïîëüçóÿ 26 áóêâ àë-�àâèòà? (Ïàëèíäðîìîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå âûðàæåíèå, êîòîðîå ÷è-òàåòñÿ îäèíàêîâî êàê ñëåâà íàïðàâî, òàê è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, íà-ïðèìåð, òîïîò).6. Äîêàçàòü, ÷òî ïîðÿäîê ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G � Sn ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåìïîðÿäêà Sn. (Óêàçàíèå: ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà fG = ffg : g 2G; f 2 Sng ñîñòàâëÿþò ðàçáèåíèå ãðóïïû Sn íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ jGj-ýëåìåíòíûå áëîêè).7. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê f 2 Sn òèïà 1�12�2 : : : n�n ðàâíîn!(1�12�2 :::n�n�1!�2!:::�n!)8. Äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñòàíîâêè f; g 2 Sn ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè îäíîãî èòîãî æå òèïà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà h 2 Sn,òàêàÿ, ÷òî g = hfh�1.9. Ïåðåñòàíîâêà f 2 Sn íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè f � f = e. Äîêàçàòü,÷òî f 2 Sn ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìå-åò òèï 1�12�2 (�1 + 2�2 = n), è ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿñóïåðïîçèöèåé äâóõ èíâîëþöèé.10. Äëÿ ïåðåñòàíîâêè ha1; : : : ; ani îïðåäåëèì èíâåðñèâíûé âåêòîð êàê hd1; : : : ; dni,ãäå di = jfj < i : aj > aigj. Äîêàçàòü, ÷òî èíâåðñèâíûé âåêòîð îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó.



1.14. Çàäà÷è 7111. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ïåðåñòàíîâîê îáðàçóåò ãðóïïó.12. Äîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì 1.10 áóäåò ãåíåðèðîâàòü âñå ïåðåñòàíîâêè (â íåñêîëü-êî èíîé î÷åð¼äíîñòè), åñëè óáðàòü êîìàíäó P [i℄ :=: P [m℄ â ñòðîêå 15.Ïóñòü f1; f2; : : : ; fn! áóäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåñòàíîâîê, ïîëó÷åííûõ ñïîìîùüþ òàêîãî ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü n! ýëåìåíòîâ f�11 (i); f�12 (i); : : : ; f�1n! (i) ÿâëÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî i(1 � i � n) îäèíàêîâîé ñ òî÷íîñòüþ äî öèêëè÷åñêîãî ñäâèãà (ñð. [45℄).13. Äîêàçàòü, ÷òî àññèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå (äëÿ n ! 1) ñðåäíåãî ÷èñëàòðàíñïîçèöèé, ïðèõîäÿùèõñÿ íà êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó, ïîëó÷åííóþ ïðèïîìîùè àëãîðèòìà 1.10, ðàâíî 
osh 1 = 1; 543 : : : �
oshx = 1Pk=0 x2k(2k)!�, åñ-ëè æå àëãîðèòì ìîäè�èöèðîâàí òàê, êàê â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, òî ýòîçíà÷åíèå ñîñòàâëÿåò sinh 1 = 1; 175 : : : �sinhx = 1Pk=0 x2k+1(2k+1)!�.14. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 0; : : : ; n! � 1 ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòà-âèòü â âèäå j = Pn�1k=1 dkk!, ãäå 0 � di � i, ïðè÷¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòèdk�1; : : : ; d1, ñîîòâåòñòâóþùèå î÷åðåäíûì ÷èñëàì, ïîÿâëÿþòñÿ â ëåêñèêî-ãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïðåëîæèòå àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè hdk�1; : : : ; d1i, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó j.15. Óäàëèòü ðåêóðñèþ èç àëãîðèòìà 1.11. Îïèñàòü òàêóþ ðåàëèçàöèþ, â êîòî-ðîé ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ïåðå-ñòàíîâêè (íå òîëüêî ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà øàãîâ!) îãðàíè÷åíî êîíñòàí-òîé, íå çàâèñÿùåé îò n. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðèì ëåêñèêîãðà�è÷åñêè óïîðÿ-äî÷åííûé ñïèñîê Ln âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé h
n; : : : ; 
2i, ãäå 1 � 
i � i.Äîêàçàòü, ÷òî i-ÿ òðàíñïîçèöèÿ, ïðîâåä¼ííàÿ àëãîðèòìîì 1.11, èìååò âèäP [B[p; 
p℄℄ :=: P [p℄, ãäå p = minfi : 
i < ig, à h
n; : : : ; 
2i åñòü j-ÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü â ñïèñêå Ln. Äàëüíåéøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ñïèñêå Ln ìîæ-íî ý��åêòèâíî ãåíåðèðîâàòü, ïðåäñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h
n; : : : ; 
2iïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ h�
n; : : : ; �
2i, ãäå �
i = 1, åñëè 
i = i è �
i = 
i â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå, èëè æå, èñïîëüçóÿ áó�åð, �àêòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì êîòîðîãîâñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1; b1; a2; b2; : : : ; as; bs, òàêàÿ, ÷òîs[q=1 fi : aq � i � bqg = fi : 
i < igÍàéáîëüøèé ýëåìåíò áó�åðà îïðåäåëÿåò ðàíåå óïîìÿíóòûé èíäåêñ.)



72 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó16. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, ðåàëèçóþùóþ ¾îáû÷íóþ¿ íåðåêóðñèâíóþ âåðñèþàëãîðèòìà 1.11, à òàêæå âåðñèþ, îïèñàííóþ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å. Ïðîâå-ðèòü ýìïèðè÷åñêè, âûïîëíèâ ïðîãðàììó, ñèëüíåå ëè ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ âñìûñëå âðåìåíè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîé ñëåäóþùåé ïåðå-ñòàíîâêè.17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íå÷¼òíîãî m èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèåB[m; 1℄ = : : : = B[m;m � 1℄ = b(m), è ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íå÷¼òíîãîm � 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B[m; 1℄,. . . ,B[m;m � 1℄ óäîâëåòâîðÿåò îäíîìóèç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:(i) Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ 1; : : : ;m�1 ïîÿâëÿåòñÿ â íåé â òî÷íîñòè îäèíðàç, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîçèöèÿìè, ñîäåðæàùèìè m � 1 è b(m�1)÷¼òíîå (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîçèöèÿìè i; j ïîíèìàåì êàê ji� jj).(ii) Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà f1; : : : ;m � 1gnfm � 1; b(m�1)gïîÿâëÿåòñÿ äâàæäû, ïðè÷¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè âõîæäåíèÿìè íå÷¼ò-íîå.Äîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåäóðà PERM(n) ãåíåðèðóåò âñå ïåðåñòà-íîâêè ýëåìåíòîâ P [1℄; : : : ; P [n℄, ïðè÷åì 'n (ñì. äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíî-ñòè àëãîðèòìà 1.11) ÿâëÿåòñÿ òðàíñïîçèöèåé äëÿ êàæäîãî íå÷¼òíîãî n � 3è öèêëîì äëèíû n äëÿ êàæäîãî ÷¼òíîãî n (ñð. [44℄).18. Ïîëüçóÿñü ïðåäûäóùèì çàäàíèåì, äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå âàðèàíòû ïðî-öåäóðû B(m; i) â àëãîðèòìå 1.11 ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíîìó àëãîðèòìó ãå-íåðèðîâàíèÿ âñåõ ïåðåñòàíîâîê:(1) if (m mod 2 = 0 ) thenif i>1 then B:=m� ielse B:=m� 2else B:=m� 1(2) if m mod 2 = 0 thenif (i=1) or (i=m� 1) then B:=m� 1else B:=ielse B:=1(3) if (m mod 2 = 0) and (i>2) then B:=m� ielse B:=m� 1 (*Wells[71℄*)(4) if m mod 2 = 0 then B:=ielse B:=1 (*Heap[32℄*)



1.14. Çàäà÷è 73(5) if m mod 2 = 0 then B:=ielse B:=m� 2Êàêîé âèä èìååò ïåðåñòàíîâêà 'n â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ? Äàòü äðóãèåâîçìîæíûå âàðèàíòû ýòîé ïðîöåäóðû.19. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ êàæ-äîé ñëåäóþùåé ïåðåñòàíîâêè â àëãîðèòìå 1.12, îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé,íå çàâèñÿùåé îò n. Ïðåäñòàâèòü òàêîé âàðèàíò àëãîðèòìà, â êîòîðîì ýòîçàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ ÷èñëà øàãîâ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîéïåðåñòàíîâêè (ñð. ñ çàäà÷åé 1.15).20. Àëãîðèòìû 1.11 è 1.12 ãåíåðèðóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîäåðæàùèå ïîïå-ðåìåííî ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ïåðåñòàíîâêè (ïî÷åìó?). Âåðíî ëè ýòî çàìå÷à-íèå äëÿ àëãîðèòìà 1.10?21. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ ãåíåðèðîâàíèÿ êàæ-äîãî ñëåäóþùåãî ïîäìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1.13, îãðàíè÷åíîêîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò n. Ïðåäëîæèòü âàðèàíò àëãîðèòìà, â êîòî-ðîì ýòî âåðíî òàêæå äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ïîäìíîæåñòâà (ñì. çàäà÷ó1.15).22. Ïðåäëîæèòü íåðåêóðñèâíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà, ãåíåðèðóþùåãî âñå ïîä-ìíîæåñòâà ñ ïîâòîðåíèÿìè.23. Èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 1.13 äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è: äàíû n + 1d-ìåðíûõ âåêòîðîâ a1; : : : ; an; s ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðîâåðèòü, ñóùå-ñòâóåò ëè ïîäìíîæåñòâî J � f1; : : : ; ng, òàêîå ÷òî Pj2J aj = s.24. Äîêàçàòü òîæäåñòâà�n+ 1k � = �nk�+�n� 1k � 1�+�n� 2k � 2�+ : : :+�n� k0 �;�n+ 1k + 1� = �nk�+�n� 1k �+�n� 2k �+ : : :+�n� kk �äâóìÿ ñïîñîáàìè: ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (1.17) è ïðèäàâàÿ ïðà-âîé ÷àñòè íåêîòîðóþ êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ (íàïðèìåð, â ïåðâîìòîæäåñòâå �n�jk�j� åñòü ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ A 2 f0; : : : ; ng, òà-êèõ ÷òî minfi : i =2 Ag = j ).



74 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó25. Äîêàçàòü òîæäåñòâî n�n�1k�1� = k�nk�, ïîäñ÷èòàâ äâóìÿ ñïîñîáàìè ïàðû ha;Ki,ãäå a 2 K è K ÿâëÿåòñÿ k-ýëåìåíòíûì ïîäìíîæåñòâîì �èêñèðîâàííî-ãî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X . Èñïîëüçîâàòü ýòî òîæäåñòâî äëÿ âûâîäà�îðìóëû (1.21)26. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå k ïðîèçâîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëü-íõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k!. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü áèíîìèàëüíûé êîý��è-öèåíò �n+kk � ).27. Äîêàçòü, ÷òî äëÿ ïðîçâîëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë p; q; n[p+ q℄n = nXk=0�nk�[p℄k[q℄n�k;[p+ q℄n = nXk=0�nk�[p℄k[q℄n�k:(Óêàçàíèå: äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî òîæäåñòâà ïîäñ÷èòàéòå äâóìÿ ñïî-ñîáàìè ÷èñëî âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ �óíêöèé f : X ! P SQ, ãäåjX j = n, jP j = p, jQj = q, P TQ = ?. Äëÿ âòîðîãî òîæäåñòâà íàéòè ïî-äîáíóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåðìèíàõ ðàçìåùåíèé, óïîðÿäî÷åííûõ â p + qÿ÷åéêàõ.)28. Äîêàçàòü, ÷òî(x1 + x2 + : : :+ xp)n = Xn1+:::+np=n� nn1n2 : : : np�xn11 : : : xnpp ;ãäå � nn1n2:::np� = n!n1!n2!:::np! . Äàéòå êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ êîý��è-öèåíòîâ. ×åìó ðàâíî � nkn�k� ?29. Äàòü íåðåêóðñèâíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà ãåíåðèðîâàíèÿ k-ýëåìåíòíûõ ïîä-ìíîæåñòâ, îñíîâàííóþ íà �îðìóëå (1.25). Ïîêàçàòü, ÷òî ðåêóððåíòíàÿ çà-âèñèìîñòü G(n; k) = G(n� 1; k);G(n� 2; k � 2) [ fn� 1; ng, G�(n� 2; k) [ fngîïðåäåëÿåò òàêæå íåêîòîðûé ñïèñîê k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, â êîòî-ðîì ñîñåäíèå ïîäìíîæåñòâà ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Äàòü íåðå-êóðñèâíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ýòîé çàâèñèìîñòè.



1.14. Çàäà÷è 7530. Ïîêàçàòü, ÷òî ðåø¼òêà ðàçáèåíèé íå ÿâëÿåòñÿ äèñòðèáóòèâíîé, ò.å.�V(�W�) 6= (�V�)W(�V�). Óêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèÿ �, �,�.31. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n ñ ýëåìåíòàìè èç k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèõ êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà ïîêðàéíåé ìåðå îäèí ðàç, ðàâíî k!S(n; k).32. �àçáèåíèå � n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X èìååò òèï 1�12�2 : : : n�n (ãäå �1+2�2 + : : : + n�n = n), åñëè îíî ñîäåðæèò �i i-ýëåìåíòíûõ áëîêîâ äëÿi = 1; 2; : : : ; n. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé òèïà 1�12�2 : : : n�n ðàâíîn!(�1!:::�n!(1!)�1 :::(n!)�n) .33. Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî k � 0g(k) = dkdxk g(x); f (k) = dkdyk f(y) jy=g(x)Äîêàçàòü, ÷òîdndxn f (g(x)) = nXj=0 Xk1+k2+:::+kn=jk1+2k2+:::+nkn=nk1;k2;:::;kn�0 f (j)n!�g(1)�k1 : : : �g(n)�knk1!(1!)k1 : : : kn!(n!)knÏîêàçàòü, ÷òî ñóììà êîý��èöèåíòîâ ïðè âñåõ ñëàãàåìûõ âèäàf (j)�g(1)�k1 : : : �g(n)�kn ðàâíà ÷èñëó Áåëëà Bn.34. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî m � 0 ìàðèöà ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðî-äà [s(n; k)℄0�n;k�m åñòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ ìàòðèöû ÷èñåë Ñòèðëèíãàâòîðîãî ðîäà [S(n; k)℄0�n;k�m35. Äîêàçàòü, ÷òî [x℄n = nXk=0 js(n; k)jxk36. Äîêàçàòü, ÷òî js(n; k)j åñòü ÷èñëî òåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-ñòâà, êîòîðûå èìåþò â ðàçáèåíèè íà öèêëû â òî÷íîñòè k öèêëîâ.37. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîãðàììó:



76 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêómin :=1for i:=1 to n doif P [i℄ < min then min:=P [i℄;Äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïåðåñòà-íîâêè P [1℄; : : : ; P [n℄ êîìàíäà min := P [i℄ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ â òî÷íîñòè kðàç, ñîñòàâëÿåò js(n; k)j=n!. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî âûïîëíåíèé óêà-çàííîé êîìàíäû äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ïåðåñòàíîâêè åñòü O(logn),òî÷íîå çíà÷åíèå ðàâíî nPk=1 1k! . (Óêàçàíèå: ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî öèêëîâ âî âñåõn! ïåðåñòàíîâêàõ.)38. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæ-äîãî ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ â àëãîðèòìå 1.19, îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, íåçàâèñÿùåé îò n. Äàòü ìîäè�èêàöèþ àëãîðèòìà, ãàðàíòèðóþùóþ îãðàíè-÷åííîñòü ýòîãî ÷èñëà êîíñòàíòîé äëÿ êàæäîãî ïîðîæä¼ííîãî ðàçáèåíèÿ(ñð. ñ çàäà÷åé 1.15).39. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n, â êîòîðîì íè îäíî èç ñëàãàåìûõíå ïðåâîñõîäèò k, ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n+ k íà k ñëàãàåìûõ, ò.å.P (n+ k; k).40. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà n (ò.å. ðàâíûõ ñî-ïðÿæ¼ííîìó ðàçáèåíèþ) ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ïîïàðíî ðàç-ëè÷íûå íå÷¼òíûå ñëàãàåìûå.41. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E(n) è O(n) ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ðàçáèåíèé ÷èñëà n íàïîïàðíî ðàçëè÷èìûå ÷¼òíûå ñëàãàåìûå è íà ïîïàðíî ðàçëè÷èìûå íå÷¼ò-íûå ñëàãàåìûå. Äîêàçàòü, ÷òîE(n)�O(n) = � (�1)k; åñëè n èìååò âèä (3k2 � k)=20 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå42. �àçðàáîòàòü àëãîðèòì ãåíåðèðîâàíèÿ âñåõ P (n; k) ðàçáèåíèé ÷èñëà n íàk ñëàãàåìûõ â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ëåêñèêîãðà�è÷åñêîìó, òàêîé ÷òî ÷èñ-ëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ðàçáèåíèÿ,îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò n.43. �ÿä 1Xk=0 
kk!xk



1.14. Çàäà÷è 77áóäåì íàçûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé äëÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè 
0; 
1; : : :. Ïóñòü 
k � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåéäëèíû k ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà Y = fy1; : : : ; yng, â êîòîðûõ ÷èñëî ïî-ÿâëåíèé ýëåìåíòà yi ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó fmi1;mi2; : : :g (mi1 < mi2 <: : :). Äîêàçàòü, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ äëÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè 
0; 
1; : : : åñòü
(x) = �xm11m11! + xm12m12! + : : :��xm21m21! + xm22m22! + : : :� : : :�xmn1mn1! + xmn2mn2! + : : :�44. Äîêàçàòü, ÷òîFn+1 = nXk=0�n� k + 1k � = b(n+1)=2
Xk=0 �n� k + 1k �45. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, íå ñîäåðæà-ùèõ åäèíèö íè íà êàêèõ äâóõ ñîñåäíèõ ïîçèöèÿõ, ðàâíî ÷èñëó Ôèááîíà÷÷èFn+1.46. Îïèñàòü ìåòîä ðåøåíèÿ âîçâðàòíûõ óðàâíåíèé âèäàC0an + C1an�1 + : : :+ Cran�r = 0(ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè çíà÷åíèÿ a0; a1; : : : ; an�1) ïðèïîìîùè ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó, èñïîëüçîâàííîìóäëÿ íàõîæäåíèÿ �îðìóëû (1.65), îïðåäåëÿþùåé ÷èñëà Ôèááîíà÷÷è.47. Ïóñòü pn � ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé ñêîáîê â ïðîèçâåäåíèèx0 : : : xn (íàïðèìåð, p2 = 2, òàê êàê èìååòñÿ äâà ñïîñîáà ðàññòàíîâêè ñêî-áîê: (x0x1)x2, x0(x1x2)). Äîêàçàòü, ÷òî pn ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà 
n.48. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàçáèòü ïëîñêèé âûïóê-ëûé (n + 2)-óãîëüíèê íà ðàçëè÷íûå òðåóãîëüíèêè ñ ïîìîùüþ n � 1 äèà-ãîíàëåé, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ âíóòðè ýòîãî (n + 2)-óãîëüíèêà, ðàâíî ÷èñëóÊàòàëàíà 
n.49. Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(x) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x. Äî-êàçàòü, ÷òî�(n)�� �pn� = n�1� X1�i�k� npi�+ X1�i<j�k � npipj ��: : :+(�1)k� np1p2 : : : pk �;ãäå k = � (pn)



78 �ëàâà 1. Ââåäåíèå â êîìáèíàòîðèêó50. Îáîçíà÷èì ÷åðåç '(n) êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõn è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n (ò.å. íå èìåþùèõ îáùåãî äåëèòåëÿ, áîëüøåãîåäèíèöû). Äîêàçàòü, ÷òî'(n) = n0�1� mXi=1 nqi + X1�i�j�m nqiqj � : : :+ (�1)m 1q1q2 : : : qm1A = n mYi=1�1� 1qi�;ãäå q1; : : : ; qm ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè ÷èñëà n.



�ëàâà 2Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ2.1 Ìàøèííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðà�îâÎ÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëåå ïîíÿòíûé è ïîëåçíûé äëÿ ÷åëîâåêà ñïîñîá ïðåäñòàâëå-íèÿ ãðà�à � èçîáðàæåíèå ãðà�à íà ïëîñêîñòè â âèäå òî÷åê è ñîåäèíÿþùèõ èõëèíèé � áóäåò ñîâåðøåííî áåñïîëåçíûì, åñëè ìû çàõîòèì ðåøàòü ñ ïîìîùüþÝÂÌ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ãðà�àìè. Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû äàííûõäëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�îâ èìååò ïðèíöèïèàëüíîå âëèÿíèå íà ý��åêòèâíîñòüàëãîðèòìîâ, ïîýòîìó ìû ïîäðîáíåå îñòàíîâèìñÿ íà ýòîé ïðîáëåìå. Ìû ïîêàæåìíåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëåíèÿ è êðàòêî ðàçáåðåì èõ îñíîâíûåäîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îðèåíòèðîâàííûå, òàê è íåîðèåíòèðîâàííûåãðà�û. �ðà� ìû áóäåì âñåãäà îáîçíà÷àòü G = hV;Ei, ãäå V îáîçíà÷àåò ìíîæå-ñòâî âåðøèí, à E � ìíîæåñòâî ðåáåð1, ïðè÷åì E � V �V äëÿ îðèåíòèðîâàííîãîãðà�à è E � ffx; yg : x; y 2 V ^ x 6= yg äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à. Áóäåìòàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ jV j = n è jEj = m.Â òåîðèè ãðà�îâ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à ñëóæèò ìàò-ðèöà èíöèäåíöèé. Ýòî ìàòðèöà A ñ n ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàì,è m ñòîëáöàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàì. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ñòîë-áåö, ñîîòâåòñòâóþùèé äóãå hx; yi 2 E, ñîäåðæèò �1 â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåéâåðøèíå x, 1 â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå y, è íóëè âî âñåõ îñòàëüíûõñòðîêàõ (ïåòëþ, ò.å. äóãó âèäà hx; xi, óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü èíûì çíà÷åíèåì âñòðîêå x, íàïðèìåð, 2). Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ñòîëáåö, ñîîòâåò-1Â îòå÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå ðåáðà îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ïðèíÿòî íàçûâàòü äóãàìè. Âäàëüíåéøåì ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ýòîò òåðìèí âåçäå, ãäå ðå÷ü èäåò îá îðãðà�àõ, èñïîëüçóÿòåðìèí ¾ðåáðî¿ êàê áîëåå îáùèé. � Ïðèì. ïåðåâ.79



80 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ(à)u uu u uu1 23 4 56HHHHHj�����* 66�����* ��� ���?6 123456
26666664 -1 -1 0 0 0 0 01 0 1 0 0 0 00 1 -1 -1 0 0 00 0 0 1 1 0 00 0 0 0 -1 -1 10 0 0 0 0 1 -1

37777775(á)
u uu uu u1 23 45 6HHH������ ��HHH��� 123456

26666664 1 1 1 0 0 0 0 0 01 0 0 1 1 0 0 0 00 1 0 1 0 1 0 0 00 0 0 0 0 1 1 1 00 0 1 0 1 0 1 0 10 0 0 0 0 0 0 1 1
37777775�èñ. 2.1: à) îðèåíòèðîâàííûé ãðà� è åãî ìàòðèöà èíöèäåíöèé; á) íåîðèåíòèðî-âàííûé ãðà� è åãî ìàòðèöà èíöèäåíöèéñòâóþùèé ðåáðó fx; yg, ñîäåðæèò 1 â ñòðîêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ x è y, è íóëèâ îñòàëüíûõ ñòðîêàõ. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2.1. Ñ àëãîðèòìè÷åñêîéòî÷êè çðåíèÿ ìàòðèöà èíöèäåíöèé ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿòíî, ñàìûì õóäøèì ñïîñî-áîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à, êîòîðûé òîëüêî ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü. Âî-ïåðâûõ,îí òðåáóåò mn ÿ÷ååê ïàìÿòè, ïðè÷åì áîëüøèíñòâî ýòèõ ÿ÷ååê âîîáùå çàíÿòîíóëÿìè. Íåóäîáåí òàêæå äîñòóï ê èí�îðìàöèè. Îòâåò íà ýëåìåíòàðíûå âîïðî-ñû òèïà ¾ñóùåñòâóåò ëè äóãà hx; yi?¿, ¾ê êàêèì âåðøèíàì âåäóò ðåáðà èç x?¿òðåáóåò â õóäøåì ñëó÷àå ïåðåáîðà âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû, à ñëåäîâàòåëüíî, møàãîâ.Ëó÷øèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à ÿâëÿåòñÿìàòðèöà ñìåæíîñòè, îïðå-äåëÿåìàÿ êàê ìàòðèöà B = [bij ℄ ðàçìåðà n � n, ãäå bij = 1, åñëè ñóùåñòâóåòðåáðî, èäóùåå èç âåðøèíû x â âåðøèíó y, è bij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çäåñü



2.1. Ìàøèííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðà�îâ 81(à) (á). 1 2 3 4 5 6 . 1 2 3 4 5 61 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 02 0 0 0 0 0 0 2 1 0 1 0 1 03 0 1 0 1 0 0 3 1 1 0 1 0 04 0 0 0 0 0 0 4 0 0 1 0 1 15 0 0 0 1 0 1 5 1 1 0 1 0 16 0 0 0 0 1 0 6 0 0 0 1 1 0�èñ. 2.2: Ìàòðèöû ñìåæíîñòè äëÿ ãðà�îâ íà ðèñ. 2.1.ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ðåáðî fx; yg íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à èäåò êàê îò xê y, òàê è îò y ê x, òàê ÷òî ìàòðèöà ñìåæíîñòè òàêîãî ãðà�à âñåãäà ÿâëÿåòñÿñèììåòðè÷íîé. Ýòî ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 2.2.Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ìàòðèöû ñìåæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî çàîäèí øàã ìîæíî ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ ¾ñóùåñòâóåò ëè ðåáðî èç x â y?¿.Íåäîñòàòêîì æå ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ðåáåð îáúåì çà-íÿòîé ïàìÿòè ñîñòàâëÿåò n2. Íà ïðàêòèêå ýòî íåóäîáñòâî ìîæíî èíîãäà óìåíü-øèòü, õðàíÿ öåëóþ ñòðîêó (ñòîëáåö) ìàòðèöû â îäíîì ìàøèííîì ñëîâå � ýòîâîçìîæíî äëÿ ìàëûõ n.Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî àðãóìåíòà ïðîòèâ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòèïðèâåäåì òåîðåìó î ÷èñëå øàãîâ, êîòîðîå äîëæåí âûïîëíèòü àëãîðèòì, ïðîâå-ðÿþùèé íà îñíîâå ìàòðèöû ñìåæíîñòè íåêîòîðîå ñâîéñòâî ãðà�à. Ïóñòü P �íåêîòîðîå ñâîéñòâî ãðà�à (P (G) = 0 èëè P (G) = 1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, îá-ëàäàåò èëè íå îáëàäàåò G íàøèì ñâîéñòâîì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî Póäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:� (a) P (G) = P (G), åñëè ãðà�û G è G0 èçîìîð�íû;� (á) P (G) = 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïóñòîãî ãðà�à hV;?i è P (0) = 1 äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî ïîëíîãî ãðà�à hV; P2(V )i ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí;� (â) äîáàâëåíèå ðåáðà íå íàðóøàåò ñâîéñòâà P , ò.å. P (G) � P (G0) äëÿ ïðî-èçâîëüíûõ ãðà�îâ G = hV;Ei è G0 = hV;E0i, òàêèõ ÷òî E � E0.Ïðèìåðîì òàêîãî ñâîéñòâà P ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå öèêëà (â ãðà�å, èìå-þùåì ïî êðàéíåé ìåðå òðè âåðøèíû).Òåîðåìà 2.1. Åñëè P � ñâîéñòâî ãðà�à, îòâå÷àþùåå óñëîâèÿì (à), (á),(â), òî êàæäûé àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ñâîéñòâî P (ò.å. âû÷èñëÿþùèé çíà-÷åíèå P (G) äëÿ äàííîãî ãðà�à G) íà îñíîâå ìàòðèöû ñìåæíîñòè, âûïîëíÿåòâ õóäøåì ñëó÷àå 
(n2) øàãîâ, ãäå n � ÷èñëî âåðøèí ãðà�à.



82 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ(à)1 1 3 3 5 5 42 3 2 4 4 6 5(á)1 1 1 2 2 3 4 4 52 3 5 3 5 4 5 6 6�èñ. 2.3: Ñïèñêè ð¼áåð, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�àì íà ðèñ. 2.1.Ýòà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà òàêæå äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ è äëÿ ñâîéñòâ,íå çàâèñÿùèõ îò ïåòåëü ãðà�à, ò.å. îòâå÷àþùèõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ� (ã) P (G) = P (G0) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ G = hV;Ei,G0 = hV;E [ hv; vii; v 2 V .Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â ðàáîòàõ [5℄ è [59℄.Áîëåå ýêîíîìíûì â îòíîøåíèè ïàìÿòè (îñîáåííî â ñëó÷àå íåïëîòíûõ ãðà-�îâ, êîãäà m ãîðàçäî ìåíüøå n2) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à ñ ïîìî-ùüþ ñïèñêà ïàð, ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ðåáðàì. Ïàðà hx; yi ñîîòâåòñòâóåò äóãåhx; yi, åñëè ãðà� îðèåíòèðîâàííûé, è ðåáðó fx; yg â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãîãðà�à (ðèñ. 2.3). Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåì ïàìÿòè â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò 2m.Íåóäîáñòâîì ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ � ïîðÿäêà m â õóäøåì ñëó÷àå,� íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò ðåáðà èçäàííîé âåðøèíû.Ñèòóàöèþ ìîæíî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü, óïîðÿäî÷èâ ìíîæåñòâî ïàð ëåê-ñèêîãðà�è÷åñêè è ïðèìåíÿÿ äâîè÷íûé ïîèñê, íî ëó÷øèì ðåøåíèåì âî ìíîãèõñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ñïèñêàìèèíöèäåíòíîñòè. Îíà ñîäåðæèò äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V ñïèñîê âåðøèí u,òàêèõ ÷òî v ! u (èëè v � u â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à). Òî÷íåå, êàæ-äûé ýëåìåíò òàêîãî ñïèñêà ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ r, ñîäåðæàùåé âåðøèíó r:ñòðîêàè óêàçàòåëü r:ñëåä íà ñëåäóþùóþ çàïèñü â ñïèñêå (r:ñëåä = nil äëÿ ïîñëåäíåéçàïèñè â ñïèñêå). Íà÷àëî êàæäîãî ñïèñêà õðàíèòñÿ â òàáëèöå ÍÀ×ÀËÎ, òî÷-íåå, ÍÀ×ÀËÎ[v℄ ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåì íà íà÷àëî ñïèñêà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíûèç ìíîæåñòâà fu : v ! ug (fu : v � ug äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à). Âåñüòàêîé ñïèñîê îáû÷íî íå�îðìàëüíî áóäåì îáîçíà÷àòü ÇÀÏÈÑÜ[u℄, à öèêë, âû-ïîëíÿþùèé îïðåäåëåííóþ îïåðàöèþ äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà u èç ýòîãî ñïèñêàâ ïðîèçâîëüíîé, íî ÷åòêî óñòàíîâëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåéî÷åðåäíîñòè ýëåìåíòîâ â ñïèñêå, áóäåì çàïèñûâàòü ¾for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do : : :¿.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�îâ êàæäîå ðåáðî fu; vg ïðåäñòàâ-ëåíî äâàæäû: ÷åðåç âåðøèíó v â ñïèñêå ÇÀÏÈÑÜ[u℄ è ÷åðåç âåðøèíó u â ñïèñêå



2.2. Ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�å 83(à)ÍÀ×ÀËÎ123456
r- 2 r- 3nilnilr- 2 r- 4nilnilr- 2 r- 4nilr- 5nil

(á)ÍÀ×ÀËÎ123456
r- 2 r- 3 r- 5nilr- 1 r- 3 r- 5nilr- 1 r- 2 r- 4nilr- 3 r- 5 r- 6nilr- 1 r- 2 r- 4 r- 6nilr- 4 r- 5nil�èñ. 2.4: Ñïèñêè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄, v 2 V , ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�àìíà ðèñ. 2.1.ÇÀÏÈÑÜ[v℄. Âî ìíîãèõ àëãîðèòìàõ ñòðóêòóðà ãðà�à äèíàìè÷åñêè ìîäè�èöè-ðóåòñÿ äîáàâëåíèåì è óäàëåíèåì ðåáåð. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàåì, ÷òî â íà-øèõ ñïèñêàõ èíöèäåíòíîñòè ýëåìåíò ñïèñêà ÇÀÏÈÑÜ[u℄, ñîäåðæàùèé âåðøèíóv, ñíàáæåí óêàçàòåëåì íà ýëåìåíò ñïèñêà ÇÀÏÈÑÜ[u℄, ñîäåðæàùèé âåðøèíóu, è ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ñîäåðæèò óêàçàòåëü íå òîëüêî ê ñëåäóþùåìóýëåìåíòó, íî è ê ïðåäûäóùåìó. Òîãäà óäàëÿÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ñïèñêà, ìûìîæåì ëåãêî çà ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé, óäàëèòü äðóãîé ýëåìåíò,ïðåäñòàâëÿþùèé òî æå ñàìîå ðåáðî, íå ïðîñìàòðèâàÿ ñïèñîê, ñîäåðæàùèé ýòîòýëåìåíò (ñì. çàäà÷ó 2.3).Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì îïðåäåëÿåì äëÿ êàæäîé âåðøèíû v íåîðèåíòèðîâàí-íîãî ãðà�à ñïèñîê Ï�ÅÄØ[v℄, ñîäåðæàùèé âåðøèíû èç ìíîæåñòâà fu : u! vg.×èñëî ÿ÷ååê ïàìÿòè, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðà�à ñ ïîìîùüþ ñïèñêîâèíöèäåíòíîñòè, áóäåò, î÷åâèäíî, èìåòü ïîðÿäîêm+n. Íà ðèñ. 2.4 ïðåäñòàâëåíûñïèñêè èíöèäåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�àì íà ðèñ. 2.1.2.2 Ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�åÑóùåñòâóåò ìíîãî àëãîðèòìîâ íà ãðà�àõ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ñèñòåìàòè-÷åñêèé ïåðåáîð âåðøèí ãðà�à, òàêîé ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ âòî÷íîñòè îäèí ðàç. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå õîðîøèõ ìå-òîäîâ ïîèñêà â ãðà�å. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìåòîä ïîèñêà ¾õîðîø¿, åñëè� (à) îí ïîçâîëÿåò àëãîðèòìó ðåøåíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è ëåãêî ¾ïî-ãðóçèòüñÿ¿ â ýòîò ìåòîä è� (á) êàæäîå ðåáðî ãðà�à àíàëèçèðóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà (èëè, ÷òî ñó-ùåñòâåííî íå ìåíÿåò ñèòóàöèè, ÷èñëî ðàç, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé).



84 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõÎïèøåì òåïåðü òàêîé ìåòîä ïîèñêà â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å, êîòîðûéñòàë îäíîé èç îñíîâíûõ ìåòîäèê ïðîåêòèðîâàíèÿ ãðà�îâûõ àëãîðèòìîâ. Ýòîòìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîèñêîì â ãëóáèíó (àíãë. depth first sear
h [66℄) ïî ïðè÷èíàì,êîòîðûå, êàê ìû íàäååìñÿ, âñêîðå ñòàíóò ÿñíûìè.Îáùàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû íà÷èíàåì ïîèñê ñ íåêî-òîðîé �èêñèðîâàííîé âåðøèíû v0. çàòåì âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó u,ñìåæíóþ ñ v0, è ïîâòîðÿåì íàø ïðîöåññ îò u. Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæèì,÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå v. Åñëè ñóùåñòâóåò íîâàÿ (åùå íåïðîñìîòðåííàÿ)âåðøèíà u, u�v, òî ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó âåðøèíó (îíà ïåðåñòàåò áûòü íîâîé),è, íà÷èíàÿ ñ íåå, ïðîäîëæàåì ïîèñê. Åñëè æå íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé íîâîé âåð-øèíû, ñìåæíîé ñ v, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà, âîçâðàùàåìñÿâ âåðøèíó, èç êîòîðîé ìû ïîïàëè â v, è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ (åñëè v = v0, òîïîèñê çàêîí÷åí). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû v îñíîâûâàåò-ñÿ íà ïîèñêå â ãëóáèíó èç âñåõ íîâûõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v. Ýòî ìîæíî ëåãêîçàïèñàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû:1 pro
edure WG(v) (*ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû v,ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÇÀÏÈÑÜ ãëîáàëüíûå *)2 begin ðàññìîòðåòü v; ÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü;3 for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do4 if ÍÎÂÛÉ[u℄ then WG(u)5 end (*âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà*)Ïîèñê â ãëóáèíó â ïðîèçâîëüíîì, íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíîì ãðà�å ïðîâîäèòñÿñîãëàñíî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:1. begin2. for v 2 V do ÍÎÂÛÉ[v℄:=èñòèíà;3. for v 2 V do4. if ÍÎÂÛÉ[u℄ then WG(v)5. endÏîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðîñìàòðèâàåò êàæäóþ âåðøèíó â òî÷-íîñòè îäèí ðàç è åãî ñëîæíîñòü ïîðÿäêà O(m + n). Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî âû-çîâ WG(v) âëå÷åò çà ñîáîé ïðîñìîòð âñåõ âåðøèí ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãðà�à,ñîäåðæàùåé v (åñëè ÍÎÂÛÉ[u℄=èñòèíà äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòîé êîìïî-íåíòû). Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû ïðîöåäóðû WG: ïîñëå ïî-ñåùåíèÿ âåðøèíû (ñòðîêà 2) ñëåäóåò âûçîâ ïðîöåäóðû WG äëÿ âñåõ åå íî-âûõ ñîñåäåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ íå áîëååîäíîãî ðàçà, òàê êàê ïðîñìàòðèâàòüñÿ ìîæåò òîëüêî âåðøèíà u, äëÿ êîòîðîéÍÎÂÛÉ[v℄=èñòèíà, ñðàçó æå ïîñëå ïîñåùåíèÿ ýòîé âåðøèíû èñïîëíÿåòñÿ êî-ìàíäà ÍÎÂÛÉ[u℄:=ëîæü (ñòðîêà 2).



2.2. Ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�å 85Íàø àëãîðèòì íà÷èíàåò ïîèñê ïîî÷åðåäíî îò êàæäîé åùå íå ïðîñìîòðåííîéâåðøèíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âåðøèíû ãðà�à (íåîáÿçàòåëüíîñâÿçíîãî).×òîáû îöåíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, îòìåòèì ñíà÷àëà,÷òî ÷èñëî øàãîâ â îáîèõ öèêëàõ (ñòðîêè 2 è 3) ïîðÿäêà n, íå ñ÷èòàÿ øàãîâ,âûïîëíåíèå êîòîðûõ èíèöèèðîâàíî âûçîâîì ïðîöåäóðû WG. Ýòà ïðîöåäóðàâûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå n ðàç âî âòîðîì öèêëå ñðàçó ïîñëå ïîñåùåíèÿ êàæäîé èçâåðøèí äëÿ êàæäîãî èç åå íîâûõ ñîñåäåé, èòîãî ñóììàðíî O(n+m) ðàç. Ïîëíîå÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ öèêëîì â ñòðîêå 3 ïðîöåäóðûWG (íå ñ÷èòàÿ øàãîâ,âûïîëíÿåìûõ WG(n)), äëÿ âñåõ âûçîâîâ ýòîé ïðîöåäóðû áóäåò ïîðÿäêà m, ãäåm - ÷èñëî ðåáåð. Ýòî äàåò îáùóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(m+ n).Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó â ïðîèçâîëüíîì ãðà�å ìîæíî ëåã-êî ìîäè�èöèðîâàòü òàê, ÷òîáû îí âû÷èñëÿë ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ýòîãî ãðà�à.Çà�èêñèðóåì ýòîò �àêò:Ñëåäñòâèå 2.2. Ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à, ïðåäñòàâëåí-íîãî ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü çà âðåìÿ O(n+m).Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîèñê â ãëóáèíó èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðîåêòèðîâàíèè àë-ãîðèòìîâ íà ãðà�àõ, ïðåäñòàâèì òàêæå íåðåêóðñèâíóþ âåðñèþ ïðîöåäóðû WG.�åêóðñèÿ óäàëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïðè ïîìîùè ñòåêà (ñì., íàïðèìåð,[1℄). Êàæäàÿ ïðîñìîòðåííàÿ âåðøèíà ïîìåùàåòñÿ â ñòåê è óäàëÿåòñÿ èç ñòåêàïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ.1. pro
edure WG1(v); (* ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�å, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v �íåðåêóðñèâíàÿ âåðñèÿ ïðîöåäóðû WG; ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íà÷àëå ïðîöåññà ïîèñêàP [u℄ = óêàçàòåëü íà ïåðâóþ çàïèñü ñïèñêà ÇÀÏÈÑÜ[u℄ äëÿ êàæäîé âåðøèíû u;ìàññèâû P , ÍÎÂÛÉ � ãëîáàëüíûå*)2. begin ÑÒÅÊ := ?; CTEK ( v;ðàññìîòðåòü v; ÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü;3. while ÑÒÅÊ 6= ? do4. begin t := top(ÑÒÅÊ); (*t � âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà*)(*íàéòè ïåðâóþ íîâóþ âåðøèíó â ñïèñêå ÇÀÏÈÑÜ*)5. if P [t℄=nil then b:=ëîæü6. else b:=not ÍÎÂÛÉ[P (t) " :ñòðîêà℄;7. while b do8. begin P [t℄ := P [t℄:ñëåä;9. if p[t℄=nil then b:=ëîæü10. else b:= not ÍÎÂÛÉ[P [t℄ " :ñòðîêà℄11. end;12. if p[t℄ = nil then (*íàéäåíà íîâàÿ âåðøèíà *)13. begin t := P [t℄ " :ñòðîêà; CTEK ( t;14. ðàññìîòðåòü t; ÍÎÂÛÉ[t℄:= ëîæü15. end



86 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ
u1(1) u2(2) u3(9)u4(3) u5(5)u6(4)u7(8) u8(6)u9(7)u10(12) u11(13)u 12(11) u13(10)������ ���������������HHH��������� AAA���

�èñ. 2.5: Íóìåðàöèÿ âåðøèí ãðà�à (â ñêîáêàõ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ î÷åðåäíîñòè,â êîòîðîé îíè ïðîñìàòðèâàþòñÿ â ïðîöåññàå ïîèñêà â ãëóáèíó.16. else (*âåðøèíà t èñïîëüçîâàíà*)17. t( ÑÒÅÊ (*óäàëèòü âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà*)18. end19. endÊîððåêòíîñòü ýòîé ïðîöåäóðû ìîæíî äîêàçàòü ïóòåì íåçíà÷èòåëüíîé ìî-äè�èêàöèè àíàëèçà ïðîöåäóðû WG. Ìû îñòàâëÿåì ýòî ÷èòàòåëþ. Íà ðèñ. 2.5ïîêàçàí ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî ïåðåíóìåðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì ïîðÿä-êîì, â êîòîðîì îíè ïðîñìàòðèâàþòñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà â ãëóáèíó (ìû îòîæäå-ñòâëÿåì ýòè âåðøèíû ñ ÷èñëàìè 1, : : :, 10 è ïîëàãàåì, ÷òî â ñïèñêå ÇÀÏÈÑÜ[u℄âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ).Ìåòîäèêà ïîèñêà â ãëóáèíó î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà îðèåíòè-ðîâàííûå ãðà�û. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�àðåçóëüòàòîì âûçîâà ïðîöåäóðû WG(u), à òàêæå WG1(v) áóäåò ïîñåùåíèå çàO(n+m) øàãîâ âñåõ âåðøèí u, òàêèõ ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü èç v â u (ñì. çàäà÷ó2.11).2.3 Ïîèñê â øèðèíó â ãðà�åÒåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíîé ìåòîä ïîèñêà â ãðà�å, íàçûâàåìûé ïîèñêîìâ øèðèíó (àíãë.: breadth first sear
h). Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü åãî, îòìåòèì, ÷òîïðè ïîèñêå â ãëóáèíó ÷åì ïîçäíåå áóäåò ïîñåùåíà âåðøèíà, òåì ðàíüøå îíàáóäåò èñïîëüçîâàíà � òî÷íåå, òàê áóäåò ïðè äîïóùåíèè, ÷òî âòîðàÿ âåðøèíàïîñåùàåòñÿ ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé. Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå òîãî �àêòà,



2.3. Ïîèñê â øèðèíó â ãðà�å 87÷òî ïðîñìîòðåííûå, íî åùå íå èñïîëüçîâàííûå âåðøèíû ñêàïëèâàþòñÿ â ñòåêå.Ïîèñê â øèðèíó, ãðóáî ãîâîðÿ, îñíîâûâàåòñÿ íà çàìåíå ñòåêà î÷åðåäüþ. Ïîñëåòàêîé ìîäè�èêàöèè ÷åì ðàíüøå ïîñåùàåòñÿ âåðøèíà (ïîìåùàåòñÿ â î÷åðåäü),òåì ðàíüøå îíà èñïîëüçóåòñÿ (óäàëÿåòñÿ èç î÷åðåäè). Èñïîëüçîâàíèå âåðøèíûïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ïðîñìîòðà ñðàçó âñåõ åùå íåïðîñìîòðåííûõ ñîñåäåé ýòîéâåðøèíû. Âñÿ ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëåíà íèæå1. pro
edure WS(v); (* ïîèñê â øèðèíó â ãðà�å ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v;ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÇÀÏÈÑÜ � ãëîáàëüíûå*)2. begin3. Î×Å�ÅÄÜ := ?; Î×Å�ÅÄÜ( v; ÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü4. while Î×Å�ÅÄÜ 6= ? do5. begin p( Î×Å�ÅÄÜ; ïîñåòèòü p;6. for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[p℄ do7. if ÍÎÂÛÉ[u℄ then8. begin Î×Å�ÅÄÜ( u; ÍÎÂÛÉ[u℄:=ëîæü9. end10. end11. endÑïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì òîìó, êàêîé áûë ïðèìåíåí äëÿ ïîèñêà â ãëóáèíó,ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûçîâ ïðîöåäóðû WS(u) ïðèâîäèò ê ïîñåùåíèþâñåõ âåðøèí ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãðà�à, ñîäåðæàùåé âåðøèíó v, ïðè÷åì êàæ-äàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòüïîèñêà â øèðèíó òàêæå èìååò ïîðÿäîê m+n, òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ïîìåùà-åòñÿ â î÷åðåäü è óäàëÿåòñÿ èç î÷åðåäè â òî÷íîñòè îäèí ðàç, à ÷èñëî èòåðàöèéöèêëà 6, î÷åâèäíî, áóäåò èìåòü ïîðÿäîê ÷èñëà ðåáåð ãðà�à.Îáà âèäà ïîèñêà â ãðà�å � â ãëóáèíó è â øèðèíó ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíûäëÿ íàõîæäåíèÿ ïóòè ìåæäó �èêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè v è u. Äîñòàòî÷íîíà÷àòü ïîèñê â ãðà�å ñ âåðøèíû v è âåñòè åãî äî ìîìåíòà ïîñåùåíèÿ âåðøèíûu. Ïðåèìóùåñòâîì ïîèñêà â ãëóáèíó ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî â ìîìåíò ïîñåùåíèÿâåðøèíû u ñòåê ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, îïðåäåëÿþùóþ ïóòü èçv â u. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà, ïîìåùà-åìàÿ â ñòåê, ÿâëÿåòñÿ ñîñåäîì âåðõíåãî ýëåìåíòà â ñòåêå. Îäíàêî íåäîñòàòêîìïîèñêà â ãëóáèíó ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ïóòü â îáùåìñëó÷àå íå áóäåò êðàò÷àéøèì ïóòåì èç v â u.Îò ýòîãî íåäîñòàòêà ñâîáîäåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïóòè, îñíîâàííûé íà ïîèñêåâ øèðèíó. Ìîäè�èöèðóåì ïðîöåäóðó WS, çàìåíÿÿ ñòðîêè 7�9 íàif ÍÎÂÛÉ[u℄ thenbegin Î×Å�ÅÄÜ( u; ÍÎÂÛÉ[u℄:=ëîæü; Ï�ÅÄÛÄÓÙÈÉ[u℄ := pend



88 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ
u1(1) u2(2) u3(12)u4(3) u5(9)u6(5)u7(6) u8(13)u9(10)u10(7) u11(8)u 12(4) u13(11)������ ���������������HHH��������� AAA���

�èñ. 2.6: Íóìåðàöèÿ âåðøèí ãðà�à íà ðèñ. 2.5 (â ñêîáêàõ), ñîîòâåòñòâóþùàÿî÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé îíè ïðîñìàòðèâàþòñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà â øèðèíó.Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû ìîäè�èöèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ïðîöåäóðû òàáëè-öà Ï�ÅÄÛÄÓÙÈÉ ñîäåðæèò äëÿ êàæäîé ïðîñìîòðåííîé âåðøèíû u âåðøèíóÏ�ÅÄÛÄÓÙÈÉ[u℄, èç êîòîðîé ìû ïîïàëè â u. Îòìåòèì, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòüèç u â v îáîçíà÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí u = u1; u2; : : : ; uk = v, ãäåui+1 = Ï�ÅÄÛÄÓÙÈÉ[ui℄ äëÿ 1 � i < k è k ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíäåêñîì i, äëÿêîòîðîãî ui = v. Äåéñòâèòåëüíî, â î÷åðåäè ïîìåùåíû ñíà÷àëà âåðøèíû, íàõî-äÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 0 îò v (ò.å. ñàìà âåðøèíà v), çàòåì ïîî÷åðåäíî âñå íîâûåâåðøèíû, äîñòèæèìûå èç v, ò.å. âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò v, èò.ä. Ïîä ðàññòîÿíèåì çäåñü ìû ïîíèìàåì äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè. Ïðåäïîëî-æèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå ðàññìîòðåëè âñå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè,íå ïðåâîñõîäÿùåì r, îò v, ÷òî î÷åðåäü ñîäåðæèò âñå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ îòv íà ðàññòîÿíèè r, è òîëüêî ýòè âåðøèíû è ÷òî òàáëèöà Ï�ÅÄÛÄÓÙÈÉ ïðà-âèëüíî îïðåäåëÿåò êðàò÷àéøèé ïóòü îò êàæäîé, óæå ïðîñìîòðåííîé âåðøèíûäî u ñïîñîáîì, îïèñàííûì âûøå. Èñïîëüçîâàâ êàæäóþ âåðøèíó p, íàõîäÿùó-þñÿ â î÷åðåäè, íàøà ïðîöåäóðà ïðîñìàòðèâàåò íåêîòîðûå íîâûå âåðøèíû, èêàæäàÿ òàêàÿ íîâàÿ âåðøèíà u íàõîäèòñÿ, î÷åâèäíî, íà ðàññòîÿíèè r + 1 îò v,ïðè÷åì, îïðåäåëÿÿ Ï�ÅÄÛÄÓÙÈÉ[u℄ := p, ìû ïðîäëåâàåì êðàò÷àéøèé ïóòüîò p äî v äî êðàò÷àéøåãî ïóòè îò u äî v. Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ âåðøèí èçî÷åðåäè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò v, îíà (î÷åðåäü), î÷åâèäíî, ñîäåðæèòìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r + 1 îò v, è ëåãêî çàìåòèòü,÷òî óñëîâèå èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ðàññòîÿíèÿ r + 1.Íà ðèñ. 2.6 ïðåäñòàâëåí ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû ñîãëàñíîî÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé îíè ïîñåùàþòñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà â ãëóáèíó.



2.4. Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ (êàðêàñû) 89Êàê è â ñëó÷àå ïîèñêà â ãëóáèíó, ïðîöåäóðó WS ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåçâñÿêèõ ìîäè�èêàöèé è òîãäà, êîãäà ñïèñêè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄; v 2 V ,îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà�. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ïîñåùàþò-ñÿ òîëüêî òå âåðøèíû, äî êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü îò âåðøèíû, ñ êîòîðîé ìûíà÷èíàåì ïîèñê (ñì. çàäà÷ó 2.12).2.4 Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ (êàðêàñû)Äåðåâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðà� áåç öèê-ëîâ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G = hV;Ei êàæäîåäåðåâî hV; T i, ãäå T � E, áóäåì íàçûâàòü ñòÿãèâàþùèì äåðåâîì2 ãðà�à G. �å-áðà òàêîãî äåðåâà áóäåì íàçûâàòü âåòâÿìè, à âñå îñòàëüíûå ðåáðà ãðà�à áóäåìíàçûâàòü õîðäàìè (î÷åâèäíî, ÷òî î âåòâÿõ è õîðäàõ â ãðà�å ìû ìîæåì ãîâîðèòüòîëüêî â êîíòåêñòå �èêñèðîâàííîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà).Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå äåðåâî ñ n âåðøèíàìè èìååò n � 1 ðåáåð. Ýòîò �àêòìîæíî ïðîñòî äîêàçàòü, ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ îòíîñèòåëüíî n. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîñïðàâåäëèâî äëÿ n = 1. Åñëè n > 1, òî îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â êàæäîì äåðåâåñ n âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ¾âèñÿ÷àÿ¿ âåðøèíà, ò.å. âåðøèíà ñòåïåíè 1. Äåé-ñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì â òàêîì äåðåâå ïðîèçâîëüíûé ïóòü v1 � v2 � : : : � vk ñìàêñèìàëüíîé äëèíîé (vi 6= vj äëÿ i 6= j). Âåðøèíû vi; vk ¾âèñÿ÷èå¿, òàê êàê íèîò îäíîé èç íèõ íåëüçÿ ïðîâåñòè âòîðîãî ðåáðà íè ê îäíîé èç âåðøèí v1; : : : ; vn(äåðåâî íå ñîäåðæèò öèêëîâ), íè ê ëþáîé äðóãîé âåðøèíå (ïóòü ìàêñèìàëü-íûé). Óäàëÿÿ èç íàøåãî äåðåâà âåðøèíó vk è ðåáðî fvk�1; vkg (ëèáî âåðøèíóv1 è ðåáðî fv1; v2g), ïîëó÷àåì, î÷åâèäíî, äåðåâî ñ n � 1 âåðøèíàìè, êîòîðîåâ ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååò n � 2 ðåáåð. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøåïåðâîíà÷àëüíîå äåðåâî èìåëî n� 2 + 1 = n� 1 ðåáåð.Ïðîöåäóðû ïîèñêà â ãëóáèíó è â øèðèíó ìîæíî ïðîñòûì ñïîñîáîì èñïîëü-çîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùèõ äåðåâüåâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòèæåíèåíîâîé âåðøèíû u èç âåðøèíû v âûçûâàåò âêëþ÷åíèå â äåðåâî ðåáðà fu; vg.Àëãîðèòì 2.3. (Íàõîæäåíèå ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà ñâÿçíîãî ãðà�à ìåòîäîìïîèñêà â ãëóáèíó.)Äàííûå: Ñâÿçíûé ãðà� G = hV;Ei, çàäàííûé ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòèÇÀÏÈÑÜ[v℄; v 2 V .�åçóëüòàòû: Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî hV; T i ãðà�à G.1 pro
edure WGD(v);(*ïîèñê â ãëóáèíó, ñîåäèíåííûé ñ íàõîæäåíèåì ðåáðà äåðåâà;ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÇÀÏÈÑÜ, T � ãëîáàëüíûå*)2Â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ãðà�îâ øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû òàêæå òåðìèíû êàðêàñ è îñòîâ� Ïðèì. ïåðåâ.



90 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ2 begin ÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü;3 for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do4 if ÍÎÂÛÉ[u℄ then (*fv; ug � íîâàÿ âåòâü*)5 begin T := T [ fv; ug; WGD(u)6 end7 end; (* WGD*)8 begin (* ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)9 for u 2 V do ÍÎÂÛÉ[u℄:=èñòèíà; (*èíèöèàëèçàöèÿ*)10 T := ?; (*T=ìíîæåñòâî íàéäåííûõ ê ýòîìó ìîìåíòó âåòâåé*)11 WGD(r) (*r � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðà�à*)12 endÄëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî àëãîðèòì 2.3 êîððåêòíî ñòðîèò ñòÿãèâàþùååäåðåâî ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðà�à, äîñòàòî÷íî îòìåòèòü ñëåäóþùèå òðè �àê-òà. Âî-ïåðâûõ, â ìîìåíò äîáàâëåíèÿ ê ìíîæåñòâó T íîâîé âåòâè fv; ug (ñòðîêà5) â hV;Ei ñóùåñòâóåò ïóòü èç r â v (ýòîò �àêò ìû äîêàçûâàåì ïî èíäóêöèè).Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñòðîèò ñâÿçíûé ãðà�. Âî-âòîðûõ, êàæäàÿ íîâàÿ âåòâüfu; vg, äîáàâëÿåìàÿ ê ìíîæåñòâó T , ñîåäèíÿåò óæå ðàññìîòðåííóþ âåðøèíó v(ò.å. ÍÎÂÛÉ[v℄=ëîæü) ñ íîâîé âåðøèíîé u. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûéãðà� hV; T i íå ñîäåðæèò öèêëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíÿÿ âåòâü, ¾çàìûêàþ-ùàÿ¿ öèêë, äîëæíà áûëà áû ñîåäèíèòü äâå óæå ðàññìîòðåííûå âåðøèíû. Èíàêîíåö, â-òðåòüèõ, èç ñâîéñòâà ïîèñêà â ãëóáèíó ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåäóðà WGDïðîñìàòðèâàåò âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðà�à. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðà� hV; T i, ïî-ñòðîåííûé íàøèì àëãîðèòìîì, åñòü ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ãðà�à G. Âû÷èñëè-òåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü, î÷åâèäíî, O(n +m), ò.å., òîãî æå ïîðÿäêà,÷òî è ïîèñê â ãëóáèíó. Ïðèìåð ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà, ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì2.3, ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.7, à. Êàæäîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî, ïîñòðîåííîå óêàçàí-íûì àëãîðèòìîì, èìååò ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ìû ñåé÷àñ îïèøåì. Âåð-øèíó r, ñ êîòîðîé ìû íà÷èíàåì ïîèñê â ãðà�å, íàçîâåì êîðíåì ñòÿãèâàþùåãîäåðåâà hV; T i. Î÷åâèäíî, ÷òî â äåðåâå hV; T i ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäèí ïóòüîò ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ê êîðíþ (ñì. çàäà÷ó 10).Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí v è u äåðåâà hV; T i áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u ÿâëÿ-åòñÿ ïîòîìêîì âåðøèíû v, åñëè v ëåæèò íà ïóòè (â äåðåâå hV; T i) èç u â êîðåíü.Åñëè ïðè ýòîì èìååò ìåñòî v � u, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî u � ñûí âåðøèíû v,à v � îòåö âåðøèíû u.Òåîðåìà 2.4.Ïóñòü hV; T i� ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ñâÿçíîãî ãðà�àG = hV;Ei,ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì 2.3, è ïóñòü fu; vg 2 E. Òîãäà ëèáî u � ïîòîìîê v, ëèáîv - ïîòîìîê u.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî âåðøèíà váóäåò ïðîñìîòðåíà ðàíüøå, ÷åì u. �àññìîòðèì ïðîöåññ ïîèñêà â ãëóáèíó, íà÷è-íàÿ ñ âåðøèíû v. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî îêîí÷àíèè åãî äîëæíî áûòü ÍÎÂÛÉ[u℄=ëîæü,



2.4. Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ (êàðêàñû) 91
(à) u1u2 u3 u4u5 u6 u7u8 u9

��� ��� ��� ������ ��� ������ ��� ��� ��������� (á) u1u2 u3 u4u5 u6 u7u8 u9
��� ��� ��� ������������ ��� ������ ��� ��� ���������

�èñ. 2.7: Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ, ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.3 (à) èàëãîðèòìà 2.5 (á).èáî v � u. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðà, äîáàâëåííûå â ìíîæåñòâî T â òå÷åíèåýòîãî ïðîöåññà, ñîäåðæàò ïóòü èç v â u, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v ëåæèò íà ïóòè èçu â êîðåíü.Ïîäîáíûì æå ñïîñîáîì ìîæíî ïîñòðîèòü ñòÿãèâàþùåå äåðåâî, èñïîëüçóÿìåòîä ïîèñêà â øèðèíó.Àëãîðèòì 2.5. (Íàõîæäåíèå ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà ñâÿçíîãî ãðà�à ìåòîäîìïîèñêà â øèðèíó.)Äàííûå: Ñâÿçíûé ãðà� G = hV;Ei, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè èíöèäåíòíî-ñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄; v 2 V .�åçóëüòàòû: Ñòÿãèâàþùåå äåðåâî hV; T i ãðà�à G.1 begin2 for u 2 V do ÍÎÂÛÉ[u℄:=èñòèíà; (*èíèöèàëèçàöèÿ*)3 T := ?; (*T � ìíîæåñòâî íàéäåííûõ ê ýòîìó ìîìåíòó âåòâåé*)4 Î×Å�ÅÄÜ := ?; Î×Å�ÅÄÜ( r;5 ÍÎÂÛÉ[r℄:=ëîæü; (*êîðåíü ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà*)6 while Î×Å�ÅÄÜ 6= ? do7 begin v ( Î×Å�ÅÄÜ;8 for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do9 if ÍÎÂÛÉ[u℄ then (*fv; ug = íîâàÿ âåòâü*)10 begin Î×Å�ÅÄÜ( u; ÍÎÂÛÉ[u℄:=ëîæü;T := T [ fv; ug11 end12 end13 end



92 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõÑïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì èñïîëüçîâàííîìó äëÿ àëãîðèòìà 2.3, ìîæíî äîêà-çàòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì êîððåêòíî ñòðîèò ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî ñâÿçíåãî ãðà�à çà O(m+ n) øàãîâ.Íà ðèñ. 2.7, á äàí ïðèìåð ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà, ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì2.5.�àññóæäåíèÿ ðàçä. 2.3 ïðèâîäÿò íåïîñðåäñòâåííî ê ñëåäóþùåé òåîðåìå:Òåîðåìà 2.6.Ïóñòü hV; T i� ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ñâÿçíîãî ãðà�àG = hV;Ei,ïîñòðîåííîå ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà 2.5. Òîãäà ïóòü â hV; T i èç ïðîèçâîëüíîéâåðøèíû u äî êîðíÿ r ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç u â r â ãðà�å G.Â ãë. 3 îñîáî îáñóæäàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåéâ ãðà�å, ðåáðàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû ¾äëèíû¿, íå îáÿçàòåëüíî ðàâíûå åäèíèöå.�àññóæäåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà ëåãêî ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ãðà�û, íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíûå. Ìàêñèìàëüíûé ïîäãðà� áåç öèêëîâ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�àG íàçûâàåòñÿ ñòÿãèâàþùèì ëåñîì ãðà�à G. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòÿãèâàþùèé ëåñãðà�à ñ k êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿýòèõ êîìïîíåíò è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæèò n� k � 1 ðåáåð.2.5 Îòûñêàíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèê-ëîâ â ãðà�åÒåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ�óíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèêëîâ. Åñëè ê ñòÿãèâàþùåìó äåðåâó hV; T i ãðà-�à G = hV;Ei ìû äîáàâèì ïðîèçâîëüíóþ õîðäó e 2 EnT , òî íåòðóäíî îòìåòèòü,÷òî âîçíèêøèé ïðè ýòîì ïîäãðà� hV; T [ fegi ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäèí öèêë3,êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ce. Î÷åâèäíî, ÷òî Ce ñîäåðæèò ðåáðî e.Ìíîæåñòâî C = fCe : e 2 EnTg áóäåì íàçûâàòü �óíäàìåíòàëüíûì ìíîæå-ñòâîì öèêëîâ ãðà�à G (îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà hV; T i). Íàçâàíèå¾�óíäàìåíòàëüíûé¿ ñâÿçàíî ñ òåì �àêòîì, ÷òî, êàê ìû äîêàæåì ïîçäíåå, êàæ-äûé öèêë ãðà�à G ìîæíî íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷èòü èç öèê-ëîâ ìíîæåñòâà C.Ââåäåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A è B îïåðàöèþA�B = (A [ B)n(A \ B):Ìíîæåñòâî A � B áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A èB. Îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A1; : : : ; Ak ñîäåðæèò íåçà-âèñèìî îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê â òî÷íîñòè òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â3Â ýòîì ðàçäåëå ïîä öèêëîì ìû âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ýëåìåíòàðíûé öèêë



2.5. Îòûñêàíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèêëîâ â ãðà�å 93íå÷åòíîì ÷èñëå ìíîæåñòâ Ai. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî íåòðóäíî äîêàçàòü èíäóêöèåéïî k. Äëÿ k = 1 è k = 2 ýòî, î÷åâèäíî, òàê. Äëÿ k > 2 íàøà ñèììåòðè÷åñêàÿðàçíîñòü èìååò âèä A � B, ãäå A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíî-æåñòâ A1; : : : ; Ap è B � ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ Ap+1; : : : ; Ap+q ,ãäå p; q < k è p+q = k. Ìíîæåñòâî A�B ñîäåðæèò â òî÷íîñòè òå ýëåìåíòû, êîòî-ðûå ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â îäíîì èç ìíîæåñòâ A èëè B. Ïîëüçóÿñü èíäóêòèâíûìïðåäïîëîæåíèåì, ñäåëàåì âûâîä, ÷òî A�B ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì òåõ ýëåìåíòîâ,êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â íå÷åòíîì ÷èñëå ìíîæåñòâ èç A1; : : : ; Ap è â ÷åòíîì ÷èñëåèç Ap+1; : : : ; Ap+q , èëè æå â íå÷åòíîì ÷èñëå ìíîæåñòâ èç Ap+1; : : : ; Ap+q è â ÷åò-íîì ÷èñëå ìíîæåñòâ èç A1; : : : ; Ap. À ýòî â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî òåõ ýëåìåíòîâ,êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â íå÷åòíîì ÷èñëå ìíîæåñòâ èç A1; : : : ; Ak.Èç äîêàçàííîãî âûøå ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì îïóñòèòü ñêîáêè âñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ è ïèñàòü A1 � A2 �: : : � Ak. Ìíîæåñòâî C ðåáåð ãðà�à íàçûâàåòñÿ ïñåâäîöèêëîì, åñëè êàæäàÿâåðøèíà ãðà�à hV;Ci èìååò ÷åòíóþ ñòåïåíü. Ïðèìåðîì ïñåâäîöèêëà ÿâëÿåòñÿïóñòîå ìíîæåñòâî è ïðîèçâîëüíûé öèêë ãðà�à.Ëåììà 2.7. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïñåâäîöèêëîâÿâëÿåòñÿ ïñåâäîöèêëîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ïñåâ-äîöèêëîâ C1 è C2. Îáîçíà÷èì äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v ÷åðåç S1(v) è S2(v)ìíîæåñòâî ðåáåð ñîîòâåòñòâåííî èç C1 è C2, èíöèäåíòíûõ ñ v. Ìíîæåñòâà S1(v)è S2(v) èìåþò ÷åòíóþ ìîùíîñòü, ÷åòíîé ÿâëÿåòñÿ òàêæå ìîùíîñòü ìíîæåñòâàðåáåð èç C1 � C2, èíöèäåíòíûõ ñ v, òàê êàê jS1(v)� S2(v)j = jS1(v)j + jS2(v)j �2jS1(v) \ S2(v)jÒåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü òåîðåìó î �óíäàìåíòàëüíîì ìíîæåñòâå öèêëîâ.Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü G = hV;Ei � ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�, àhV; T i� åãî ñòÿãèâàþùåå äåðåâî. Ïðîèçâîëüíûé öèêë ãðà�à G ìîæíî îäíîçíà÷-íî ïðåäñòàâèòü êàê ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü íåêîòîðîãî ÷èñëà �óíäàìåí-òàëüíûõ öèêëîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûé ïñåâäîöèêë C ãðà�à G ìîæíîîäíîçíà÷íî âûðàçèòü êàê C = Me2CnT Ce: (2.1)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü Le2CnT Ce, ÿâëÿþùàÿñÿ ïñåâ-äîöèêëîì â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû, ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà õîðä CnT è íåêîòî-ðûõ âåòâåé. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî �àêòà, ÷òî êàæäàÿ õîðäà e` 2 CnT ïðèíàäëå-æèò â òî÷íîñòè ê îäíîìó �óíäàìåíòàëüíîìó öèêëó, à èìåííî ê Ce. ÌíîæåñòâîC � Me2CnT Ce: (2.2)



94 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõÿâëÿåòñÿ òàêæå â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû ïñåâäîöèêëîì, ïðè÷åì îí ìîæåòñîäåðæàòü òîëüêî âåòâè. Îäíàêî íè îäèí íåïóñòîé ïñåâäîöèêë íå ìîæåò ñîäåð-æàòüñÿ â T , òàê êàê êàæäûé íåïóñòîé ïîäãðà� áåç öèêëîâ ñîäåðæèò âåðøèíóñòåïåíè 1 (¾âèñÿ÷óþ¿). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî (2.2) ïóñòîå, ÷òî ýêâè-âàëåíòíî ðàâåíñòâó (2.1). Îäíîçíà÷íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1), ëåãêî ñëåäóåò èçòîãî, ÷òî öèêë Ce ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì �óíäàìåíòàëüíûì öèêëîì, ñîäåðæà-ùèì õîðäó e (e 2 EnT )Òåîðåìà, êîòîðóþ ìû äîêàçàëè, èìååò î÷åíü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ â òåð-ìèíàõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü E = fe1; : : : ; emg è êàæäîìó ïñåâäîöèêëóC ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ha1; : : : ; ani, ãäåai = � 1; åñëè ei 2 C;0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àåÑóììå òàêèõ âåêòîðîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóììû êîîðäèíàò áåðóòñÿ ïî ìîäó-ëþ 2, ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü íåêîòîðûõ ïñåâäîöèêëîâ. Ëåììà2.7 óòâåðæäàåò, ÷òî âåêòîðû, ïîñòàâëåííûå â ñîîòâåòñòâèå ïñåâäîöèêëàì, îáðà-çóþò ïîäïðîñòðàíñòâîm-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä äâóõýëåìåíòíûìïîëåì (ñîñòîÿùèì èç 0 è 1 ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 è óìíîæåíèÿ).Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàä äâóõýëå-ìåíòíûì ïîëåì ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè, òàê êàê åäèíñòâåííûìíåíóëåâûì ýëåìåíòîì (êîý��èöèåíòîì) ìîæåò áûòü òîëüêî 1. Â ñâîþ î÷åðåäüòåîðåìà 2.8 ãîâîðèò, ÷òî �óíäàìåíòàëüíûå öèêëû îïðåäåëÿþò áàçèñ íàøåãîïîäïðîñòðàíñòâà.Íàõîæäåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèêëîâ èìååò ñóùåñòâåííîå çíà-÷åíèå ïðè àíàëèçå ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé. Òî÷íåå ãîâîðÿ, êàæäîìó �óíäàìåí-òàëüíîìó öèêëó â ãðà�å, ñîîòâåòñòâóþùåìó äàííîé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè, ìûìîæåì ñîïîñòàâèòü óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàêîí Êèðõãî�à äëÿ íàïðÿæåíèé(ñì., íàïðèìåð, [61℄): ñóììà ïàäåíèÿ íàïðÿæåíèé âäîëü öèêëà ðàâíà íóëþ. Òî-ãäà íè îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé íå çàâèñèò îò îñòàëüíûõ, îò íèõ æå çàâèñèò ïðî-èçâîëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàêîí Êèðõãî�à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öèêëàãðà�à.Îïèøåì òåïåðü ïðîñòîé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà �óíäàìåíòàëüíûõöèêëîâ. Ýòîò àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà ïîèñêå â ãëóáèíó è èìååò ñòðóêòóðó,àíàëîãè÷íóþ ðåêóðñèâíîìó àëãîðèòìó íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà (àë-ãîðèòì 2.3). Êàæäàÿ íîâàÿ âåðøèíà, âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà, ïîìå-ùàåòñÿ â ñòåê, ïðåäñòàâëåííûé òàáëèöåé ÑÒÅÊ, è óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà ïîñëå èñ-ïîëüçîâàíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåê âñåãäà ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèíñ ðàññìàòðèâàåìîé â äàííûé ìîìåíò âåðøèíû v äî êîðíÿ. Ïîýòîìó æå åñëèàíàëèçèðóåìîå íàìè ðåáðî fv; ug çàìûêàåò öèêë (ò.å. WGN [v℄ > WGN [u℄ > 0 èu íå íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîä âåðõíèì ýëåìåíòîì ñòåêà), òî âåðøèíà u �



2.6. Íàõîæäåíèå êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòè 95òàêæå â ñèëó òåîðåìû 2.4 � íàõîäèòñÿ â ñòåêå è öèêë, çàìûêàåìûé ðåáðîì fv; ugïðåäñòàâëåí âåðõíåé ãðóïïîé ýëåìåíòîâ ñòåêà, íà÷èíàÿ ñ v è êîí÷àÿ âåðøèíîéu. Àëãîðèòì 2.9. (Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ãðà�à.)Äàííûå: �ðà�G = hV;Ei, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄,v 2 V .�åçóëüòàòû: Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ ãðà�à G.1. pro
edure ÖÈÊË(u);(* íàõîæäåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèêëîâäëÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñîäåðæàùåé âåðøèíó u,ïåðåìåííûå d, num, ÑÒÅÊ, ÇÀÏÈÑÜ, WGN � ãëîáàëüíûå*)2. begin d := d+ 1; CTEK[d℄ := v; num := num+ 1; WGN [v℄ := num;3. for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do4. if WGN [u℄ = 0 then ÖÈÊË(u)5. else if (u 6= ÑÒÅÊ[d � 1℄) and (WGN [v℄ > WGN [u℄) then(* fv; ug çàìûêàåò íîâûé öèêë *)6. âûïèñàòü öèêë ñ âåðøèíàìè7. ÑÒÅÊ[d℄;ÑÒÅÊ[d � 1℄; : : : ;ÑÒÅÊ[
℄, ãäå ÑÒÅÊ[
℄ = u;8. d := d� 1 (*èñïîëüçîâàííàÿ âåðøèíà v óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà *)9. end; (*ÖÈÊË*)10. begin (* ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)11. for v 2 V do WGN [v℄ := 0; num := 0; (*èíèöèàëèçàöèÿ*)12. d := 0; ÑÒÅÊ[0℄ := 0; (*d=÷èñëî ýëåìåíòîâ â ñòåêå*)13. for v 2 V do14. if WGN [v℄ = 0 then ÖÈÊË(u)15. endÎöåíèì òåïåðü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Îòìåòèì ñíà-÷àëà, ÷òî îáùåå ÷èñëî øàãîâ, íå ñ÷èòàÿ âûïèñûâàíèÿ öèêëîâ (ñòðîêè 6, 7) �êàê è âî âñåõ àëãîðèòìàõ, îñíîâàííûõ íà ïîèñêå â ãëóáèíó, � èìååò ïîðÿäîêO(n+m). Ê ýòîìó ñëåäóåò ïðèáàâèòü ñóììàðíóþ äëèíó âñåõ öèêëîâ. Ýòà äëèíàíå ïðåâîñõîäèò (m� n+ 1)n, ÷òî äàåò îáùóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(nm+ n)(èëè O(nm), åñëè îòáðîñèòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé m = 0).2.6 Íàõîæäåíèå êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòèÂåðøèíó a íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à G = hV;Ei áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé ñî-÷ëåíåíèÿ, åñëè óäàëåíèå ýòîé âåðøèíû è âñåõ èíöèäåíòíûõ åé ðåáåð âåäåò êóâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à. �àâíîçíà÷íîå óòâåðæäåíèå ñî-ñòîèò â òîì, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóþò âåðøèíû v



96 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ(à)
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�èñ. 2.8: à) �ðà� ñ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ; á) Áëîêè ýòîãî ãðà�àè u, îòëè÷íûå îò a, òàêèå, ÷òî êàæäûé ïóòü èç u â v, à ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òîñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí òàêîé ïóòü, ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó a. Íåîðè-åíòèðîâàííûé ãðà� íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì, åñëè îí ñâÿçíûé è íå ñîäåðæèòòî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ. Ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ïîäãðà� ãðà�à Gíàçûâàåòñÿ êîìïîíåíòîé äâóñâÿçíîñòè èëè áëîêîì ýòîãî ãðà�à.Äâóñâÿçíîñòü ãðà�à � î÷åíü æåëàòåëüíûé ïðèçíàê äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëî-æåíèé. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âåðøèíû ãðà�à èçîáðàæàþò óçëû íåêîòîðîé èí-�îðìàöèîííîé ñåòè, à ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò ëèíèÿì ïåðåäà÷è. Åñëè íàø ãðà�äâóñâÿçíûé, òî âûõîä èç ñòðîÿ îòäåëüíîãî óçëà w íèêîãäà íå ïðèâåäåò ê ïîòå-ðå ñîåäèíåíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ óçëàìè, îòëè÷íûìè îò w. Çíàíèå áëîêîâãðà�à òàêæå î÷åíü âàæíî, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òî, ÷òî ìíîãèå ãðà�î-âûå çàäà÷è, òàêèå êàê íàõîæäåíèå âñåõ ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ èëè óñòàíîâëåíèå�àêòà ïëàíàðíîñòè ãðà�à (ãðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè åãî ìîæíî òàêíà÷åðòèòü íà ïëîñêîñòè, ÷òîáû íèêàêèå äâà ðåáðà íå ïåðåñåêàëèñü), ïðèâîäÿòåñòåñòâåííûì ïóòåì ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì äëÿ áëîêîâ äàííîãî ãðà�à.Îòìåòèì, ÷òî åñëè hV1; B1i, hV2; B2i� äâà ðàçíûõ áëîêà ãðà�àG, òî V1\V2 =? èëè V1 \ V2 = fag, ãäå a � òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ ãðà�à G. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-ñìîòðèì ïîäãðà� hV1[V2; B1[B2i. Åñëè áûëî áû jV1\V2j � 2, ýòîò ïîäãðà� áûëáû äâóñâÿçíûì âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè hV1; B1i è hV2; B2i.Íåâîçìîæåí òàêæå ñëó÷àé V1 \ V2 = fag, ãäå a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿãðà�à G. Èáî òîãäà â G ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè u 2 V1, u 6= a èu 2 V2, v 6= a, íå âêëþ÷àþùèé âåðøèíó a. Íåòðóäíî îòìåòèòü, ÷òî ïîäãðà�,



2.6. Íàõîæäåíèå êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòè 97âîçíèêàþùèé èç hV1 [ V2; B1 [B2i äîáàâëåíèåì âåðøèí è ðåáåð ýòîãî ïóòè, áó-äåò äâóñâÿçíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè hV1; B1iè hV2; B2i. Íà ðèñ. 2.8 äàí ïðèìåð ãðà�à, èìåþùåãî òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è áëîêè.Íàõîæäåíèå òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ è áëîêîâ ãðà�à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà-÷åé, êîòîðóþ ìîæíî ý��åêòèâíî ðåøèòü ïîãðóæåíèåì â ïðîöåäóðó ïîèñêà âãëóáèíó (ñì. Òàðüÿí [66℄). Ïðåæäå ÷åì ïðåäñòàâèòü ÷àñòíûé àëãîðèòì, ñäåëàåìïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.Òåîðåìà 2.10.Ïóñòü D = hV; T i� ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ñ êîðíåì r ñâÿçíîãîãðà�à G = hV;Ei, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ïîèñêà â ãëóáèíó (àëãîðèòì 2.3).Âåðøèíà v 2 V ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðà�à G òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ëèáî v = r è r èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ ñûíîâåé â D, ëèáî v 6= r èñóùåñòâóåò ñûí w âåðøèíû u, òàêîé ÷òî íè w, íè êàêîé-ëèáî åãî ïîòîìîêíå ñâÿçàíû ðåáðîì íè ñ îäíèì ïðåäêîì âåðøèíû v.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé v = r. Åñëè âåðøèíà v èìååòòîëüêî îäíîãî ñûíà (ëèáî ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé), òî åå óñòðàíåíèåíå óâåëè÷èò ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, èáî ýòî íå íàðóøàåò ñâÿçíîñòè äåðåâà.Åñëè îíà èìååò ïî ìåíüøåé ìåðå äâóõ ñûíîâåé, òî ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèíû výòè ñûíîâüÿ ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, èç òåîðåìû2.4 âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé ïóòü ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñûíîâüÿìè äîëæåíïðîõîäèòü ÷åðåç êîðåíü � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí ñîäåðæàë áû õîðäó fu; tg, ãäåíè u íå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì t, íè t íå ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì u. Àíàëîãè÷íî, äëÿñëó÷àÿ v 6= r. Åñëè ïîñëå óñòðàíåíèÿ âåðøèíû v ñóùåñòâóåò ïóòü îò åå ñûíà wäî êîðíÿ, òî, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå èç òåîðåìû 2.4, ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïóòüäîëæåí ñîäåðæàòü ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå w èëè íåêîòîðîãî ïîòîìêà âåðøèíû wñ íåêîòîðûì ïðåäêîì âåðøèíû u.Èäåÿ àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ: âåäåì ïîèñê â ãëóáèíó â ãðà�å, íà÷èíàÿ ñ íåêî-òîðîé âåðøèíû r, âû÷èñëÿÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû u äâà ïàðàìåòðà: WGN [v℄è L[v℄. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî ïðîñòî íîìåð âåðøèíû v â ïîðÿäêå, â êîòîðîìâåðøèíû ïîñåùàþòñÿ ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû r. Åñëè ÷åðåçD = hV; T i ìû îáîçíà÷èì äåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå íàøåìó ïîèñêó â ãëóáèíó,òî äðóãîé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå WGN [u℄, ãäå u = v èëèâåðøèíà u ñâÿçàíà õîðäîé ñ âåðøèíîé v èëè åå ïðîèçâîëüíûì ïîòîìêîì â D.Ïàðàìåòð L[v℄ ëåãêî âû÷èñëèòü ïî èíäóêöèè îòíîñèòåëüíî äåðåâà D, åñëè ìûçíàåì L[w℄ äëÿ âñåõ ñûíîâåé w âåðøèíû v. Îáîçíà÷èâA = minfL[w℄ : w � ñûí âåðøèíû vg;B = minfWGN [u℄ : fu; vg 2 EnTg;èìååì L[v℄ = minfWGN [v℄; A;B).Èç òåîðåìû 2.10 ñëåäóåò, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ èëè êîðíåì òî-ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà L[w℄ � WGN [v℄ äëÿ íåêîòîðîãî ñûíà u âåðøèíû v



98 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ(ïîëàãàåì, ÷òî n > 1).Àëãîðèòì 2.11. (Íàõîæäåíèå êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòè ãðà�à).Äàííûå: �ðà� G = hV;Ei áåç èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñ-êàìè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄, v 2 V .�åçóëüòàòû: Ìíîæåñòâà ðåáåð âñåõ êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòè.1. pro
edure ÄÂÓÑÂ(v,ð);(* ïîèñê â ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v è ïîëàãàÿ, ÷òî pÿâëÿåòñÿ îòöîì âåðøèíû u â ýòîì ïðîöåññå;ïàðàëëåëüíî âûïèñûâàþòñÿ ðåáðà íàéäåííûõ êîìïîíåíò äâóñâÿçíîñòè;ïåðåìåííûå num, L, WGN , ÑÒÅÊ � ãëîáàëüíûå*)2. begin num := num+ 1; WGN [v℄ := num;3. L[v℄ := WGN [v℄;4. for u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ do5. if WGN [u℄ = 0 then (*âåðøèíà u � íîâàÿ, fv; ug � âåòâü*)6. begin ÑÒÅÊ( fv; ug; ÄÂÓÑÂ(u; v);7. L[v℄ := min(L[v℄; L[u℄);8. if L[u℄ �WGN [v℄ then (*v åñòü êîðåíü èëè òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ,à âåðõíÿÿ ÷àñòü ñòåêà äî fv; ug âêëþ÷èòåëüíî ñîäåðæèòêîìïîíåíòó äâóñâÿçíîñòè*)9. begin (*âûïèñàòü ðåáðà êîìïîíåíòû äâóñâÿçíîñòè*)10. repeat å( ÑÒÅÊ; write(e)11. until e = fv; ug;12. write(';')(*çíàê êîíöà êîìïîíåíòû äâóñâÿçíîñòè*)13. end14. end15. else (*WGN [u℄>0, ò.e. u óæå áûëà ïîñåùåíà*)16. if (u 6= p) and (WGN [u℄ < WGN [u℄) then 4(* ðåáðî fv; ug � õîðäà è íå âêëþ÷àåòñÿ â ñòåê*)17. begin ÑÒÅÊ( fv; ug;18. L[v℄ := minfL[v℄;WGN [u℄)19. end20. end; (*ÄÂÓÑÂ*)21. begin (*ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)22. for u 2 V do WGN [u℄ := 0; (*èíèöèàëèçàöèÿ*)23. CTEK := ?; num := 0;24. for u 2 V do25. if WGN [u℄ = 0 then ÄÂÓÑÂ(u; 0)26. endÏîêàæåì òåïåðü, ÷òî âûçîâ ïðîöåäóðû ÄÂÓÑÂ(v; 0) (ñòðîêà 25) äëÿ åùå íå



2.7. Ýéëåðîâû ïóòè 99ðàññìàòðèâàâøåéñÿ âåðøèíû v âëå÷åò çà ñîáîé âûäåëåíèå è �èêñèðîâàíèå âñåõáëîêîâ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðà�à, ñîäåðæàùåé âåðøèíó v. Äîêàçàòåëüñòâîïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì èíäóêöèè ïî ÷èñëó áëîêîâ ýòîé êîìïîíåíòû. Åñëè êîìïî-íåíòà ñâÿçíîñòè íå ñîäåðæèò òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ, òî íåòðóäíî îòìåòèòü, ÷òî âûçîâÄÂÓÑÂ(v; 0) ïðèâîäèò ê çàñûëêå â ñòåê âñåõ ðåáåð ýòîé êîìïîíåíòû, à çàòåì(ñì. öèêë 10) çàïèñü ýòèõ ðåáåð. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàøà êîìïîíåíòàñîäåðæèò k > 1 áëîêîâ è ÷òî àëãîðèòì ðàáîòàåò êîððåêòíî äëÿ ïðîèçâîëüíîéêîìïîíåíòû, ñîäåðæàùåé ìåíåå k áëîêîâ. �àññìîòðèì ïåðâîå âñòðåòèâøååñÿ ðå-áðî fv; ug, òàêîå ÷òî L[u℄ � WGN [v℄ â ñòðîêå 8. Ñîãëàñíî íàøèì ïðåäûäóùèìðàññóæäåíèÿì ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî v � êîðåíü èëè òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ.Íè îäèí èç ïîòîìêîâ âåðøèíû u (â äåðåâå ïîèñêà â ãëóáèíó, ðåàëèçîâàííîìñîîòâåòñòâóþùèì àëãîðèòìîì) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, è â ðåçóëüòàòåðåáðà âåðõíåé ÷àñòè ñòåêà äî fv; ug âêëþ÷èòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ðåáðàìè ãðà�à,ñîåäèíÿþùèìè ïîòîìêîâ âåðøèíû v âìåñòå ñ ñàìîé u, è òåì ñàìûì ñîçäàþòáëîê, êîòîðûé âûïèñûâàåòñÿ â öèêëå 10. Ìîäè�èöèðóåì òåïåðü íàøó êîìïî-íåíòó, óäàëèâ îïèñàííûé âûøå áëîê (íå óäàëÿÿ âåðøèíó v). Ìîäè�èöèðîâàííàÿòàêèì îáðàçîì êîìïîíåíòà èìååò k�1 áëîê, è âûïîëíåíåíèå äëÿ íåå ïðîöåäóðûÄÂÓÑÂ(v; 0) âûçûâàåò â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ êîððåêòíóþ çàïèñüýòèõ áëîêîâ. Äåéñòâèÿ àëãîðèòìà äëÿ ìîäè�èöèðîâàííîé êîìïîíåíòû îòëè÷à-þòñÿ îò äåéñòâèé â ñëó÷àå ñ èñõîäíîé êîìïîíåíòîé òîëüêî òåì, ÷òî äëÿ ïåðâîéâñòðå÷åííîé òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ (èñõîäíîé êîìïîíåíòû) v öèêë 4 íå âûïîëíÿåòñÿäëÿ âåðøèí u, ïðèíàäëåæàùèõ óäàëåííîìó áëîêó. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òîÄÂÓÑÂ(u; 0) êîððåêòíî îïðåäåëÿåò âñå k áëîêîâ íàøåé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè,à òåì ñàìûì âåñü àëãîðèòì êîððåêòíî îïðåäåëÿåò âñå áëîêè ãðà�à.Îöåíèì òåïåðü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Öèêëû 22 è 25 òðåáó-þò O(n) øàãîâ, ïðè÷åì äëÿ âòîðîãî öèêëà íå ó÷èòûâàþòñÿ øàãè, âûïîëíÿåìûåïðè âûçîâå ÄÂÓÑÂ(v; 0) äëÿ êàæäîé åùå íåðàññìîòðåííîé âåðøèíû. Òàêîé âû-çîâ äëÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ ni âåðøèíàìè è mi ðåáðàìè òðåáóåò O(ni+mi)øàãîâ, íå ñ÷èòàÿ øàãîâ â öèêëå 10, òàê êàê òàêàÿ ïðîöåäóðà âåäåò â êîìïîíåíòåïîèñê â ãëóáèíó, òðåáóÿ ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé äëÿ êàæäîãîïðîñìàòðèâàåìîãî ðåáðà. Êàæäîå ðåáðî óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà è ïîïàäàåò â ñïèñîêðåáåð áëîêà â òî÷íîñòè îäèí ðàç, ÷òî äàåò â ñóììå O(m) øàãîâ, ñîâåðøàåìûõöèêëîì 10 âî âðåìÿ åãî âûïîëíåíèÿ âñåãî àëãîðèòìà. Ñóììèðóÿ âñå ýòè ñëàãà-åìûå, ïîëó÷àåì â èòîãå îáùóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, ðàâíóþ O(n+m).2.7 Ýéëåðîâû ïóòèÝéëåðîâûì ïóòåì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåçêàæäîå ðåáðî ãðà�à â òî÷íîñòè îäèí ðàç, ò.å. ïóòü v1; : : : ; vm+1, òàêîé ÷òî êàæ-äîå ðåáðî e 2 E ïîÿâëÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1; : : : ; vm+1 â òî÷íîñòè îäèí



100 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõðàç êàê e = fvi; vi+1g äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè vi = vm+1, òî òàêîé ïóòü íàçûâàåò-ñÿ ýéëåðîâûì öèêëîì. Çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëåðîâà ïóòè â çàäàííîì ãðà�åáûëà ðåøåíà Ýéëåðîì â 1736 ã., è ïðåäñòàâëåííîå èì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ïóòè (ñì. òåîðåìó 2.12) ñ÷èòàåòñÿ ïåðâîé âèñòîðèè òåîðåìîé òåîðèè ãðà�îâ.Òåîðåìà 2.12. Ýéëåðîâ ïóòü â ãðà�å ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ãðà� ñâÿçíûé è ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè.Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ òåîðåìû áóäåò ñëåä-ñòâèåì àíàëèçà àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ýéëåðîâà ïóòè, êîòîðûé ìû îïèøåì âäàííîì ðàçäåëå. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ î÷åâèäíà, òàê êàê åñëè âåðøèíà v, îò-ëè÷íàÿ îò v1 è vm+1, ïîÿâëÿåòñÿ â ýéëåðîâîì ïóòè v1; : : : ; vm+1 k ðàç, òî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ñòåïåíü ýòîé âåðøèíû â ãðà�å ñîñòàâëÿåò 2k. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè, åñëè îíè ñóùåñòâóþò, ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè ýéëå-ðîâà ïóòè. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãðà�îâ ñ îäíîé òîëüêîâåðøèíîé íå÷åòíîé ñòåïåíè. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷àÿ ñòåïåíü âåðøèíû v ÷å-ðåç d(v), èìååì Xv2V d(v) = 2m;èáî â óêàçàííîé âûøå ñóììå êàæäîå ðåáðî fv; ug ñ÷èòàåòñÿ äâàæäû: îäèí ðàçâ d(u) è îäèí ðàç â d(v). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíèâñåãäà ÷åòíî.Åñëè â ñâÿçíîì ãðà�å íåò âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî êàæäûé ýéëåðîâïóòü ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, òàê êàê êîíöû ýéëåðîâà ïóòè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ öèêëîì,âñåãäà âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u è v � åäèíñòâåííûåâåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè ñâÿçíîãî ãðà�à G = hV;Ei, è îáðàçóåì ãðà� G�äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíû t è ðåáåð fu; tg è fv; tg (èëè ïðîñòî fu; vg,åñëè fu; vg =2 E). Òîãäà G� � ñâÿçíûé ãðà� áåç âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, àýéëåðîâû ïóòè â G áóäóò â î÷åâèäíîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñýéëåðîâûìè öèêëàìè â G�. Â ñèëó ýòîãî â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîãî ðàçäåëàìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî ýéëåðîâûìè öèêëàìè.Àëãîðèòì 2.13 (Íàõîæäåíèå ýéëåðîâîãî öèêëà).Äàííûå: Ñâÿçíûé ãðà� G = hV;Ei áåç âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, ïðåäñòàâ-ëåííûé ñïèñêàìè ÇÀÏÈÑÜ[v℄,v 2 V .�åçóëüòàòû: Ýéëåðîâ öèêë, ïðåäñòàâëåííûé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèí âñòåêå ÑÅ.1. begin2. ÑÒÅÊ := ?; ÑÅ := ?;3. v:=ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðà�à;4. CTEK ( v;



2.7. Ýéëåðîâû ïóòè 1015. while ÑÒÅÊ 6= ? do6. begin v := top(ÑÒÅÊ);(*v=âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà*)7. if ÇÀÏÈÑÜ[v℄ 6= ? then8. begin u:=ïåðâàÿ âåðøèíà ñïèñêà ÇÀÏÈÑÜ[v℄;9. ÑÒÅÊ( u;(*óäàëèòü ðåáðî fv; ug èç ãðà�à*)10. ÇÀÏÈÑÜ[v℄ := ÇÀÏÈÑÜ[v℄nfug;ÇÀÏÈÑÜ[u℄ := ÇÀÏÈÑÜ[u℄nfvg;11. v := u12. end13. else (*ÇÀÏÈÑÜ[v℄ = ?*)14. begin v ( ÑÒÅÊ, CE ( u15. end16. end17. endÏðèíöèïû äåéñòâèÿ àëãîðèòìà ìîæ- u1 u2 u3 u4 u5 u6u7u8 u9���HHHHHHHHH�����HHH��� ���������� PPPPP��� ������1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 2, 8, 6, 9, 7, 8, 5, 3, 1�èñ. 2.9: �ðà� è ýéëåðîâ öèêë â ýòîìãðà�å, íàéäåííûé ñ ïîìîùüþ àëãîðèò-ìà 2.13.
íî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòüv0 � âåðøèíà, âûáðàííàÿ â ñòðîêå3. Öèêë 5 íà÷èíàåò ñòðîèòü ïóòü ñíà÷àëîì â v0, ïðè÷åì âåðøèíû ýòî-ãî ïóòè ïîìåùàþòñÿ â ÑÒÅÊ, à ðå-áðà óäàëÿþòñÿ èç ãðà�à. Ýòè äåé-ñòâèÿ ïðîäîëæàþòñÿ âïëîòü äî òî-ãî ìîìåíòà, êîãäà ïóòü íåëüçÿ óäëè-íèòü, âêëþ÷èâ â íåãî íîâóþ âåðøè-íó, ò.å. êîãäà ÇÀÏÈÑÜ[v℄ = ? â ñòðî-êå 7. Îòìåòèì, ÷òî òîãäà äîëæíî áûòüv = v0, òàê êàê â ëþáîì äðóãîì ñëó-÷àå ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ñòåïåíü âåð-øèíû v íå÷åòíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç íàøåãî ãðà�à áûë óäàëåí öèêë, à âåðøèíûýòîãî öèêëà íàõîäÿòñÿ â ñòåêå ÑÒÅÊ. Îòìåòèì, ÷òî â ãðà�å, ìîäè�èöèðîâàí-íîì òàêèì ñïîñîáîì, ñòåïåíü ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû îñòàíåòñÿ ÷åòíîé. Âåðøèíàv = v0 ïåðåíîñèòñÿ òåïåðü èç ñòåêà ÑÒÅÊ â ñòåê ÑÅ, à ¾î÷åðåäíîé¿ âåðøèíîéu ñòàíîâèòñÿ âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà ÑÒÅÊ. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ, íà÷èíàÿ ñýòîé âåðøèíû (åñëè ÇÀÏÈÑÜ[v℄ 6= ?), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñëåäñòâèå ÷åòíîñòèñòåïåíè âñåõ âåðøèí íàõîäèòñÿ è ïîìåùàåòñÿ â ñòåê ÑÒÅÊ, íåêîòîðûé öèêë,ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó v. Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ äî òîãî ìîìåíòà, êîãäà ÑÒÅÊíå ñòàíåò ïóñòûì. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíû, ïîìåùàåìûå â ñòåê ÑÅ, îáðàçóþòíåêîòîðûé ïóòü, ïðè÷åì âåðøèíà v ïåðåíîñèòñÿ â ñòåê ÑÅ òîëüêî òîãäà, êîãäàÇÀÏÈÑÜ[v℄ = ?, ò.å. êîãäà âñå ðåáðà, èíöèäåíòíûå ñ ýòîé âåðøèíîé, ïðåäñòàâ-



102 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõëåíû (ïàðàìè ñîñåäíèõ âåðøèí) â îäíîì èç ñòåêîâ. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òîïî îêîí÷àíèè àëãîðèòìà ñòåê ÑÅ ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë.Îöåíèì òåïåðü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü íàøåãî àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî îò-ìåòèì, ÷òî êàæäàÿ èòåðàöèÿ ãëàâíîãî öèêëà (ñòðîêà 5) ëèáî ïîìåùàåò âåðøèíóâ ñòåê ÑÒÅÊ è óäàëÿåò ðåáðî èç ãðà�à, ëèáî ïåðåíîñèò âåðøèíó èç ñòåêà ÑÒÅÊâ ñòåê ÑÅ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî èòåðàöèé ýòîãî öèêëà � O(m). Â ñâîþ î÷åðåäü÷èñëî øàãîâ â êàæäîé èòåðàöèè îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé.Ìû ïðåäïîëàãàåì çäåñü, ÷òî êàæäûé èç ñïèñêîâ èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄,v 2 V , ðåàëèçîâàí òàêèì îáðàçîì, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà â ýòîì ñïèñêå ñîäåðæèòóêàçàòåëè íà ïðåäûäóùóþ è ïîñëåäóþùóþ âåðøèíû, è âåðøèíà u â ñïèñêåÇÀÏÈÑÜ[v℄ ñîäåðæèò óêàçàòåëü íà âåðøèíó v â ñïèñêå ÇÀÏÈÑÜ[u℄. Ýòî äàåòâîçìîæíîñòü óñòðàíèòü ðåáðî fv; ug (ñòðîêà 10) çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàí-òîé (ñì. ðàçä. 2.1). Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,÷òî îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì îïòè-ìàëüíûé, òàê êàê óæå îäíî âûïèñûâàíèå ýéëåðîâà öèêëà òðåáóåò 
(m) øàãîâ.Íà ðèñ. 2.9 ïðåäñòàâëåí ãðà� è íåêîòîðûé ýéëåðîâ öèêë, íàéäåííûé àëãî-ðèòìîì 2.13.2.8 Àëãîðèòìû ñ âîçâðàòîì (ba
k-tra
king)�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å, ñ òîé ðàç-íèöåé, ÷òî íà ýòîò ðàç íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïóòè, ïðîõîäÿùèå â òî÷íîñòè îäèíðàç ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó (à íå êàæäîå ðåáðî) äàííîãî ãðà�à. Ýòà íåáîëüøàÿ,êàê ìîãëî áû ïîêàçàòüñÿ, ìîäè�èêàöèÿ ïðèâîäèò, êàê ìû óáåäèìñÿ, ê çíà÷è-òåëüíîìó èçìåíåíèþ õàðàêòåðà ïðîáëåìû. Âñïîìíèì, ÷òî ïóòü ñ óêàçàííûìñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì (ãàìèëüòîíîâ öèêë îïðåäåëÿåò-ñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì). Ïðèìåð ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ãðà�å è ãðà�à, â êîòîðîìòàêîãî ïóòè íå ñóùåñòâóåò, ïîêàçàí íà ðèñ. 2.10.Â îòëè÷èå îò ýéëåðîâûõ ïóòåé íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðîñòîãî íåîáõîäè-ìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé è ýòîíåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòà çàäà÷à � îäíà èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè ãðà�îâ. Íåèçâåñòåí òàêæå àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿë áû ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâàïóòè â ïðîèçâîëüíîì ãðà�å, èñïîëüçóÿ ÷èñëî øàãîâ, îãðàíè÷åííîå ìíîãî÷ëå-íîì îò ïåðåìåííîé n (÷èñëà âåðøèí â ãðà�å). Èìåþòñÿ íåêîòîðûå îñíîâàíèÿ,íî íåò ìàòåìàòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òîáû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêîå ïî-ëîæåíèå âåùåé âûçâàíî íå ñòîëüêî íàøèì íåçíàíèåì, à ñêîðåå òåì �àêòîì, ÷òîòàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòèïðèíàäëåæèò ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷ [27℄. Äåòàëüíîå îáñó-æäåíèå ýòèõ çàäà÷ âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè. Îòìåòèì çäåñü òîëüêî, ÷òîýòî � øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àþùèé �óíäàìåíòàëüíûå çàäà÷è èç òåîðèè



2.8. Àëãîðèòìû ñ âîçâðàòîì (ba
k-tra
king) 103à)u uu u uu u�����R���6�����R �����R 6��������R á)u uuu u u�������������èñ. 2.10: à) �àìèëüòîíîâ ïóòü â ãðà�å; á) �ðà�, â êîòîðîì íå ñóùåñòâóåò ãà-ìèëüòîíîâà ïóòè.ãðà�îâ, ëîãèêè, òåîðèè ÷èñåë, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è äðóãèõ äèñöèïëèí, íèäëÿ îäíîé èç êîòîðûõ íåèçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (ò.å. ñ ÷èñëîì øà-ãîâ, îãðàíè÷åííûì ïîëèíîìîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è), ïðè÷åì ñóùåñòâîâàíèåïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ õîòÿ áû îäíîé èç íèõ àâòîìàòè÷åñêè âëåêëîáû çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âñåõ ýòèõ çàäà÷.Èìåííî �àêò �óíäàìåíòàëüíîñòè ìíîãèõ NP-ïîëíûõ çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ îáëà-ñòÿõ è òî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà íåçàâèñèìûå äðóã îò äðóãà óñèëèÿ ñïåöèàëèñòîâ âýòèõ îáëàñòÿõ, íå óäàëîñü íàéòè ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà íè äëÿ îäíîé èçýòèõ çàäà÷, ñêëîíÿåò ê ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò.Âåðíåìñÿ ê êîíêðåòíîé çàäà÷å ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè. Î÷åâèä-íûé àëãîðèòì, êîòîðûé ìû ìîæåì ïðèìåíèòü, ýòî ¾ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ âîç-ìîæíîñòåé¿: ãåíåðèðóåì âñå n! ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåðøèí è äëÿêàæäîé èç íèõ ïðîâåðÿåì, îïðåäåëÿåò ëè îíà ãàìèëüòîíîâ ïóòü. Òàêèå äåéñòâèÿòðåáóþò ïî ìåíüøåé ìåðå n!n øàãîâ, íî �óíêöèÿ îò n ïîäîáíîãî âèäà ðàñòåòáûñòðåå, ÷åì ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí, è äàæå áûñòðåå, ÷åì ïðîèçâîëüíàÿ ýêñ-ïîíåíöèàëüíàÿ �óíêöèÿ âèäà àn, a > 1, èáîn!n > bn=2
bn=2
 = abn=2
 logabn=2
Îïèøåì òåïåðü îáùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ÷èñëîøàãîâ â àëãîðèòìàõ òèïà ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíîñòåé. ×òîáû ïðè-ìåíèòü ýòîò ìåòîä, èñêîìîå ðåøåíèå äîëæíî èìåòü âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòèhx1; : : : ; xni. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ñòðîèì íàøå ðåøåíèåïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè " (äëèíû 0). Âîîáùå,èìåÿ äàííîå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå hx1; : : : ; xii, ìû ñòàðàåìñÿ íàéòè òàêîå äîïóñòè-ìîå çíà÷åíèå xi+1, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ìû íå ìîæåì ñðàçó çàêëþ÷èòü, ÷òîhx1; : : : ; õi; xi+1i ìîæíî ðàñøèðèòü äî íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ (ëèáî hx1; : : : ; xi+1ióæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì). Åñëè òàêîå ïðåäïîëàãàåìîå, íî åùå íå èñïîëüçîâàííîåçíà÷åíèå xi+1 ñóùåñòâóåò, òî ìû äîáàâëÿåì åãî ê íàøåìó ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþè ïðîäîëæàåì ïðîöåññ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hx1; : : : ; xi; xi+1i. Åñëè åãî íå ñó-ùåñòâóåò, òî ìû âîçâðàùàåìñÿ ê íàøåìó ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ hx1; : : : ; xi�1i è



104 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõïðîäîëæàåì íàø ïðîöåññ, îòûñêèâàÿ íîâîå, åùå íå èñïîëüçîâàííîå äîïóñòèìîåçíà÷åíèå x0i � îòñþäà íàçâàíèå ¾àëãîðèòì ñ âîçâðàòîì¿ (àíãë.: ba
ktra
king).Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî k > 0 ñóùåñòâóåò íåêîòî-ðîå ìíîæåñòâî Ak, èç êîòîðîãî ìû áóäåì âûáèðàòü êàíäèäàòîâ äëÿ k-é êîîðäè-íàòû ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà Ak äîëæíû áûòü îïðåäåëå-íû òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ hx1; : : : ; xni íàøåéçàäà÷è è äëÿ êàæäîãî k � n ìíîæåñòâî Ak ñîäåðæàëî ýëåìåíò xk (íà ïðàêòèêåìû íå ìîæåì âîîáùå èñêëþ÷èòü ñèòóàöèþ, êîãäà ìíîæåñòâî Ak ñîäåðæèò íåêî-òîðûå ¾ëèøíèå¿ ýëåìåíòû, íå ïîÿâëÿþùèåñÿ â k-é êîîðäèíàòå íè îäíîãî öåëî-÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ). Ìû ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ïðî-ñòàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðîèçâîëüíîìó ÷àñòè÷íîìó ðåøåíèþ hx1; : : : ; xii ñòàâèòâ ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå P (x1; : : : ; xi) (èñòèíà ëèáî ëîæü) òàêèì îáðàçîì, ÷òîåñëè P (x1; : : : ; xi)=ëîæü, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hx1; : : : ; xii íåñîìíåííî íåëüçÿðàñøèðèòü äî ðåøåíèÿ. Åñëè P (x1; : : : ; xi)=èñòèíà, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî çíà÷å-íèå xi äîïóñòèìî (äëÿ ÷àñòè÷íîãî ðåøåíèÿ hx1; : : : ; xi�1i), íî ýòî îòíþäü íåîçíà÷àåò, ÷òî hx1; : : : ; xi�1i îáÿçàòåëüíî ðàñøèðÿåòñÿ äî ïîëíîãî ðåøåíèÿ. Ýòîòïðîöåññ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé ñõåìû:1 begin2 k := 1;3 while k > 0 do4 if ñóùåñòâóåò åùå íå èñïîëüçîâàííûé ýëåìåíò y 2 Ak,òàêîé ÷òî P (X [1℄; : : : ; X [k � 1℄; y)then5 begin X [k℄ := y; (* ýëåìåíò y èñïîëüçîâàí*)6 if hX [1℄; : : : ; X [k℄i ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì ðåøåíèåì then7 write(X [1℄; : : : ; X [k℄);8 k := k + 19 end10 else (* âîçâðàò íà áîëåå êîðîòêîå ÷àñòè÷íîé ðåøåíèå;âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ak âíîâü ñòàíîâÿòñÿ íåèñïîëüçîâàííûìè *)11 k := k � 112 endÝòîò àëãîðèòì íàõîäèò âñå ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìíîæåñòâà Akêîíå÷íûå è ÷òî ñóùåñòâóåò n, òàêîå ÷òî P (x1; : : : ; xn)=ëîæü äëÿ âñåõ x1 2A1; : : : ; xn 2 An (ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ðåøåíèÿ èìåþò äëèíóìåíüøå n). Ïîêàæåì íàëè÷èå áîëåå îáùåãî ñâîéñòâà:Ïóñòü s > 0, è ïóñòü hx1; : : : ; xs� 1i � íåêîòîðîå ÷àñòè÷íîå ðåøå-íèå, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì. �àññìîòðèì ïåðâóþ èòåðàöèþ öèêëà



2.8. Àëãîðèòìû ñ âîçâðàòîì (ba
k-tra
king) 1053, äëÿ êîòîðîé k = s, X [i℄ = xi, 1 � i � s. Íà÷èíàÿ ñ ýòîé èòåðà-öèè, àëãîðèòì ãåíåðèðóåò âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿðàñøèðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (x1; : : : ; xs�1), è ïðèõîäèò ê ñîñòî-ÿíèþ, êîãäà k = s� 1.Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ s = 1 ïðèâåäåííîå âûøå ñâîéñòâî îçíà÷àåò ïðîñòî êîð-ðåêòíîñòü àëãîðèòìà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà â îáùåì âèäå ïðîâîäèòñÿïî èíäóêöèè ¾íàçàä¿ îòíîñèòåëüíî s. Îíî èìååò ìåñòî äëÿ s = n, ïîòîìó ÷òîíå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî äîïóñòèìîãî ýëåìåíòà äëÿ hx1; : : : ; xs�1i è ñðàçó æåâûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå óñëîâíîãî îïåðàòîðà â ñòðîêå 10, ò.å. ïåðåìåííàÿ kïðèíèìàåò çíà÷åíèå s� 1. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü ïðàâèëüíîñòü íàøåãî ñâîéñòâàäëÿ íåêîòîðîãî s > 1. Ïîêàæåì åãî ïðàâèëüíîñòü äëÿ s�1. Ïóñòü hx1; : : : ; xs�2i� ïðîèçâîëüíîå ÷àñòè÷íîå ðåøåíèå, ïîñòðîåííîå íàøèì àëãîðèòìîì; ðàññìîò-ðèì ïåðâóþ èòåðàöèþ öèêëà 3, äëÿ êîòîðîé k = s� 1, X [i℄ = Xi, 1 � i � s� 1.Åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y, äîïóñòèìûé äëÿ hx1; : : : ; xs�2i, òî ïîñòðîåíèå äàåò÷àñòè÷íîå ðåøåíèå hx1; : : : ; xs�2; yi (ñòðîêà 5) è ïåðåìåííàÿ k ïðèíèìàåò çíà-÷åíèå s (ñòðîêà 8). Çàòåì ñîãëàñíî íàøåìó èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ áó-äóò ñãåíåðèðîâàíû âñå ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðàñøèðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòèhx1; : : : ; xs � 1; yi, è ìû ïðèõîäèì ê ñîñòîÿíèþ, êîãäà k = s� 1, ïîñëå ÷åãî ïðî-öåññ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëåäóþùåãî íåèñïîëüçîâàííîãî ýëåìåíòà y, äîïóñòèìîãîäëÿ hx1; : : : ; xs�2i, ïîêà íå áóäóò èñïîëüçîâàíû âñå òàêèå ýëåìåíòû (òàêàÿ ñè-òóàöèÿ ìîæåò ïîÿâèòüñÿ ñðàçó ñ ñàìîãî íà÷àëà). Ïåðåìåííàÿ k óìåíüøàåòñÿòîãäà íà 1 è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå s�2 (ñòðîêà 11). Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññó-æäåíèé ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì ïðàâèëüíî ïîðîæäàåò âñå ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿðàñøèðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hx1; : : : ; xs�1i, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâîøàãà èíäóêöèè.Äîêàçàííîå íàìè ñâîéñòâî ïðèâîäèò íåïîñðåäñòâåííî ê ñëåäóþùåìó ïðîñòî-ìó è î÷åâèäíîìó ðåêóðñèâíîìó âàðèàíòó ñõåìû àëãîðèòìà ñ âîçâðàòîì:1 pro
edure AP (k); (*ãåíåðèðîâàíèå âñåõ ðåøåíèé,ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X [1℄; : : : ; X [k � 1℄;ìàññèâ X � ãëîáàëüíûé *)2 begin3 for y 2 Ak òàêîãî, ÷òî P (X [1℄; : : : ; X [k � 1℄; y) do4 begin X [k℄ := y;5 if X [1℄; : : : ; X [k℄ åñòü öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå then6 write(X [1℄; : : : ; X [k℄);7 AP (k + 1)8 end9 end�åíåðèðîâàíèå âñåõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ìîæíî âûçâàòü âûçîâîì AP (1).



106 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõÏðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà ñ âîçâðàòîì ìû íà÷àëè ñ íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíîãîíåðåêóðñèâíîãî âàðèàíòà òîëüêî ïîòîìó, ÷òî â ðåêóðñèâíîì âàðèàíòå ¾âîçâðàò¿íå ïîÿâëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå, áóäó÷è ÷àñòüþ ðåàëèçàöèè ìåõàíèçìà ðåêóðñèè.Ïðèìåíèì òåïåðü àëãîðèòì ñ âîçâðàòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàìèëüòîíîâà öèê-ëà â ãðà�å G = hV;Ei. Êàæäûé òàêîé öèêë ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëü-íîñòüþ hx1; x2; : : : ; xn+1i, ïðè÷åì x1 = xn + 1 = v0, ãäå v0 � íåêîòîðàÿ �èêñè-ðîâàííàÿ âåðøèíà ãðà�à, xi � xi+1 äëÿ 1 � i � n è xi 6= õj äëÿ 1 � i < j � n.Ñîãëàñíî ýòèì óñëîâèÿì ìû ìîæåì ïîëîæèòü:Ak = V;P (x1; : : : ; xk � 1; y), y 2 ÇÀÏÈÑÜ[xk � 1℄ ^ y =2 fx1; : : : ; xk�1g:Àëãîðèòì 2.14. (Íàõîæäåíèå âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â ãðà�å.)Äàííûå: �ðà� G = hV;Ei, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòèÇÀÏÈÑÜ[v℄, v 2 V .�åçóëüòàòû: Ñïèñîê âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ãðà�à G.1 pro
edure �ÀÌÈËÜÒ(k) (* ãåíåðèðîâàíèå âñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ,ÿâëÿþùèõñÿ ðàñøèðåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hX [1℄; : : : ; X [k � 1℄i;ìàññèâû X , DOP � ãëîáàëüíûå *)2 begin3 for y 2 ÇÀÏÈÑÜ[X [k � 1℄℄ do4 if (k = n+ 1) and (y = v0) then write(X [1℄; : : : ; X [n℄; v0)5 else if DOP [y℄ then6 begin X [k℄ := y; DOP [y℄:=ëîæü;7 �ÀÌÈËÜÒ(k + 1);8 DOP [y℄:=èñòèíà9 end10 end; (*�ÀÌÈËÜÒ*)11 begin (*ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)12 for v 2 V do DOP [v℄:=èñòèíà; (* èíèöèàëèçàöèÿ*)13 X [1℄ := v0;(*v0-ïðîèçâîëüíàÿ �èêñèðîâàííàÿ âåðøèíà ãðà�à*)14 DOP [v0℄:=ëîæü;15 �ÀÌÈËÜÒ(2);16 end�àáîòó ýòîãî àëãîðèòìà, òàê æå êàê è ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà ñ âîçâðàòîì,ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ïðîöåññîì ïîèñêà â íåêîòîðîì äåðåâå. Êàæäàÿ âåð-øèíà äåðåâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè hx1; : : : ; xki, ïðè÷åì âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âèäàhx1; : : : ; xk; yi, ÿâëÿþòñÿ ñûíîâüÿìè ýòîé âåðøèíû (êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò ïó-ñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè "). �àññìîòðèì ïîëíîå äåðåâî D, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
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u1 u2 u3u4u5������������

u�������u2���u3���u4���u1 AAAu5 AAAu5u4u1m
���u5���u3u4u1m���u4���u1 AAAu3

PPPPPPPu4���u3���u2���u1 AAAu5 AAAu5u2u1m
HHHHHu5���u2���u1 AAAu3 AAAu3u2u1m�èñ. 2.11: �ðà� è äåðåâî, èëëþñòðèðóþùèå àëãîðèòì ñ âîçâðàòîì íàõîæäåíèÿâñåõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â ýòîì ãðà�å.âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà hx1; : : : ; xki, ãäå 0 � k � n è xi 2 Ai äëÿ1 � i � k, è âðåìåííî äîïóñòèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò y 2 A ÿâëÿåòñÿ äîïóñòè-ìûì äëÿ hx1; : : : ; xk�1i, åñëè k � n, è íè îäèí ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûìäëÿ hx1; : : : ; xk�1i, åñëè k > n; äðóãèìè ñëîâàìè,P (x1; : : : ; xk�1; kk) = � èñòèíà; åñëè k � nëîæü; åñëè k > n(xi 2 Ai äëÿ 1 � i � k). Òîãäà íåòðóäíî îòìåòèòü, ÷òî âûçîâ AP (1) âûçûâà-åò ïîèñê â ãëóáèíó âî âñåì äåðåâå D (íà÷èíàÿ îò êîðíÿ "). Äëÿ ñëó÷àÿ ìåíååòðèâèàëüíîé �óíêöèè P , îïðåäåëÿþùåé äîïóñòèìîñòü âåðøèí, ïðîöåññ ïîèñ-êà ¾îïóñêàåò¿ ðàññìîòðåíèå âåðøèí ïîääåðåâà ñ êîðíåì â êàæäîé âñòðå÷åííîé¾íåäîïóñòèìîé¿ âåðøèíå (ò.å. âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòèhx1; : : : ; xki, äëÿ êîòîðîé P (x1; : : : ; xk)=ëîæü). Â ýòîì, ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, çà-êëþ÷àåòñÿ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà ñ âîçâðàòîì â îòíîøåíèè ïîëíîãî ïåðåáî-ðà âñåõ âîçìîæíîñòåé. Äëÿ àëãîðèòìà 2.14 ýòî èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 2.11.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà ïðèëîæåíèé ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòìàñ âîçâðàòîì õîòÿ è áóäåò ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå ïîëíîãî ïåðåáîðà, îäíàêî æå âíàèõóäøåì ñëó÷àå ðàñòåò ïî ýêñïîíåíòå ñ âîçðàñòàíèåì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.Ýòî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìû èùåì òîëüêî îäíî, à íå âñå ðåøåíèÿ(òîãäà ìû ïðîñòî ïðåðûâàåì âûïîëíåíèå àëãîðèòìà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåðâîãîðåøåíèÿ; îòìåòèì, ÷òî, êîãäà çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ýòà ìîäè�èêàöèÿ íåâëèÿåò íà õîä âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà).



108 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ2.9 Çàäà÷è2.1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ìàòðèöà ñìåæ-íîñòè B âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè A ñëåäóþùèì îáðàçîì:B = A � AT � diag[d1; : : : ; dn℄;ãäåAT åñòü òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A, di � ñòåïåíü i-é âåðøèíû, diag[d1; : : : ; dn℄� ìàòðèöà ðàçìåðà n� n ñ ýëåìåíòàìè d1; : : : ; dn íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à îïðåäåëèì ìàòðèöó ñî-ñåäñòâà ðåáåð C = [
ij ℄, ãäå 
ij = 1, åñëè i-å è j-e ðåáðà èíöèäåíòíû ñ îáùåé âåð-øèíîé, è 
ij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðèíèìàåì 
ii = 0). Êàê ìîæíî âûðàçèòüìàòðèöó C ÷åðåç ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòè? Îïðåäåëÿåò ëè ìàòðèöà ñîñåäñòâàðåáåð ãðà� ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà?2.3. Ïðåäñòàâèòü äåòàëüíóþ ðåàëèçàöèþ ñïèñêîâ èíöèäåíòíîñòè è ïðîöå-äóð óäàëåíèÿ è äîáàâëåíèÿ ðåáåð çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé (ñëåäóåòïîìíèòü, ÷òî ïðè óäàëåíèè ðåáðà u; v íåîáõîäèìî óäàëèòü ñîîòâåòñòâóþùèåýëåìåíòû èç îáîèõ ñïèñêîâ ÇÀÏÈÑÜ[u℄ è ÇÀÏÈÑÜ[v℄, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òîóêàçàòåëü íà îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåí êàê ïàðàìåòð ïðîöåäóðû).2.4. Íàïèñàòü ïðîöåäóðû ïåðåõîäà ìåæäó êàæäûìè äâóìÿ ñïîñîáàìè ïðåä-ñòàâëåíèÿ ãðà�à, îïèñàííûìè â ðàçä. 2.1, è îöåíèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòüóêàçàííûõ ïðîöåäóð.2.5. Íåêîòîðûå ãðà�îâûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò òîëüêî O(n) èëè O(n+m)èç n2 ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñìåæíîñòè B. Â òî æå âðåìÿ â íà÷àëå àëãîðèòìà ñëå-äóåò èíèöèàëèçàöèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ñëîæíîñòüàëãîðèòìà àâòîìàòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé 
(n2). Ïðåäëîæèòü ñïîñîá, ïîçâî-ëÿþùèé èçáåæàòü ñòîëü äîðîãóþ èíèöèàëèçàöèþ. Óêàçàíèå: äëÿ êàæäîãî ýëå-ìåíòà bij , èñïîëüçîâàííîãî àëãîðèòìîì ïåðâûé ðàç, ïîìåùàåì â ñòåê óêàçàòåëüíà ýòîò ýëåìåíò, à ïðè bij ðàçìåùàåì óêàçàòåëü íà ñîçäàííûé òàêèì îáðàçîìíîâûé ýëåìåíò ñòåêà. ×òîáû ïðîâåðèòü, áûë ëè äàííûé ýëåìåíò èíèöèàëèçè-ðîâàí ðàíåå, äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü, âåäåò ëè óêàçàòåëü ïðè bij ê óêàçàòåëþ âñòåêå, îïðåäåëÿþùåìó âîçâðàò ê bij) [1℄.2.6. Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n) ïðîâåðêè, ñîäåðæèò ëè äàííûéîðèåíòèðîâàííûé ãðà�, çàäàííûé ìàòðèöåé ñìåæíîñòè, âåðøèíó, ê êîòîðîéïðèìûêàþò äóãè îò îñòàëüíûõ n � 1 âåðøèí è èç êîòîðîé íå èñõîäèò íè îäíàäóãà (òàêîé àëãîðèòì ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (â) â òåîðåìå 2.1 ñóùåñòâåííî).2.7. Èññëåäîâàòü ìåòîä, îòëè÷àþùèéñÿ îò ïîèñêà â øèðèíó òîëüêî òåì, ÷òîâíîâü äîñòèãíóòàÿ âåðøèíà ïîìåùàåòñÿ â ñòåê (òàêîé àëãîðèòì îïèñûâàåòñÿ âòî÷íîñòè ïðîöåäóðîé WS, â êîòîðîé Î×Å�ÅÄÜ çàìåíåíà íà ÑÒÅÊ) [35℄.2.8. Èññëåäîâàòü ìåòîä ïîèñêà â ãðà�å, ïðè êîòîðîì ïîñåùåííûå, íî åùåíå èñïîëüçîâàííûå âåðøèíû ïîìåùàþòñÿ â î÷åðåäü, è êîòîðûé òî÷íåå ìîæíî



2.9. Çàäà÷è 109îïèñàòü ñëåäóþùèì ñïîñîáîì: ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäíþþ (ïîçæå âñåõ ïîìåùåí-íóþ) âåðøèíó u èç î÷åðåäè (âíà÷àëå ýòî áóäåò ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðà�à).Åñëè ñóùåñòâóåò íîâàÿ âåðøèíà u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄, òî ìû ïîìåùàåì åå â êîíöåî÷åðåäè è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîìåùåííàÿ â î÷åðåäü âåðøèíàíå èìååò íîâûõ ñîñåäåé (ýòîò �ðàãìåíò íàïîìèíàåò ïîèñê â ãëóáèíó). Çàòåì èñ-ñëåäóåì ïåðâóþ (ðàíüøå âñåãî ïîìåùåííóþ) âåðøèíó èç î÷åðåäè. Åñëè ó ýòîéâåðøèíû ñóùåñòâóåò íîâûé ñîñåä, òî ìû ñòàâèì åãî â êîíåö î÷åðåäè è ïîâòîðÿ-åì äëÿ ýòîé âåðøèíû îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ ïîèñêà â ãëóáèíó. Â ïðîòèâíîìñëó÷àå ïåðâàÿ âåðøèíà èý î÷åðåäè èñïîëüçîâàíà, è ìû óáèðàåì åå èç î÷åðåäè,à çàòåì ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çà íåé âåðøèíó. Âåñü ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿäî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäü íå áóäåò ïóñòîé. Ïðåäñòàâèòü äåòàëüíóþ ðåàëèçàöèþäàííîãî ìåòîäà.2.9. Äîêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ íèæå ïðîöåäóðà ïðîñìàòðèâàåò êàæäóþ âåð-øèíó ãðà�à â òî÷íîñòè îäèí ðàç.pro
edure ÏÎÈÑÊ(r);(*âíà÷àëå ÑÒÀÒÓÑ[v℄=íîâûé äëÿ êàæäîé v 2 V *begin ïîñåòèòü r ; ÑÒÀÒÓÑ[r℄:=ïîñåùåííûé;while ñóùåñòâóåò â V ïîñåùåííàÿ âåðøèíà dobegin u:=ïðîèçâîëüíàÿ ïîñåùåííàÿ âåðøèíà;if ñóùåñòâóåò íîâàÿ u 2 ÇÀÏÈÑÜ[v℄ thenbegin u:=ïåðâàÿ íîâàÿ âåðøèíà ñïèñêà ÇÀÏÈÑÜ[v℄;ïîñåòèòü u; ÑÒÀÒÓÑ[u℄:=ïîñåùåííàÿendelse ÑÒÀÒÓÑ[v℄:=èñïîëüçîâàííàÿendendÏîêàçàòü, ÷òî ïîèñê â ãëóáèíó è â øèðèíó, à òàêæå ìåòîäû, îïèñàííûå â çàäà÷àõ2.7 è 2.8, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé ïðîöåäóðû.2.10. Ïóñòü D = hV; T i � ïîäãðà� ñâÿçíîãî ãðà�à G = hV;Ei. Äîêàçàòü, ÷òîñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:� (a) D ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùèì äåðåâîì ãðà�à G.� (á) jT j = jEj � 1 è D íå ñîäåðæèò öèêëîâ.� (â) Äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u; v 2 V ñóùåñòâóåò â D â òî÷íîñòè îäèíïóòü èç u â v.� (ã) jT j = jEj � 1 è äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u; v 2 V ñóùåñòâóåò â D õîòÿáû îäèí ïóòü èç u â v.



110 �ëàâà 2. Àëãîðèòìû íà ãðà�àõ� (ä) jT j = jEj � 1 è äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u; v 2 V ñóùåñòâóåò â D íåáîëåå ÷åì îäèí ïóòü èç u â v.2.11. �àññìîòðåòü äåòàëüíåå ìåòîä ïîèñêà â ãëóáèíó äëÿ îðèåíòèðîâàííûõãðà�îâ, óïîìÿíóòûé â êîíöå �2.2. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�åG ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû r ê êàæäîé äðóãîé âåðøèíå, òî àëãîðèòì 2.3(èçìåíåííûé òàê, ÷òî â ñòðîêå 5 äîáàâëÿåòñÿ äóãà hv; ui) ñòðîèò ïîäãðà� hV; T i,êîòîðûé ïðè èãíîðèðîâàíèè îðèåíòàöèè äóã ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàþùèì äåðåâîìãðà�à G. Ïîêàçàòü, ÷òî â hV; T i ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäèí ïóòü èç r ê êàæäîéâåðøèíå v 2 V . Ìîæíî ëè ïåðåíåñòè òåîðåìó 2.4 íà îðèåíòèðîâàííûå ãðà�û?Êàê ñëåäîâàëî áû åå òîãäà èçìåíèòü?2.12. �àññìîòðåòü äåòàëüíåå ìåòîä ïîèñêà â øèðèíó â îðèåíòèðîâàííîì ãðà-�å. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å G ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåð-øèíû r ê êàæäîé äðóãîé âåðøèíå, òî àëãîðèòì 2.5 íàõîäèò ïîäãðà� hV; T i,ñîäåðæàùèé â òî÷íîñòè îäèí ïóòü èç r ê êàæäîé äðóãîé âåðøèíå, ïðè÷åì ýòîêðàò÷àéøèé ïóòü â G.2.13. Èñïîëüçóéòå ïîèñê â ãëóáèíó äëÿ íàõîæäåíèÿ â ñâÿçíîì ãðà�å íåîðè-åíòèðîâàííîãî öèêëà (ñ ïîâòîðÿþùèìèñÿ ðåáðàìè è âåðøèíàìè), ïðîõîäÿùåãîêàæäîå ðåáðî â êàæäîì íàïðàâëåíèè â òî÷íîñòè îäèí ðàç.2.14. Ìîñòîì ãðà�à G íàçûâàåòñÿ êàæäîå ðåáðî, óäàëåíèå êîòîðîãî ïðè-âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðà�à. Ïðåäñòàâèòü àëãîðèòìíàõîæäåíèÿ âñåõ ìîñòîâ ãðà�à çà âðåìÿ O(m+ n). (Óêàçàíèå: èñïîëüçóéòå ïî-èñê â ãëóáèíó êàê â ñëó÷àå îòûñêàíèÿ òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ.)2.15. �ðà� G = hV;Ei íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèåV = A[B, A\B = ?, òàêîå ÷òî êàæäîå ðåáðî e 2 E èìååò âèä e = fa; bg, a 2 A,b 2 B. Äîêàçàòü, ÷òî ãðà� ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàîí íå ñîäåðæèò ïðîñòûõ öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû. Ïðåäëîæèòü äâà àëãîðèòìà,ïðîâåðÿþùèõ, áóäåò ëè äàííûé ãðà� äâóäîëüíûì, çà âðåìÿ O(m + n) � îäèí,îñíîâàííûé íà ïîèñêå â ãëóáèíó, äðóãîé � íà ïîèñêå â øèðèíó.2.16. Íàïèñàòü àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé çà âðåìÿ O(m + n) àöèêëè÷íîñòüäàííîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à.2.17. Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ êàæäîéïàðû âåðøèí u è v ñóùåñòâóåò ïóòü èç u â v. Ïîä êîìïîíåíòîé ñèëüíîé ñâÿç-íîñòè ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðà�. Ïî-êàçàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ñèëüíîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàâåðøèí íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Íàïèñàòü àëãîðèòì íà-õîæäåíèÿ êîìïîíåíò ñèëüíîé ñâÿçíîñòè çà âðåìÿ O(m+n). (Óêàçàíèå: èñïîëü-çîâàòü ïîèñê â ãëóáèíó.)2.18. Íàïèñàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ çà âðåìÿ O(
(m + n)) âñåõ ïðîñòûõêîíòóðîâ îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à, ãäå 
 � ÷èñëî êîíòóðîâ. (Óêàçàíèå: èñïîëü-çîâàòü ïîèñê â ãëóáèíó.)



2.9. Çàäà÷è 1112.19. Ïðåäëîæèòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëå-ðîâûõ êîíòóðîâ â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å (èäåíòè÷íîå óñëîâèþ äëÿ íåîðèåí-òèðîâàííûõ ãðà�îâ). Ïîêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì 2.13 (ïîñëå óäàëåíèÿ ñòðîêè 9)ïðàâèëüíî ñòðîèò ýéëåðîâ êîíòóð äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à.2.20. Öèêëîì äå Áð¼éíà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ áèíàðíàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü äëèíû 2n, â êîòîðîé êàæäàÿ èç 2n áèíàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòåé äëèíû n âûñòóïàåò êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëå-íîâ. Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå öèêëà äå Áð¼éíà ïîðÿäêà n äëÿ êàæäîãî n � 1.(Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü ãðà�, âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò áèíàðíûì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòÿì äëèíû n � 1, à êàæäîå ðåáðî ñîîòâåòñòâóåò áèíàðíîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû n, ïðè÷åì ðåáðî b1 : : : bn âåäåò îò b1 : : : bn�1 ê b2 : : : bn.Äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýéëåðîâà ïóòè â òàêîì ãðà�å [8℄.)2.21. Èçìåíèòü ïðåäñòàâëåííóþ â �2.8 ñõåìó àëãîðèòìà ñ âîçâðàòîì òàê, ÷òî-áû îí îïðåäåëÿë òîëüêî îäíî ðåøåíèå, à íå âñå.2.22. Äîêàçàòü, ïðåäñòàâèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðà�û, ÷òî ÷èñëî øàãîâ â àë-ãîðèòìå 2.14 (â íàèõóäøåì ñëó÷àå) ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì n.2.23. Èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ñ âîçâðàòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:� (à) Íàõîæäåíèå ðàçìåùåíèÿ 8 âçàèìíî íå íàïàäàþùèõ äðóã íà äðóãà �åð-çåé íà øàõìàòíîé äîñêå.� (á) Íàõîæäåíèå êëèêè íàèáîëüøåé ìîùíîñòè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà-�å. (Êëèêîé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðîìêàæäàÿ ïàðà ðàçëè÷íûõ âåðøèí ñîåäèíåíà ðåáðîì ãðà�à.)� (â) Íàõîæäåíèå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðà�à ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì öâåòîâòàê, ÷òîáû íè îäíî ðåáðî íå ñîåäèíÿëî äâóõ âåðøèí îäíîãî öâåòà.� (ã) Äëÿ äàííûõ öåëûõ ÷èñåë a1; : : : ; an, b íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâJ � f1; : : : ; ng, òàêîãî ÷òî Pj2J aj = b, åñëè òàêîå ìíîæåñòâî J ñóùåñòâóåò.� (ä) Óñòàíîâëåíèå èçîìîð�èçìà äâóõ ãðà�îâ.



�ëàâà 3Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõïóòåé â ãðà�å3.1 Íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿÂ ýòîé ãëàâå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå ãðà�û G = hV;Ei,äóãàì êîòîðûõ ïðèïèñàíû âåñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîé äóãå hv; ui 2 E ïî-ñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a(u; v), íàçûâàåìîå âåñîìäàííîé äóãè. Ïîëàãàåì, êðîìå òîãî, ÷òî a(u; v) =1, åñëè u9 v. Åñëè ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü âåðøèí v0; v1; : : : ; vp (3.1)îïðåäåëÿåò ïóòü â G, òî åãî äëèíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììàpXi=1 a(vi�1; vi)(Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ïðîèçâîëüíîì ãðà�å ìû ïðèìåì âåñ êàæäîé äóãè ðàâ-íûì åäèíèöå, òî ìû ïîëó÷èì îáû÷íîå îïðåäåëåíèå äëèíû ïóòè êàê ÷èñëà äóã;êàê è ðàíåå, ïðèíèìàåì, ÷òî äëèíà ïóòè ðàâíà 0 ïðè p = 0.) Íàñ áóäåò èí-òåðåñîâàòü íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó �èêñèðîâàííûìè âåðøèíàìès; t 2 V . Äëèíó òàêîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü d(s; t) è íàçû-âàòü ðàññòîÿíèåì îò s äî t (ðàññòîÿíèå, îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì, ìîæåòáûòü îòðèöàòåëüíûì). Åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ïóòè èç s â t, òî ïîëàãà-åì d(s; t) = 1. Îòìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé êîíòóð íàøåãî ãðà�à èìååò ïîëî-æèòåëüíóþ äëèíó, òî êðàò÷àéøèé ïóòü áóäåò âñåãäà ýëåìåíòàðíûì ïóòåì, ò.å.112



3.1. Íà÷àëüíûå ïîíÿòèÿ 113â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.1) íå áóäåò ïîâòîðîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â ãðà-�å ñóùåñòâóåò êîíòóð îòðèöàòåëüíîé äëèíû, òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íåêîòîðûìèïàðàìè âåðøèí ñòàíîâèòñÿ íåîïðåäåëåííûì, ïîòîìó ÷òî, îáõîäÿ ýòîò êîíòóðäîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìû ìîæåì ïîêàçàòü ïóòü ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè ñäëèíîé, ìåíüøåé ïðîèçâîëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíîáûëî áû ãîâîðèòü î äëèíå êðàò÷àéøåãî ýëåìåíòàðíîãî ïóòè, îäíàêî çàäà÷à, ïî-ñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíî áóäåò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé, òàê êàê,â ÷àñòíîñòè, îíà ñîäåðæèò â ñåáå çàäà÷ó ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè (ñì.çàäà÷ó 3.1).Ìîæíî äàòü ìíîãî ïðàêòè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé çàäà÷è î êðàò÷àéøèõ ïó-òÿõ. Íàïðèìåð, âåðøèíû ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ãîðîäàì, à êàæäàÿ äóãà � íåêî-òîðîìó ïóòè, äëèíà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà âåñîì äóãè. Ìû èùåì çàòåì êðàò÷àé-øèå ïóòè ìåæäó ãîðîäàìè. Âåñ äóãè òàêæå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñòîèìîñòè(èëè âðåìåíè) ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè ìåæäó âåðøèíàìè. Â òàêîì ñëó÷àå ìûèùåì ñàìûé äåøåâûé (èëè ñàìûé ñêîðûé) ïóòü ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Åùåîäíó ñèòóàöèþ ìû ïîëó÷àåì, êîãäà âåñ äóãè hu; vi ðàâåí âåðîÿòíîñòè p(u; v)áåçàâàðèéíîé ðàáîòû êàíàëà ïåðåäà÷è èí�îðìàöèè. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òîàâàðèè êàíàëîâ íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà, òî âåðîÿòíîñòü èñïðàâíîñòè ïóòè ïå-ðåäà÷è èí�îðìàöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ åãî äóã.Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå íàäåæíîãî ïóòè ëåãêî ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å îêðàò÷àéøåì ïóòè, çàìåíÿÿ âåñà p(u; v) íàa(u; v) = � log p(u; v):Åùå ñ îäíèì ïðèëîæåíèåì çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè ìû ïîçíàêîìèìñÿ âðàçä. 3.4.Â äàííîì ðàçäåëå ìû äàäèì àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåð-øèíàìè, à íå ñàìèõ ïóòåé. Îäíàêî, çíàÿ ðàññòîÿíèå, ìû ìîæåì ïðè óñëîâèèïîëîæèòåëüíîé äëèíû âñåõ êîíòóðîâ ëåãêî îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèå ïóòè. Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ s; t 2 V (s 6= t) ñóùåñòâóåòâåðøèíà v, òàêàÿ ÷òî d(s; t) = d(s; v) + a(v; t):Äåéñòâèòåëüíî, òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà ïðîèç-âîëüíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç s â t. Äàëåå ìû ìîæåì íàéòè âåðøèíó u, äëÿêîòîðîé d(s; v) = d(s; u) + a(u; v), è ò.ä. Èç ïîëîæèòåëüíîñòè äëèíû âñåõ êîíòó-ðîâ ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ñîçäàííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t; u; v; : : :íå ñîäåðæèò ïîâòîðåíèé è îêàí÷èâàåòñÿ âåðøèíîé s. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà îïðå-äåëÿåò (ïðè îáðàùåíèè î÷åðåäíîñòè) êðàò÷àéøèé ïóòü èç s â t. Òàêèì îáðàçîì,ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì:Àëãîðèòì 3.1. (Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè).



114 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�åÄàííûå: ðàññòîÿíèÿ D[v℄ îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû s äî âñåõ îñòàëüíûõâåðøèí v 2 V , �èêñèðîâàííàÿ âåðøèíà t, ìàòðèöà âåñîâ ðåáåð A[u; v℄, u; v 2 V .�åçóëüòàòû: ÑÒÅÊ ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, îïðåäåëÿþùóþêðàò÷àéøèé ïóòü èç s â t.1 begin2 ÑÒÅÊ := ?; ÑÒÅÊ( t; v := t;3 while v 6= s do4 begin5 u:= âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé D[v℄ = D[u℄ +A[u; v℄;6 ÑÒÅÊ( u;7 v := u;8 end9 endÏóñòü hV;Ei � îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, jV j = n, jEj = m. Åñëè âûáîð âåðøè-íû u â ñòðîêå 5 ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ïðîñìîòðà âñåõ âåðøèí, òî ñëîæíîñòüíàøåãî àëãîðèòìà � O(n2). Åñëè ìû ïðîñìàòðèâàåì òîëüêî ñïèñîê Ï�ÅÄØ[v℄,ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû u, òàêèå ÷òî u! v, òî â ýòîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü áóäåòO(m).Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâ ðåáåð çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïó-òè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å ëåãêî ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîé çàäà÷å äëÿ íåêîòî-ðîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à. Ñ ýòîé öåëüþ äîñòàòî÷íî çàìåíèòü êàæäîå ðåáðîfu; vg äâóìÿ äóãàìè hu; vi è hv; ui, êàæäàÿ ñ òàêèì æå âåñîì, ÷òî è fu; vg. Îä-íàêî â ñëó÷àå íåïîëîæèòåëüíûõ âåñîâ ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîíòóðîâñ íåïîëîæèòåëüíîé äëèíîé. Â äàííîé ãëàâå ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîG = hV;Ei ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì, n = jV j, m = jEj. Â öåëÿõ óïðî-ùåíèÿ èçëîæåíèÿ è èçáåæàíèÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ ïðè îöåíêå ñëîæíîñòèàëãîðèòìîâ áóäåì ïðèíèìàòü m = 
(n) (ò.å. n = O(m)). Ýòî èñêëþ÷àåò ñèòóà-öèè, ïðè êîòîðûõ ¾áîëüøèíñòâî¿ âåðøèí èçîëèðîâàííûå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòüòàêæå, ÷òî âåñà äóã çàïîìèíàþòñÿ â ìàññèâå A[u; v℄, u; v 2 V (A[u; v℄ ñîäåðæèòâåñ a(u; v)).3.2 Êðàò÷àéøèå ïóòè îò �èêñèðîâàííîé âåðøè-íûÁîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ �èê-ñèðîâàííûìè âåðøèíàìè s è t îïèðàåòñÿ íà äåéñòâèÿ, êîòîðûå â îáùèõ ÷åðòàõìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè äàííîé ìàòðèöå âåñîâ äóã A[u; v℄,u; v 2 V , âû÷èñëÿåò íåêîòîðûå âåðõíèå îãðàíè÷åíèÿ D[u℄ íà ðàññòîÿíèÿ îò s äî



3.2. Êðàò÷àéøèå ïóòè îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû 115âñåõ âåðøèí v 2 V . Êàæäûé ðàç, êîãäà ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òîD[u℄ +A[u; v℄ < D[v℄; (3.2)îöåíêó D[v℄ óëó÷øàåì: D[u℄ := D[u℄ +A[u; v℄.Ïðîöåññ ïðåðûâàåòñÿ, êîãäà äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå íè îäíîãî èç îãðàíè÷å-íèé íåâîçìîæíî. Ëåãêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå êàæäîé èç ïåðåìåííûõD[u℄ ðàâíî òîãäà d(s; u) � ðàññòîÿíèþ îò s äî v. Çàìåòèì, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáûîïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå îò s äî t, ìû âû÷èñëÿåì çäåñü ðàññòîÿíèÿ îò s äî âñåõâåðøèí ãðà�à. Íå èçâåñòåí íè îäèí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóäâóìÿ �èêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè, êîòîðûé áûë áû ñóùåñòâåííûì îáðàçîìáîëåå ý��åêòèâíûì, íåæåëè èçâåñòíûå àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò�èêñèðîâàííîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ.Îïèñàííàÿ íàìè îáùàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé, òàê êàê îíà íå îïðåäåëÿ-åò î÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé âûáèðàþòñÿ âåðøèíû u è v äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ(3.2). Ýòà î÷åðåäíîñòü îêàçûâàåò, êàê áóäåò äîêàçàíî, î÷åíü ñèëüíîå âëèÿíèå íàý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà. Îïèøåì òåïåðü áîëåå äåòàëüíî ìåòîäû íàõîæäåíèÿðàññòîÿíèÿ îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû, íàçûâàåìîé èñòî÷íèêîì, åãî âñåãäàáóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç s, äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ãðà�à.Ñíà÷àëà ïðåäñòàâèì àëãîðèòì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, â êîòîðîì ïðåäïîëàãà-åì òîëüêî îòñóòñòâèå êîíòóðîâ ñ îòðèöàòåëüíîé äëèíîé. Ñ ýòèì àëãîðèòìîìîáû÷íî ñâÿçûâàþò èìåíà Ë.�. Ôîðäà [22℄ è �.Å. Áåëëìàíà [3℄.Àëãîðèòì 3.2. (Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî âñåõ âåðøèí �ìåòîä Ôîðäà�Áåëëìàíà.)Äàííûå: Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� hV;Ei ñ n âåðøèíàìè ñ âûäåëåííûì èñòî÷-íèêîì s 2 V , ìàòðèöà âåñîâ äóã A[u; v℄, u; v 2 V (ãðà� íå ñîäåðæèò êîíòóðîâîòðèöàòåëüíîé äëèíû).�åçóëüòàòû: �àññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî âñåõ âåðøèí ãðà�à: D[v℄ = d(s; v),v 2 V .1. begin2. for v 2 V do D[v℄ := A[s; v℄; D[s℄ := 0;3. for k := 1 to n� 2 do4. for v 2 V nfsg do5. for u 2 V do D[u℄ := min(D[v℄; D[u℄ +A[u; v℄)6. endÄîêàæåì ïðàâèëüíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç d(m)(v)äëèíó êðàò÷àéøåãî èç ïóòåé èç s â v, ñîäåðæàùèõ íå áîëåå m äóã (d(m)(v) =1,åñëè íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî òàêîãî ïóòè). Òîãäà èìååìd(m+1)(v) = minfd(m)(u) + a(u; v) : u 2 V g; v 2 V: (3.3)



116 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�åÂ ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî u 2 V î÷åâèäíî èìååì d(m+1)(v) � d(m)(u) +a(u; v), ïðè÷åì ðàâåíñòâî ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà u ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîñëåäíåé âåðøèíîéïðîèçâîëüíîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç s â v.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ïðè âõîäå â î÷åðåäíóþ èòåðàöèþd(s; v) � D[v℄ � d(m)(v) 8v 2 V; (3.4)òî ïî îêîí÷àíèè ýòîé èòåðàöèèd(s; v) � D[v℄ � d(m+1)(v) 8v 2 V: (3.5)Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.4) è àíàëèçèðóÿ äåéñòâèåîïåðàòîðà â ñòðîêå 5, ìû âèäèì, ÷òî ïî îêîí÷àíèè íàøåé èòåðàöèè öèêëà 3èìååì d(s; v) � D[v℄ � minnd(m)(u) + a(u; v) : u 2 V o ;÷òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðàâåíñòâî (3.3), äàåò óñëîâèå (3.5).Îòìåòèì, ÷òî ïðè âõîäå â öèêë 3 èìååì D[v℄ = d 1(v), v 2 V , ñëåäîâàòåëüíî,ïîñëå âûïîëíåíèÿ n � 2 èòåðàöèé ýòîãî öèêëà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâàd(s; v) � D[v℄ � d(m+1)(v), v 2 V . Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî d(n�1)(v) =d(s; v). Ýòî ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó êàæäûé ïóòü áîëåå ÷åì ñ n�1 äóãàìè ñîäåð-æèò êîíòóð, óñòðàíåíèå êîòîðîãî íå óâåëè÷èâàåò äëèíû ïóòè (âåäü ìû ïðåä-ïîëàãàåì îòñóòñòâèå êîíòóðîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû). Òåì ñàìûì çàêîí÷åíîäîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà. Î÷åâèäíî, ÷òî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòüàëãîðèòìà åñòü O(n3). Ìû ìîæåì, êîíå÷íî, çàêîí÷èòü âû÷èñëåíèÿ, êîãäà âû-ïîëíåíèå öèêëà 4 íå âûçûâàåò èçìåíåíèÿ íè îäíîé èç ïåðåìåííûõ D[v℄, v 2 V .Ýòî ìîæåò íàñòóïèòü äëÿ k < n � 2, îäíàêî òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà íåèçìåíÿåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì åãî ñëîæíîñòè. Äëÿ ðåäêèõ ãðà�îâ (m � n2)óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü ãðà� ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòè Ï�ÅÄØ[u℄, v 2 V . Çàìå-íÿÿ ñòðîêó 5 íàfor u 2 Ï�ÅÄØ[v℄ do D[v℄ := min(D[v℄; D[u℄ +A[a; v℄),ïîëó÷àåì àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ O(nm).�àáîòà àëãîðèòìà Ôîðäà�Áåëëìàíà ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3.1 (V =f1; : : : ; 5g, âåñà äóã äàíû ÷èñëàìè â ñêîáêàõ, öèêëû 4 è 5 âûïîëíÿþòñÿ â ïîðÿäêåâîçðàñòàíèÿ íîìåðîâ âåðøèí).3.3 Ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ � àëãîðèòìÄåéêñòðûÈçâåñòíû áîëåå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû äëÿ äâóõ âàæíûõ ñëó÷àåâ, à èìåííî:êîãäà âåñà âñåõ äóã íåîòðèöàòåëüíû èëè êîãäà ãðà� áåñêîíòóðíûé. Ñíà÷àëà
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us = 1 u2 u3
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�(-5) 6(2)-(4) A = 266664 1 1 1 1 31 1 3 3 81 1 1 1 �51 1 2 1 11 1 1 4 1 377775k D[1℄ D[1℄ D[2℄ D[3℄ D[4℄0 1 1 1 31 0 1 4 4 -12 0 1 4 3 -13 0 1 4 3 -1�èñ. 3.1: �àáîòà àëãîðèòìà Ôîðäà�Áåëëìàíàîïèøåì àëãîðèòì äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ � àëãîðèòì Äåéêñòðû [11℄. Âòîðûì ñëó-÷àåì çàéìåìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.Àëãîðèòì 3.3. (Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî âñåõ îñòàëüíûõâåðøèí â ãðà�å ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè äóã � ìåòîä Äåéêñòðû.)Äàííûå: Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� hV;Ei ñ âûäåëåííûì èñòî÷íèêîì s 2 V ,ìàòðèöà âåñîâ äóã A[u; v℄, u; v 2 V (âñå âåñà íåîòðèöàòåëüíû).�åçóëüòàòû: �àññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî âñåõ âåðøèí ãðà�àD[v℄ = d(s; v); v 2V .1. begin2. for v 2 V do D[v℄ := A[s; v℄;3. D[s℄ := 0; T := V nfsg;4. while T 6= ? do5. begin6. u := ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà r 2 T , òàêàÿ, ÷òîD[r℄ = minfD[p℄ : p 2 Tg;7. T := Tnfug;8. for v 2 T do D[v℄ := min(D[v℄; D[u℄ +A[u; v℄)9. end10.end×òîáû ïîíÿòü äåéñòâèå àëãîðèòìà, ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå ÿâëÿ-



118 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�ååòñÿ èíâàðèàíòîì öèêëà 4:8v 2 V nT D[v℄ = d(s; v);8v 2 T D[v℄ = äëèíå êðàò÷àéøåãî èç òåõ ïóòåé èç s â v;äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèòìíîæåñòâó V nT: (3.6)Â ñàìîì äåëå, â ñòðîêå 5 ìû íàõîäèì âåð-
u uu

�
�
�
�
$%Ts tu�èñ. 3.2: Îáîñíîâàíèå àëãîðèò-ìà Äåéêñòðû

øèíó u 2 T , òàêóþ ÷òî çíà÷åíèå D[u℄ ÿâëÿåò-ñÿ ìèíèìàëüíûì (èç âñåõ) çíà÷åíèåìD[t℄, äëÿt 2 T . Ïîêàæåì, ÷òî D[u℄ = d(s; u). Ýòî èìåí-íî òàê, ïîòîìó ÷òî åñëè êðàò÷àéøèé ïóòü èç sâ u èìååò äëèíó ìåíüøåD[u℄, òî â ñèëó âòîðîé÷àñòè óñëîâèÿ (3.6) åãî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøè-íà ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T . Ïóñòü t áóäåòïåðâîé âåðøèíîé ïóòè, ïðèíàäëåæàùåé ìíî-æåñòâó T (ñì. ðèñ. 3.2). Íà÷àëüíûé îòðåçîêíàøåãî ïóòè èç s â t ñîñòàâëÿåò êðàò÷àéøèéïóòü èç s â t, ïðè÷åì åãî ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T .Ïî âòîðîé ÷àñòè óñëîâèÿ (3.6) èìååì D[t℄ = d(s; t). Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå îíåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâ, ïîëó÷àåìD[t℄ = d(s; t) � d(s; u) < D[u℄âîïðåêè ïðèíöèïó, ïî êîòîðîìó áûëà âûáðàíà âåðøèíà u.Òàêèì îáðàçîì,D[u℄ = d(s; u) è ìû ìîæåì â ñòðîêå 7 óäàëèòü u èç ìíîæåñòâàT , íå íàðóøàÿ ïåðâîé ÷àñòè óñëîâèÿ (3.3). ×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå òàêæåè âòîðîé ÷àñòè ýòîãî óñëîâèÿ, ñëåäóåò åùå ïðîâåðèòü ïóòè èç s â v 2 T , ïðåä-ïîñëåäíÿÿ âåðøèíà â êîòîðûõ åñòü u, è âûïîëíèòü àêòóàëèçàöèþ ïåðåìåííûõD[v℄, v 2 T . Èìåííî ýòî âûïîëíÿåò öèêë 8.Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå (3.6) âûïîëíÿåòñÿ ïðè âõîäå â öèêë 4. Ïî îêîí÷àíèèäåéñòâèÿ àëãîðèòìà T = ?, à ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.6), D[u℄ =d(s; v), v 2 V .Ïåðåéäåì òåïåðü ê îöåíêå ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Öèêë 4 âûïîë-íÿåòñÿ n � 1 ðàç, ïðè÷åì êàæäîå åãî âûïîëíåíèå òðåáóåò O(n) øàãîâ: O(n)øàãîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðøèíû u â ñòðîêå 6 (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Tïðåäñòàâëåíî ñïèñêîì) è O(n) øàãîâ äëÿ âûïîëíåíèÿ öèêëà 8. Òàêèì îáðàçîì,ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(n2).Òùàòåëüíî ïîäáèðàÿ ñòðóêòóðû äàííûõ, ìîæíî ïîëó÷èòü âàðèàíò àëãîðèò-ìà ñî ñëîæíîñòüþ O(m logn). Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâî T íóæíî ïðåäñòàâèòü áè-íàðíûì äåðåâîì ñ âûñîòîé O(logn) è ñ òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ



3.3. Ñëó÷àé íåîòðèöàòåëüíûõ âåñîâ � àëãîðèòì Äåéêñòðû 119åãî âåðøèí u è v åñëè u � ñûí v, òî D[u℄ � D[v℄ (3.7)(ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ â àëãîðèòìå ñîðòèðîâêè Heapsort,ñì. [21℄, [1℄). Âåðøèíà u, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå D[u℄ ìèíèìàëüíî, ÿâëÿåòñÿ òî-ãäà êîðíåì äåðåâà. Ýòîò êîðåíü ìîæíî óñòðàíèòü çà O(logn) øàãîâ, ñîõðàíÿÿñâîéñòâî óìåíüøåíèÿ çíà÷åíèÿ D[j℄ íà êàæäîì ïóòè äî êîðíÿ. Äîñòàòî÷íî ñìå-ñòèòü íà ìåñòî êîðíÿ åãî ñûíà s ñ áîëüøèì (èëè ðàâíûì) çíà÷åíèåì D[j℄, çàòåìíà îñâîáîäèâøååñÿ ìåñòî ïåðåäâèíóòü ñûíà âåðøèíû s ñ áîëüøèì çíà÷åíèåìD[j℄ è ò.ä. Åñëè ãðà� ïðåäñòàâëåí ñïèñêàìè ÇÀÏÈÑÜ[u℄, u 2 V , òî ñòðîêó 8ìîæíî çàìåíèòü íàfor v 2 ÇÀÏÈÑÜ[u℄ doif D[u℄ +A[u; v℄ < D[v℄ thenbegin D[v℄ := D[u℄ + A[u; v℄;ïåðåäâèíóòü âåðøèíó â äåðåâå â íàïðàâëåíèè êîðíÿ òàê,÷òîáû ñîõðàíèòü óñëîâèå (3.7)endÅñëè ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå òàáëèöû óêàçàòåëåé íà âåðøèíû íàøå-ãî äåðåâà, òî ïåðåäâèæåíèå âåðøèíû v, î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â äàííîé ÷àñòèðàçäåëà, ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî çà O(logn) øàãîâ. Äîñòàòî÷íî çàìåíÿòü vïîî÷åðåäíî âåðøèíàìè, íàõîäÿùèìèñÿ íåïîñðåäñòâåííî íàä íåé.Â àëãîðèòìå, ìîäè�èöèðîâàííîì òàêèì ñïîñîáîì, êàæäàÿ äóãà ãðà�à àíà-ëèçèðóåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç, ïðè÷åì ñ ýòèì ñâÿçàíî O(logn) øàãîâ íà ïå-ðåäâèæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû â äåðåâå, ïðåäñòàâëÿþùåì ìíîæåñòâîT . Ýòî äàåò â ñóììå O(m logn) øàãîâ. Ñþäà íóæíî äîáàâèòü O(n logn) øàãîâ,íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàøåãî äåðåâà è äëÿ óñòðàíåíèÿ n� 1 ðàç èç íåãîêîðíÿ. Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m logn) (ñì. çàäà÷ó 3.6).Íåèçâåñòíî, ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(m) íàõîæäåíèÿ ðàññòî-ÿíèÿ îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ãðà�à ñ íåîòðè-öàòåëüíûìè âåñàìè âñåõ äóã. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C,òàêàÿ ÷òî ýòà çàäà÷à äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k > 0 ìîæåò áûòü ðåøåíà çà âðåìÿCk(m+ n1+1=k) (ñì. [37℄).�àáîòà àëãîðèòìà Äåéêñòðû ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà ðèñ. 3.3 (V = f1; : : : ; 6g,âåñà äóã äàíû â ñêîáêàõ, çíà÷åíèÿ D[v℄, v 2 T , îáîçíà÷åíû êðóæêàìè, ìèíè-ìàëüíûå çíà÷åíèÿ � äâîéíûìè êðóæêàìè).
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us = 1
u2 u3u4 u5

u66(1)HHHHHHHHHHj(5)JJJJJJJJJ
JJJJJĴ(2) -(7)����������*(1)�(2) 6(1) -(4)�(3) ?(1) D[1℄ D[2℄ D[3℄ D[4℄ D[5℄ D[6℄0 1 1 1 1 10 1 6 3 1 80 1 4 3 7 80 1 4 3 7 50 1 4 3 6 5hl j j j jj hl j jhl j jj hlhl�èñ. 3.3: �àáîòà àëãîðèòìà Äåéêñòðûus = 1 u2u4

u7 u3u5
u8 u6 ut = 9HHHHHHHHHHjHHHHHHHHHHHH(1)-(2)����������*(1) -(2)����������*������������(7)-(5)-(3) ��������������������:(5)����������*(10)-(6)6(1)XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXz(5) -(4)

�èñ. 3.4: Ñàìûé äëèííûé ïóòü â áåñêîíòóðíîì ãðà�å3.4 Ïóòè â áåñêîíòóðíîì îðãðà�åÇàéìåìñÿ òåïåðü âòîðûì ñëó÷àåì, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿðàññòîÿíèé îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû çà âðåìÿ O(n2), à èìåííî ñëó÷àåì, êîãäàãðà� ÿâëÿåòñÿ áåñêîíòóðíûì (âåñà äóã ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè). Ñíà÷àëàäîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.Ëåììà 3.4. Â ïðîèçâîëüíîì áåñêîíòóðíîì ãðà�å âåðøèíû ìîæíî ïåðåíó-ìåðîâàòü òàê, ÷òî êàæäàÿ äóãà áóäåò èìåòü âèä hvi; vji, ãäå i < j.Ïðèìåð òàêîé íóìåðàöèè ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.4.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæèì àëãîðèòì, êîòîðûé êîíñòðóèðóåò òàêóþ íó-ìåðàöèþ.Àëãîðèòì 3.5. (Íóìåðàöèÿ âåðøèí áåñêîíòóðíîãî ãðà�à.)Äàííûå: Îðèåíòèðîâàííûé áåñêîíòóðíûé ãðà� hV;Ei, îïðåäåëÿåìûé ñïèñ-êàìè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄, v 2 V .�åçóëüòàòû: Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V íîìåð NR[v℄, òàêîé ÷òî äëÿ ïðî-èçâîëüíîé äóãè hu; vi 2 E âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî NR[u℄ < NR[v℄.1. begin



3.4. Ïóòè â áåñêîíòóðíîì îðãðà�å 1212. for v 2 V do ×ÇÀÕ[v℄ := 0;(*×ÇÀÕ[v℄=÷èñëî äóã, çàõîäÿùèõ â v*)3. for u 2 V do4. for v 2 ÇÀÏÈÑÜ[u℄ do ×ÇÀÕ[u℄ := ×ÇÀÕ[u℄ + 1;5. ÑÒÅÊ := ?;6. for v 2 V do7. if ×ÇÀÕ[v℄ = 0 then CTEK ( v;8. num := 0;9. while ÑÒÅÊ 6= ? do10. begin u( ÑÒÅÊ;11. num := num+ 1; NR[u℄ := num;12. for v 2 ÇÀÏÈÑÜ[u℄ do13. begin ×ÇÀÕ[v℄ := ×ÇÀÕ[v℄� 1;14. if ×ÇÀÕ[v℄ = 0 then ÑÒÅÊ( v15. end16. end17. endÀëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì �àêòå: â ïðîèçâîëüíîì (íåïó-ñòîì) áåñêîíòóðíîì ãðà�å ñóùåñòâóåò âåðøèíà, â êîòîðóþ íå çàõîäèò íè îäíàäóãà. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w1 ãðà�à, çà-òåì íåêîòîðóþ âåðøèíó w2, òàêóþ ÷òî w2 ! w1, çàòåì âåðøèíó w3, òàêóþ ÷òîw3 ! w2, è ò.ä. ×åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû äîëæíû äîéòè äî íåêîòîðîéâåðøèíû wi, â êîòîðóþ íå çàõîäèò íè îäíà äóãà, èáî â ñèëó áåñêîíòóðíîñòè íèîäíà âåðøèíà íå ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè w1; w2; : : : . Â íàøåìàëãîðèòìå âåðøèíû, â êîòîðûå íå çàõîäèò íè îäíà äóãà, íàêàïëèâàþòñÿ â ñòåêå.Â ñòðîêå 10 âûáèðàåòñÿ âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà u (ýòî ìîã áû áûòü ïðîèçâîëü-íûé ýëåìåíò ñòåêà), è ýòîé âåðøèíå ïðèñâàèâàåòñÿ ñàìûé ìàëåíüêèé èç åùåíåèñïîëüçîâàííûõ íîìåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ãàðàíòèðóåì, òî ÷òî âñå äóãè,âûõîäÿùèå èç ýòîé âåðøèíû, âåäóò ê âåðøèíàì ñ áîëüøèìè íîìåðàìè. Çàòåìâåðøèíà u âìåñòå ñ âûõîäÿùèìè èç íåå äóãàìè óäàëÿåòñÿ èç ãðà�à. Ýòî ïðè-âîäèò ê óìåíüøåíèþ íà åäèíèöó ÷èñëà äóã, çàõîäÿùèõ â êàæäóþ âåðøèíó v,òàêóþ ÷òî u ! v, ýòî ÷èñëî çàïîìèíàåòñÿ â ×ÇÀÕ[v℄. Åñëè äëÿ êàêîé-íèáóäüèç âåðøèí v ýòî ÷èñëî ñâîäèòñÿ ê íóëþ, òî v ïîìåùàåòñÿ â ñòåê. Â ñèëó áåñ-êîíòóðíîñòè ãðà�à è íàøèõ ïðåäûäóùèõ çàìå÷àíèé ïîëíîå îïóñòîøåíèå ñòåêà,âûçûâàþùåå îêîí÷àíèå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà (ñì. öèêë 9), íàñòóïàåò íå ðàíü-øå, ÷åì ïîñëå ïðèñâîåíèÿ íîìåðîâ âñåì âåðøèíàì ãðà�à. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òîêàæäàÿ äóãà àíàëèçèðóåòñÿ àëãîðèòìîì îäèí ðàç â ñòðîêå 4 è îäèí ðàç â ñòðîêå12. Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m) (âñïîìíèì, ÷òî îñòàåòñÿâ ñèëå ïðåäïîëîæåíèå m = 
(n)), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäîâàëî áû íàïèñàòüO(m+ n).Ñîãëàñíî àëãîðèòìó 3.5 ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ïóòåé â áåñ-



122 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�åêîíòóðíîì ãðà�å ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êàæäàÿ äóãà èäåò èç âåðøèíûñ ìåíüøèì íîìåðîì â âåðøèíó ñ áîëüøèì íîìåðîì.Àëãîðèòì 3.6. (Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèé îò èñòî÷íèêà äî âñåõ âåðøèí âáåñêîíòóðíîì ãðà�å.)Äàííûå: Îðèåíòèðîâàííûé ãðà� hV;Ei, ãäå V = fv1; : : : ; vng, è äëÿ ïðîèç-âîëüíîé äóãè hvi; vji 2 E èìååì i < j. Ýòîò ãðà� îïðåäåëåí ñïèñêàìè èíöèäåíò-íîñòè Ï�ÅÄØ[u℄, v 2 V .�åçóëüòàòû: �àññòîÿíèÿ îò v1 äî âñåõ âåðøèí ãðà�à: D[vi℄ = d(v1; vi), i =1; : : : ; n.1. begin2. D[v1℄ := 0;3. for j := 2 to n do D[vi℄ :=1;4. for j := 2 to n do5. for vi 2 Ï�ÅÄØ[vj ℄ do D[vj ℄ := min(D[vj ℄; D[vi℄ +A[vi; vj ℄)6. endÍåòðóäíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî j, ÷òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ öèêëà 4 äëÿ íåêî-òîðîãî çíà÷åíèÿ j âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî D[vi℄ = d(v1; vi), i = 1; : : : ; j. Äîñòà-òî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì �àêòîì, ÷òî âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû êðàò÷àé-øåãî ïóòè èç v1 â vj èìåþò íîìåðà ìåíüøå j.Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m), òàê êàê êàæäàÿ äóãà hvi; vji àíàëèçèðóåòñÿâ ñòðîêå 5 â òî÷íîñòè îäèí ðàç.Àëãîðèòìû 3.5 è 3.6 ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â ìåòîäàõ óïðàâëåíèÿ âûïîëíå-íèåì ïðîåêòà, íàçûâàåìûõ PERT (Proje
t Evaluation and Review Te
hnique) èëèCPM (Criti
al Path Method). Ýòè ìåòîäû îñíîâûâàþòñÿ íà ïîñòðîåíèè ãðà�à(ñåòè PERT èëè ñåòè CPM ), äóãè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò íåêîòîðûì ýëåìåí-òàðíûì çàäà÷àì, ñîñòàâëÿþùèì ïðîåêò, à èõ âåñà óêàçûâàþò íà âðåìÿ, íåîáõî-äèìîå äëÿ ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷. Êðîìå ýòîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíûõ äóã ýòîãî ãðà�à hu; vi è hv; ti çàäà÷à, èçîáðàæàåìàÿ äóãîé hu; vi,äîëæíà áûòü çàêîí÷åíà ïåðåä íà÷àëîì ðåøåíèÿ çàäà÷è, èçîáðàæàåìîé äóãîéhv; ti. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òàêîé ãðà� äîëæåí áûòü áåñêîíòóðíûì. Íàøåé çàäà-÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ñàìîãî äëèííîãî ïóòè èç âåðøèíû s, ñîîòâåòñòâóþùåéíà÷àëó ïðîåêòà, äî âåðøèíû t, ñîîòâåòñòâóþùåé åãî îêîí÷àíèþ (ñì. ðèñ. 3.4).Òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì ïóòåì. Åãî äëèíà îïðåäåëÿåò âðåìÿ, íåîá-õîäèìîå äëÿ ðåàëèçàöèè âñåãî ïðîåêòà. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çà-äà÷å î êðàò÷àéøåì ïóòè ïóòåì èçìåíåíèÿ çíàêà êàæäîãî âåñà a(u; v), ãäå u! v,íà îáðàòíûé.



3.5. Êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí, òðàíç. çàìûêàíèå ... 1233.5 Êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåð-øèí, òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿÎ÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèíìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ n ðàç (ïîî÷åðåäíî äëÿ êàæäîé âåðøèíû) îäèí èçîïèñàííûõ ðàíåå ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé îò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ O(n4) (ïðè èñïîëüçîâà-íèè ìåòîäà Ôîðäà�Áåëëìàíà) èëè O(n3) äëÿ áåñêîíòóðíûõ ãðà�îâ èëè íåîòðè-öàòåëüíûõ âåñîâ. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå n-êðàòíîå èñïîëü-çîâàíèå ìåòîäà Ôîðäà�Áåëëìàíà íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì ìåòîäîì. Ïîêàæåìòåïåðü äâà áîëåå ý��åêòèâíûõ ìåòîäà.Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðà�G = hV;Ei, ãäå V = fv1; : : : ; vng,è ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = [aij ℄ åñòü ìàòðèöà âåñîâ (aij = a(vi; vj)). Îáîçíà÷èâ÷åðåç d(m)ij äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç vi è vj , ñîäåðæàùåãî íå áîëåå m äóã,ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå óðàâíåíèÿ (ñð. ñ (3.3)):d(0)ij = � 0; åñëè i = j1; åñëè i 6= j (3.8)d(m+1)ij = minnd(m)ik + akj : 1 � k � no : (3.9)Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.9) îáíàðóæèâàåò íåêîòîðîå ñõîäñòâî ñ îïðåäå-ëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Åñëè îïåðàöèþ min òðàêòîâàòüêàê ¾ñóììó¿, îïåðàöèþ ¾+¿ � êàê ¾ïðîèçâåäåíèå¿, òî ìàòðèöà hd(m+1)ij i ÿâëÿåò-ñÿ ¾ïðîèçâåäåíèåì¿ ìàòðèö hd(m)ij i è A = [aij ℄. Îáîçíà÷èì òàêîå ¾ïðîèçâåäåíèå¿äâóõ ìàòðèö A è B ÷åðåç A � B è îòìåòèì, ÷òî äëÿ ýòîé îïåðàöèè åäèíè÷íûìýëåìåíòîì ñëóæèò ìàòðèöàU = 2666664 0 1 1 � � � 11 0 1 � � � 11 1 0 � � � 1... ... ... ...1 1 1 � � � 0
3777775Èç óðàâíåíèé (3.8) è (3.9) òåïåðü ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî hd(0)ij i = U èd(m)ij = ((: : : ((A �A) �A) : : :) �A)| {z }m ðàç (m � 1) (3.10)Âîçìîæåí îäèí èç äâóõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:



124 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�å1. d(n�1)ij = d(n)ij è â ðåçóëüòàòå d(m)ij = d(n�1)ij äëÿ êàæäîãî m � n. Òîãäàî÷åâèäíî d(n�1)ij = d(vi; vj).2. d(n�1)ij 6= d(n)ij . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíòóð îòðèöàòåëüíîé äëèíû.Ïðîèçâåäåíèå A � B äâóõ ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n � n ìîæíî âû÷èñëèòü çàâðåìÿ O(n3) (n ñëîæåíèé è n � 1 ñðàâíåíèé íà êàæäûé èç n2 ýëåìåíòîâ ïðî-èçâåäåíèÿ A � B). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó hd(n�1)ij i è òåì ñàìûì ðàññòîÿíèåìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ìîæíî âû÷èñëèòü çà âðåìÿ O(n4).Ïîêà ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà òàêàÿ æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ n-êðàòíîãîèñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Ôîðäà�Áåëëìàíà. Îäíàêî ìû ìîæåì åå ñíèçèòü, åñëèçàìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ¾�¿ àññîöèàòèâíà (ò.å. (A�B)�C = A�(B�C), ñì. çàäà÷ó3.8). Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèå (3.10), ïîî÷åðåäíî âîçâîäÿìàòðèöó A â êâàäðàò è òåì ñàìûì çàìåíÿÿ n � 1 óìíîæåíèå ìàòðèöû dlogneóìíîæåíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n3 logn),îòûñêèâàþùèé ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí â ãðà�å áåç êîíòóðîâîòðèöàòåëüíîé äëèíû.Àâòîðàìè åùå áîëåå ý��åêòèâíîãî àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ Óîðøàëë [70℄ è Ôëîéä[20℄. Èäåÿ ýòîãî àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(m)ij äëèíó êðàò÷àéøå-ãî èç ïóòåé èç vi â vj ñ ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè â ìíîæåñòâå fv1; : : : ; vmg.Òîãäà èìååì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:d0ij = aij ; (3.11)d(m+1)ij = min�d(m)ij ; d(m)im + d(m)mj � : (3.12)Îáîñíîâàíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîå. �àññìîòðèì êðàò÷àé-øèé ïóòü èç vi â vj ñ ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà fv1; : : : ; vm; vm+1g.Åñëè ýòîò ïóòü íå ñîäåðæèò vm+1, òî d(m+1)ij = d(m)ij . Åñëè æå îí ñîäåðæèò vm+1,òî, äåëÿ ïóòü íà îòðåçêè îò vi äî vm+1 è îò vm+1 äî vj , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâîd(m+1)ij = d(m)im + d(m)mj .Óðàâíåíèÿ (3.11) è (3.12) äàþò âîçìîæíîñòü ëåãêî âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèÿd(vi; vj) = d(n)ij , 1 � i; j � n.Àëãîðèòì 3.7. (Âû÷èñëåíèå ðàñòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí � ìå-òîä Ôëîéäà.)Äàííûå: Ìàòðèöà âåñîâ äóã A[i; j℄, 1 � i; j � n îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à áåçêîíòóðîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû.�åçóëüòàòû: �àññòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí D[i; j℄ = d(vi; vj).



3.5. Êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí, òðàíç. çàìûêàíèå ... 1251. begin2. for i := 1 to n do3. for j := 1 to n do D[i; j℄ := A[i; j℄;4. for i := 1 to n do D[i; i℄ := 0;5. for m := 1 to n do6. for i := 1 to n do7. for j := 1 to n do8. D[i; j℄ := min(D[i; j℄; D[i;m℄ +D[m; j℄)9. endÎáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà åñòü O(n3). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òîòàêóþ æå ñëîæíîñòü èìåë àëãîðèòì Ôîðäà�Áåëëìàíà íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèéîò �èêñèðîâàííîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí. Ëþáîïûòíî, ÷òî äëÿ îá-ùåãî ñëó÷àÿ (ò.å. áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î íåîòðèöàòåëüíîñòè âåñîâ ëèáî î áåñêîí-òóðíîñòè ãðà�à) íå èçâåñòåí íè îäèí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóîäíîé �èêñèðîâàííîé ïàðîé âåðøèí, êîòîðûé áûë áû çíà÷èòåëüíî ý��åêòèâ-íåå àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.Ñ çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�å òåñíî ñâÿçàíà çàäà÷àòðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ. Âñïîìíèì, ÷òî ïîä áèíàð-íûì îòíîøåíèåì íà ìíîæåñòâå V ìû ïîíèìàåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâîE � V � V . Òàêîå îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè óäîâëåòâîðÿåòñÿóñëîâèå (x; y) 2 E ^ (y; z) 2 E ) (x; z) 2 E8x; y; z 2 E. Îòìåòèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå E � V � V ìîæíî îäíîçíà÷íîïðåäñòàâèòü îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì G = hV;Ei. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òàêîãîîòíîøåíèÿ ìû îïðåäåëÿåìE� = f(x; y) : â hV;Ei ñóùåñòâóåò ïóòü íåíóëåâîé äëèíû èç x â yg:Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî E� � òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå V è E �E�. Áîëåå òîãî, E� ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì òðàíçèòèâíûì îòíîøåíèåì, ñîäåðæà-ùèì E, ò.å. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðàíçèòèâíîãî îòíîøåíèÿ F � E âûïîëíÿåòñÿâêëþ÷åíèå E� � F . Îòíîøåíèå E� íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì îò-íîøåíèÿ E.Åñëè îòíîøåíèå E ïðåäñòàâèòü â âèäå ãðà�à hV;Ei, â êîòîðîì êàæäàÿ äó-ãà èìååò âåñ 1, òî òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå E� ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþàëãîðèòìà 3.7 çà âðåìÿ O(n3); ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà èìååìhvi; vji 2 E� , D[i; j℄ <1



126 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�åÏðè âû÷èñëåíèè òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ óäîáíî ïðèíÿòüA[i; j℄ = � 0; åñëè hvi; vji =2 E (âìåñòî 1)1; åñëè hvi; vji 2 E (3.13)Òîãäà ñòðîêó 7 àëãîðèòìà 3.7 ìû ìîæåì çàìåíèòü íàD[i; j℄ := D[i; j℄ _ (D[i;m℄ ^D[m; j℄);ãäå _ è ^ � îáû÷íûå áóëåâû îïåðàöèè:_ 0 1 ^ 0 10 0 1 0 0 01 1 1 1 0 1Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, ìîäè�èöèðîâàííîãî òàêèì îáðàçîì(ïðèíàäëåæàùåãî Óîðøàëëó [70℄), î÷åâèäíî, èìååìD[i; j℄ = � 1; åñëè hvi; vji 2 E�;0; åñëè hvi; vji =2 E�:Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçâåñòåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàíçèòèâíîãîçàìûêàíèÿ, áîëåå ý��åêòèâíûé, ÷åì àëãîðèòì Óîðøàëëà (ñì. [53℄). Îí èñïîëü-çóåò ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ óìíîæåíèåì ìàòðèö, îáñóæäàâøóþñÿ â íà÷àëå ýòîãîïàðàãðà�à, ýòà ñâÿçü äëÿ ìàòðèö A, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì (3.13), ïðèâîäèòê îáû÷íîìó óìíîæåíèþ áóëåâûõ ìàòðèö ïî �îðìóëå
ij = n_k=1 (aik ^ bkj)Îêàçûâàåòñÿ (ñì. [64℄), ÷òî òàêîå óìíîæåíèå ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿO(nlog 7)1, ÷òî äàåò àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ, èìåþùå-ãî ñëîæíîñòü O(nlog 7 logn). Òàêîé àëãîðèòì èìååò ñêîðåå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷å-íèå, ïîñêîëüêó ìåòîä óìíîæåíèÿ ìàòðèö çà âðåìÿ O(nlog 7) ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíîñëîæíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, îáíàðóæèâàåò ñâîå ïðåèìóùåñòâî ïåðåä îáû÷íûì¾øêîëüíûì¿ ìåòîäîì òîëüêî ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Íà ïðàêòèêåîáû÷íî ñàìûì ý��åêòèâíûì îêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì Óîðøàëëà, ñîîòâåòñòâóþ-ùèì îáðàçîì çàïðîãðàììèðîâàííûé (ñì. [65℄ è çàäà÷ó 3.9).Äðóãèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ îòíîøåíèÿ E ÿâëÿ-åòñÿ ïðèìåíåíèå ïîèñêà â ãëóáèíó (èëè â øèðèíó) â ãðà�å hV;Ei. Ýòîò ñïîñîáîñîáåííî âûãîäåí, êîãäà îòíîøåíèå E ñèììåòðè÷íî; î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà òðàí-çèòèâíîå çàìûêàíèå ñòðîèòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòû, íàêîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�, îïðåäåëÿåìûé îòíîøåíèåì E,è ýòî ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà âðåìÿ O(m + n). Äåòàëè îñòàâëÿåì÷èòàòåëþ (ñì. çàäà÷ó 3.12).1Ïîêàçàòåëü log 7 ìîæåò áûòü íåìíîãî óìåíüøåí (ñì. [55℄)



3.6. Çàäà÷è 1273.6 Çàäà÷è3.1. Ïóñòü G = hV;Ei � ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà�. Çà�èêñèðóåìíåêîòîðóþ âåðøèíó s 2 V , äîáàâèì íîâóþ âåðøèíó t, çàìåíèì êàæäóþ äóãóhv; si 2 Å íà äóãó hv; ti è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé äóãå ïîëó÷åííîãîãðà�à âåñ �1. Äîêàçàòü, ÷òî êðàò÷àéøèé ýëåìåíòàðíûé ïóòü èç s â t èìååòäëèíó �n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâ êîíòóð.3.2. Ìîäè�èöèðîâàòü àëãîðèòì 3.1 òàê, ÷òîáû îí îïðåäåëÿë� (à) êðàò÷àéøèé ýëåìåíòàðíûé ïóòü èç s â t;� (á) âñå êðàò÷àéøèå ïóòè èç s â t â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãðà� íå ñîäåð-æèò êîíòóðîâ îòðèöàòåëüíîé äëèíû (ìîæåò ñîäåðæàòü êîíòóðû íóëåâîéäëèíû).Ïðîâåñòè àíàëèç ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.3.3. Èçìåíèòü àëãîðèòìû 3.2, 3.3 è 3.6 òàê, ÷òîáû îíè îïðåäåëÿëè êðàò÷àé-øèå ïóòè èç s äî îñòàëüíûõ âåðøèí, íå èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 3.1. (Óêàçàíèå: äëÿêàæäîé âåðøèíû v 2 V ñëåäóåò çàïîìèíàòü è àêòèâèçèðîâàòü âî âðåìÿ ðàáîòûàëãîðèòìà òàêóþ âåðøèíó PRE[v℄, ÷òîD[v℄ = D[PRE[v℄℄ +A[PRE[v℄; v℄:)3.4. Ìîæíî ëè óñëîâèÿ (3.4) è (3.5) çàìåíèòü ðàâåíñòâàìèD[v℄ = d(m)(v); D[v℄ = d(m+ 1)(v) ?3.5. Äîêàçàòü, ÷òî â ãðà�å áåç êîíòóðîâ ñ íåïîëîæèòåëüíîé äëèíîé óðàâíå-íèÿ d(s; s) = 0;d(s; v) = min fd(s; u) + a(u; v) : u 2 V nfvggîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèÿ d(s; v), v 2 V . Äàòü ïðèìåð ãðà�à ñ öèê-ëîì (êîíòóðîì) äëèíû 0, äëÿ êîòîðîãî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò áåñêîíå÷íîìíîãî ðåøåíèé.3.6. Äîïîëíèòü äåòàëè îïèñàíèÿ è àíàëèçà âàðèàíòà àëãîðèòìà Äåéêñòðû ñîñëîæíîñòüþ O(m logn).3.7. Îïðåäåëèòü êðàò÷àéøèé ïóòü èç s â t â ãðà�å íà ðèñ. 3.4.3.8. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ¾�¿, îïðåäåëåííàÿ äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèöA = [aij ℄ è B = [bij ℄ ðàçìåðíîñòè n � n �îðìóëîé A � B = [
ij ℄, ãäå 
ij =min faik + bkj : 1 � k � ng, ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé.3.9. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùàÿ ìîäè�èêàöèÿ àëãîðèòìà Óîðøàëëà ñòîèò òðàí-çèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ [65℄:



128 �ëàâà 3. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðà�åbegin (*îòíîøåíèå E îïðåäåëåíî ìàòðèöåé A, ñì. (3.13)*)for m := 1 to n dofor i := 1 to n doif A[i;m℄ = 1 thenfor j := 1 to n do A[i; j℄ := A[i; j℄ _ A[m; j℄end (*A[i; j℄ = 1, hvi; vji 2 Å*)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðîêà ìàòðèöû A ïîìåùàåòñÿ â ìàøèííîì ñëîâå è öèêë5 ìû òðàêòóåì êàê îäíó ýëåìåíòàðíóþ îïåðàöèþ (ëîãè÷åñêîå ñëîæåíèå m-éñòðîêè ñ 1-é). Êàêîâà òîãäà ñëîæíîñòü àëãîðèòìà?3.10. Ìîäè�èöèðîâàòü àëãîðèòì Ôëîéäà òàê, ÷òîáû êðîìå ðàññòîÿíèéD[i; j℄îí îïðåäåëÿë ìàòðèöóM [i; j℄, ãäåM [i; j℄ åñòü íàèáîëüøèé íîìåð âåðøèíû íåêî-òîðîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè èç vi â vj (M [i; j℄ = 0, åñëè ýòîò ïóòü íå ñîäåðæèòïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí). Äîêàçàòü, ÷òî ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðàpro
edure ÂÛÏÈÑÀÒÜÏÓÒÜ(i,j);begin if M [i; j℄ = 0 then if i = j then write(i)else write(i,j)else begin ÂÛÏÈÑÀÒÜÏÓÒÜ(i;M [i; j℄);ÂÛÏÈÑÀÒÜÏÓÒÜ(M [1; j℄; j)endendâûïèñûâàåò êðàò÷àéøèé ïóòü èç vi â vj çà âðåìÿ O(n). Íàïèñàòü íåðåêóðñèâíûéâàðèàíò ýòîé ïðîöåäóðû.3.11. Ïîä ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ïóòè áóäåì ïîíèìàòü íàèìåíüøèé âåñäóãè ýòîãî ïóòè. Íàïèñàòü àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé íàèáîëüøèå ïðîïóñêíûåñïîñîáíîñòè ïóòåé ìåæäó� (à) �èêñèðîâàííîé ïàðîé âåðøèí;� (á) âñåìè ïàðàìè âåðøèí.3.12. Îïèðàÿñü íà ìåòîä ïîèñêà â ãëóáèíó, íàïèñàòü àëãîðèòì, ñòðîÿùèéòðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå ïðîèçâîëüíîãî îòíîøåíèÿ E � V �V çà âðåìÿ O(n2+mn), è àëãîðèòì ñëîæíîñòè O(n2) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ îòíîøåíèé.



�ëàâà 4Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûåçàäà÷è4.1 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòèÏîä ñåòüþ ìû áóäåì ïîíèìàòü ïàðó S = hG; 
i, ãäå G = hV;Ei � ïðîèçâîëü-íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, à 
 : E ! R � �óíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé äóãåhv; ui ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî 
(u; v), íàçû-âàåìîå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ýòîé äóãè. Ìíîæåñòâà V è E íàçûâàþòñÿ ñî-îòâåòñòâåííî ìíîæåñòâîì âåðøèí è ìíîæåñòâîì äóã ñåòè S. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè 
 : E ! R (4.1)è ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû u ñåòè S ðàññìîòðèì âåëè÷èíóDivf (v) = Xu:v!u f(u; v)� Xu:u!v f(u; v)Åñëè f(u; v) ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê ïîòîê èç u â v, òî âåëè÷èíà Divf (v) îïðå-äåëÿåò ¾êîëè÷åñòâî ïîòîêà¿, âûõîäÿùåãî èç âåðøèíû v. Ýòà âåëè÷èíà ìîæåòáûòü ïîëîæèòåëüíîé (åñëè èç âåðøèíû v áîëüøå âûõîäèò, ÷åì âõîäèò â íåå),îòðèöàòåëüíîé (åñëè â âåðøèíó âõîäèò áîëüøå, ÷åì âûõîäèò èç íåå, ò.å. íàñòó-ïàåò ¾íàêîïëåíèå¿ ïîòîêà â âåðøèíå u) è, íàêîíåö, ðàâíîé íóëþ. Ïîñëåäíèéñëó÷àé íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü áîëåå âñåãî. Âûäåëèì â íàøåé ñåòè äâå âåðøèíû� èñòî÷íèê s è ñòîê t (s 6= t). Ïîä ïîòîêîì èç s â t â ñåòè S ìû áóäåì ïîíèìàòüïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ âèäà (4.1), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ0 � f(u; v) � 
(u; v) äëÿ êàæäîé äóãè (u; v) 2 E (4.2)129



130 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èè Divf (v) = 0 äëÿ êàæäîé âåðøèíû v 2 V nfs; tg: (4.3)Âåëè÷èíó W (f) = Divf (s)áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé ïîòîêà f .Ñîãëàñíî îïèñàííîìó âûøå, ìû èìååì çäåñü äåëî ñ ïîòîêîì, êîòîðûé íåâîçíèêàåò è íå íàêàïëèâàåòñÿ íè â îäíîé èç âåðøèí, îòëè÷íûõ îò s, t, è êîòîðûéóäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ÷åðåç äóãó hu; vi ìû ìîæåì ïðîïóñòèòü íåáîëåå ÷åì 
(u; v) åäèíèö ïîòîêà. Òàêîé ïîòîê ìîæåò îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ãàçàèëè æèäêîñòè â òðóáîïðîâîäå, ïîòîêè àâòîìîáèëåé â ñåòè àâòîñòðàä, ïåðåñûëêóòîâàðîâ ïî æåëåçíîé äîðîãå (áåç õðàíåíèÿ èõ íà ïðîìåæóòî÷íûõ ñòàíöèÿõ),ïåðåäà÷ó èí�îðìàöèè â èí�îðìàöèîííîé ñåòè è ò.ä.Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ãëàâíûì îáðàçîì íàõîæäåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ïî-òîêà (ò.å. ïîòîêà ñ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé) â çàäàííîé ñåòè. Äîêàæåì ñíà÷àëàíåñêîëüêî ïðîñòûõ è èíòóèòèâíî î÷åâèäíûõ �àêòîâ. Ïîä ðàçðåçîì P(A) ñåòèS, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäìíîæåñòâó A � V (A 6= ?, A 6= V ), ìû ïîíèìàåì ìíî-æåñòâî äóã hu; vi 2 E, òàêèõ ÷òî u 2 A è v 2 V nA, ò.å.P (A) = E \ (A� (V nA)):Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f â ñåòè S ïîòîê ÷åðåç ðàçðåç P (A) îïðåäåëÿåòñÿåñòåñòâåííûì îáðàçîì: f(A; V nA) = Xe2P (A) f(e)Ëåììà 4.1. Åñëè s 2 A è t 2 V nA, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f èç s â tW (f) = f(A; V nA)� f(V nA;A): (4.4)Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóììèðóåì óðàâíåíèÿ Divf (v) = 0 (4.3) äëÿ âñåõ v 2 A. Ýòàñóììà ñêëàäûâàåòñÿ èç íåêîòîðîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ f(u; v), ñíàáæåííûõ çíàêîìïëþñ è ìèíóñ, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí u, v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóA. Åñëè îáå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò A, òî f(u; v) ïîÿâëÿåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ âDivf (u) è ñî çíàêîì ìèíóñ â Divf (v) (è íå ïîÿâëÿåòñÿ â âûðàæåíèè Divf (r) íèäëÿ îäíîãî r, îòëè÷íîãî îò u è v), ÷òî â ñóììå äàåò 0. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõf(u; v), u 2 V nA, v 2 A ïîÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç ñî çíàêîì ïëþñ âDivf (u), ÷òî â ñóììå äàåò f(A; V nA). Àíàëîãè÷íûå ñëàãàåìûå f(u; v), u 2 V nA,v 2 A îòâå÷àþò çà ñëàãàåìîå f(V nA;A) â (4.4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû íàøà ñóììàðàâíà Divf (s) =W (f), èáî Divf (u) = 0 äëÿ êàæäîãî u 2 Anfsg.



4.1. Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè 131Ïðèíèìàÿ A = V nftg, ïîëó÷àåì â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èç ëåììû 4.1Divf (s) = W (f) = f(V nftg; ftg)� f(ftg; V nftg) == � (f(V nftg; ftg)� f(ftg; V nftg)) = �Divf (f);÷òî âûðàæàåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíûé �àêò: â ñòîê âõîäèò â òî÷íîñòè òàêîå êî-ëè÷åñòâî ïîòîêà, êàêîå âûõîäèò èç èñòî÷íèêà. Â îáùåì âèäå ëåììà 4.1 ãîâîðèò,÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîòîêà ìîæíî èçìåðèòü â ïðîèçâîëüíîì ðàçðåçå, îòäåëÿ-þùåì s îò t.Îïðåäåëèì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà P (A) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(A; V nA) = Xe2P (A) 
(e):Ïîä ìèíèìàëüíûì ðàçðåçîì, ðàçäåëÿþùèì s è t, ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðîèç-âîëüíûé ðàçðåç P (A), s 2 A, t 2 V nA ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.Îäíèì èç �óíäàìåíòàëüíûõ �àêòîâ òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ ÿâëÿåòñÿ êëàñ-ñè÷åñêàÿ òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.Òåîðåìà 4.2 (Ôîðä è Ôàëêåðñîí [23℄). Âåëè÷èíà êàæäîãî ïîòîêà èç s â tíå ïðåâîñõîäèò ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, ðàçäåëÿþùåãîs è t, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîòîê, äîñòèãàþùèé ýòîãî çíà÷åíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (A) � ìèíèìàëüíûé ðàçðåç. Â ñèëó ëåììû 4.1 äëÿïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f èìååìW (f) = f(A; V nA)� f(V nA;A) � f(A; V nA) == Pe2P (A) 
(e) = 
(A; V nA): (4.5)Ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêà, äëÿ êîòîðîãî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â ðàâåí-ñòâî (òàêîé ïîòîê, î÷åâèäíî, ìàêñèìàëåí),� áîëåå ãëóáîêèé �àêò. Ìû ïîëó÷àåìåãî êàê ñëåäñòâèå àíàëèçà àëãîðèòìà, ïðåäñòàâëåííîãî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.Âñå èçâåñòíûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà îñíîâûâàþòñÿíà ïîñëåäîâàòåëüíîì óâåëè÷åíèè ïîòîêà, ïðè÷åì ìîäè�èêàöèÿ ïîòîêà, óâåëè-÷èâàþùàÿ åãî âåëè÷èíó, ÷àùå âñåãî îïèðàåòñÿ íà ìåòîä óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äóãà e ñåòè S ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äóãîé èç u â vîòíîñèòåëüíî ïîòîêà f , åñëèe = hu; vi è f(e) < 
(e) (4.6)èëè e = hv; ui è f(e) > 0: (4.7)



132 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èÂ çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå èç ïðèâåäåííûõ óñëîâèé èìååò ìåñòî, ïåðâîåèëè âòîðîå, áóäåì ãîâîðèòü ñîîòâåòñòâåííî î ñîãëàñîâàííîé èëè íåñîãëàñîâàí-íîé äîïóñòèìîé äóãå èç u â v. Óâåëè÷èâàþùåé öåïüþ (äëèíû l) äëÿ äàííîãî ïî-òîêà f èç s â t íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ çíàêîïåðåìåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ) âåðøèí è äóãv0; e1; v1; e2; v2; : : : ; vl�1; el; vl; (4.8)òàêàÿ ÷òî v0 = s, vl = t, è äëÿ êàæäîãî i � l äóãà ei äîïóñòèìà èç vi�1 â viîòíîñèòåëüíî ïîòîêà f . Çíàíèå óâåëè÷èâàþùåé öåïè âèäà (4.8) ïîçâîëÿåò ëåãêîóâåëè÷èòü âåëè÷èíó ïîòîêà f íàÆ = min f�(ei) : 1 � i � lg ;ãäå �(ei) = � 
(ei)� f(ei); åñëè äóãà ei ñîãëàñîâàíà,f(ei); åñëè äóãà ei íå ñîãëàñîâàíà.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óâåëè÷èòü íà Æ ïîòîê ïî êàæäîé ñîãëàñîâàííîé äóãåei: f 0(ei) = f(ei) + Æ;à òàêæå óìåíüøèòü íà Æ ïîòîê ïî êàæäîé íåñîãëàñîâàííîé äóãå ei:f 0(ei) = f(ei)� Æ:Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ f (ìû ïîëàãàåì f 0(e) = f(e) äëÿ äóãe, íå ïðèíàäëåæàùèõ öåïè (4.8)) ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì. Äåéñòâèòåëüíî, èçìåíåíèåâåëè÷èíû Divf (vi), 1 � i � l�1, îñíîâûâàåòñÿ íà åå óâåëè÷åíèè íà Æ, ñâÿçàííîìñ èçìåíåíèåì ïîòîêà ïî ei+1, è óìåíüøåíèè åå íà Æ, ñâÿçàííîì ñ èçìåíåíèåìïîòîêà ïî ei � ýòî íå çàâèñèò îò òèïà äóãè ei, ei+1. Â ñóììå ýòè èçìåíåíèÿêîìïåíñèðóþòñÿ è â ðåçóëüòàòå Div0f (vi) = Divf (vi) = 0 (1 � i � l � 1). Âûïîë-íÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå 0 � f 0(e) � 
(e) äëÿ êàæäîé äóãè e. Âåëè÷èíà æå ïîòîêàóâåëè÷èâàåòñÿ íà Æ:W (f 0) = Div0f (s) = Divf (s) + Æ =W (f) + Æ:Íà ðèñ. 4.1 ïîêàçàí ïðîöåññ óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà âäîëü óâåëè÷èâàþùåéñÿ öåïè.Ïîòîê f(e) ïî êàæäîé äóãå e óêàçàí âîçëå ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã, â ñêîáêàõ óêà-çàíà ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóã 
(e). Óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü èìååò âèäv1; hv1; v3i; v3; hv2; v3i; v2; hv5; v2i; v5; hv5; v6i; v6; hv7; v6i; v7; hv7; v8i; v8;÷òî äàåò óâåëè÷åíèå ïîòîêà íà Æ = �(v4; v5) = 1 ñ 10 äî 11.Òåîðåìà 4.3. Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:
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������ �����0(2) ��������R10(10)63(9)���������1(2)�èñ. 4.1: Óâåëè÷åíèå ïîòîêà âäîëü óâåëè÷èâàþùåé öåïè: à) ïåðåä ìîäè�èêàöè-åé, á) ïîñëå ìîäè�èêàöèè.� (à) Ïîòîê èç s â t ìàêñèìàëåí.� (á) Íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåé öåïè äëÿ f .� (â) W (f) = 
(A; V nA) äëÿ íåêîòîðîãî A � V , òàêîãî ÷òî s 2 A, t =2 A.Äîêàçàòåëüñòâî. (à) ) (á). Åñëè ïîòîê ìàêñèìàëåí, òî î÷åâèäíî, ÷òî äëÿíåãî íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåé öåïè, èáî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé öåïè äåëàëîáû âîçìîæíûì óâåëè÷åíèå ïîòîêà.(á) ) (â) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïîòîêà f íå ñóùåñòâóåò óâåëè-÷èâàþùåé öåïè. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî A � V êàê ìíîæåñòâî âåðøèí v, äëÿêîòîðûõ ñóùåñòâóåò öåïüv0; e1; v1; e2; v2; : : : ; vk � 1; ek; vkòàêàÿ ÷òî k � 0, v0 = s, vk = v è ei � äóãà, äîïóñòèìàÿ èç vi�1 â vi, 1 � i � k.Î÷åâèäíî, ÷òî s 2 A, a t =2 A, ïîñêîëüêó ýòî îçíà÷àëî áû ñóùåñòâîâàíèå óâå-ëè÷èâàþùåé öåïè äëÿ f . �àññìîòðèì ðàçðåç P (A). Äëÿ êàæäîé äóãè e 2 P (A)



134 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èäîëæíî âûïîëíÿòüòüñÿ ðàâåíñòâî f(e) = 
(e) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâàA (ñì. óñëîâèå (4.6)), òàêèì îáðàçîì, f(A; V nA) = 
(A; V nA). Ïîëüçóÿñü îïðå-äåëåíèåì ìíîæåñòâà A, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì f(V nA;A) = 0 (ñì.óñëîâèå (4.7)). Â ñèëó ëåììû 4.1 îòñþäà âûòåêàåò, ÷òîw(f) = f(A; V nA)� f(V nA;A) = 
(A; V nA):(â) ) (à) ñëåäóåò èç óæå äîêàçàííîãî �àêòà, ÷òî âåëè÷èíà ïðîèçâîëüíîãîïîòîêà íå ïðåâîñõîäèò 
(A; V nA) (ñì. (4.5)).Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòîê íà ðèñ. 4.1, á � ìàêñèìàëüíûé. ¾Íàñûùåí-íûé¿ ðàçðåç P (A), ïîÿâëÿþùèéñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.3, îáîçíà÷åí ÷å-ðåç A = fv1; v2; v3; v5g. Äëÿ òîãî ÷òîáû èç òåîðåìû 4.3 âûâåñòè òåîðåìó î ìàê-ñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå, íàì åùå íå õâàòàåò îäíîé, äîâîëüíîòîíêîé äåòàëè. (Ïðåæäå ÷åì ÷èòàòü äàëüøå, ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ äîãàäàòü-ñÿ, êàêîé èìåííî.) Ýòèì íåäîñòàþùèì �àêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ñóùåñòâîâàíèåìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ïðîèçâîëüíîé ñåòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü,÷òî íåâîçìîæíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé, íàïðèìåð, äëÿ êàæäîãî " > 0 ñóùåñòâóåòïîòîê ñ âåëè÷èíîé, ïðåâîñõîäÿùåé 7� ", íî íå ñóùåñòâóåò ïîòîêà ñ âåëè÷èíîé,ðàâíîé 7 (ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíîé ïðîáëåìû äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà íåñóùåñòâóåò � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàçðåçîâ â îòëè÷èå îò ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïîòîêîâÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì). Ýòîò ïðîñòîé �àêò, ÿâëÿþùèéñÿ â ñóùíîñòè ñëåäñòâèåìíåñòðîãîñòè íåðàâåíñòâà â óñëîâèè (4.2), ìîæíî äîêàçàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè.Ìû äîêàæåì åãî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïóòåì àíàëèçà íåêîòîðîãî àëãîðèòìàïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.4.2 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà�àññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïîäñêàçûâàþò èäåþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãîàëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà(íàïðèìåð, f(e) = 0 äëÿ êàæäîé äóãè e 2 E), ìû èùåì óâåëè÷èâàþùèå öåïè èóâåëè÷èâàåì âäîëü íèõ �àêòè÷åñêèé ïîòîê.Îäíàêî çäåñü âîçíèêàþò äâà âîïðîñà. Âî-ïåðâûõ, çàêîí÷èòñÿ ëè ðàáîòà òà-êîãî àëãîðèòìà ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ è, âî-âòîðûõ, áóäåò ëè ïîëó÷åííûéïîòîê ìàêñèìàëüíûì. Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî àëãîðèòìîñòàíîâèòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ èç-çà íåâîçìîæíîñòè îòûñêàòü íîâûåóâåëè÷èâàþùèå öåïè, áóäåò óòâåðäèòåëüíûì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èçòåîðåìû 4.3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Ôîðä è Ôàëêåðñîí â ðàáîòå [23℄ äàëè â íåêî-òîðîì ñìûñëå îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ. À èìåííî, îíè ïðèâåëèïðèìåð ñåòè, â êîòîðîé ìîæíî òàê ¾çëîóìûøëåííî¿ ïîäáèðàòü î÷åðåäíûå ðàñ-ñìàòðèâàåìûå óâåëè÷èâàþùèå öåöè, ÷òî ïðîöåññ íèêîãäà íå êîí÷èòñÿ; áîëåå



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 135òîãî, âåëè÷èíà ïîòîêà â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè áóäåò ìåíüøå îäíîé ÷åòâåðòèâåëè÷èíû ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.Ýäìîíäñ è Êàðï (ñì. [17℄) ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ìû óâåëè÷èâàåì �àêòè÷å-ñêèé ïîòîê âñåãäà âäîëü êðàò÷àéøåé óâåëè÷èâàþùåé öåïè, òî ìàêñèìàëüíûéïîòîê ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå mn=2 öåïåé (êàê îáû÷íî, n = jV j)è m = jEj). Îòûñêàíèå êðàò÷àéøåé öåïè ëåãêî ðåàëèçîâàòü ïðè ïîìîùè àëãî-ðèòìà, àíàëîãè÷íîãî ïîèñêó â øèðèíó (ñì. ðàçä. 2.3). Òî÷íåå ãîâîðÿ, íà÷èíàÿîò èñòî÷íèêà s, ìû âåäåì ïîèñê â øèðèíó â ãðà�å Gf , ñîñòîÿùåì èç äóã hu; vi,òàêèõ ÷òî â íàøåé ñåòè ñóùåñòâóåò äóãà, äîïóñòèìàÿ îò u äî v îòíîñèòåëüíîãî�àêòè÷åñêîãî ïîòîêà f , âïëîòü äî ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ ñòîêà t. Î÷åâèäíî, ÷òîíàéäåííûé â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà êðàò÷àéøèé ïóòü èç s â t ñîîòâåòñòâóåòêðàò÷àéøåé óâåëè÷èâàþùåé öåïè èç s â t â èñõîäíîé ñåòè. Ïðèíèìàÿ âî âíè-ìàíèå, ÷òî ïðîöåññ ïîèñêà â øèðèíó ìû ìîæåì âûïîëíèòü çà âðåìÿ O(m+ n),ìû ìîæåì îöåíèòü ñëîæíîñòü âñåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî-òîêà êàê O(mn(m+ n)). Íå áóäåì çàíèìàòüñÿ çäåñü äåòàëÿìè ýòîãî àëãîðèòìà,òàê êàê íèæå â äàííîì ïàðàãðà�å ìû ïðåäñòàâèì áîëåå ý��åêòèâíûé ìåòîä,èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n2). Ëþáîïûòíûé ìåòîä èñïîëüçîâàë äëÿ ïîñòðîåíèÿìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà Äèíèö â ðàáîòå [13℄. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîñòðîåíèèíåêîòîðîé âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè (ò.å. ñ ãðà�îì, íå ñîäåðæàùèìêîíòóðîâ), ñòðóêòóðà êîòîðîé òî÷íî îòîáðàæàåò âñå êðàò÷àéøèå óâåëè÷èâàþ-ùèå öåïè èç s â t îòíîñèòåëüíî �àêòè÷åñêîãî ïîòîêà f . Îáîçíà÷èì òàêóþ ñåòü÷åðåç Sf . Ìû ñòðîèì åå ïðè ïîìîùè ïîèñêà â øèðèíó â óæå óïîìÿíóòîì ãðà�åGf ñ äóãàìè, îïðåäåëÿåìûìè äîïóñòèìûìè îòíîñèòåëüíî �àêòè÷åñêîãî ïîòîêàf äóãàìè â èñõîäíîé ñåòè. Ñåòü Sf ñîäåðæèò èñòî÷íèê s, ñòîê t è äóãè ãðà�àGf âèäà hv; ui, ãäå u íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè d, a v íà ðàññòîÿíèè d + 1 îò s,0 � d � l, ãäå l åñòü äëèíà ñåòè Sf , ò.å. ðàññòîÿíèå îò s äî t â ãðà�å Gf . Ïðî-ïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü 
f (u; v) ìû îïðåäåëÿåì êàê 
(u; v)� f(u; v) èëè êàê f(v; u)â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïðåäñòàâëÿåò ëè äóãà hu; vi ñîãëàñîâàííóþ äóãó èëè íåò(èëè ñóììó ýòèõ çíà÷åíèé), åñëè îäíîâðåìåííî ñóùåñòâóþò ñîãëàñîâàííàÿ èíåñîãëàñîâàííàÿ äóãè, äîïóñòèìûå îò u ê v.Íèæå ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà PSA, ñòðîÿùàÿ ñåòü Sf . Èñõîäíàÿ ñåòü Sïðåäñòàâëåíà ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v℄, Ï�ÅÄØ[v℄, v 2 V , è ìàññè-âîì ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äóã C[u; v℄, u; v 2 V , à �àêòè÷åñêèé ïîòîê f îïðå-äåëÿåòñÿ ìàññèâîì F [u; v℄, u; v 2 V . Ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîñòðîåííîéâñïîìîãàòåëüíîé ñåòè Sf , îòëè÷àþòñÿ îò ïåðåìåííûõ, îòíîñÿùèõñÿ ê èñõîäíîéñåòè S, ïåðâîé áóêâîé X : èìååì ìíîæåñòâî âåðøèí XV , ñïèñêè èíöèäåíòíîñòèXÇÀÏÈÑÜ[v℄, XÏ�ÅÄØ[v℄, x 2 XV , è ìàññèâû ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé XCè ïîòîêîâ XF . �àññòîÿíèå äî âåðøèíû îò èñòî÷íèêà â ñåòè Sf çàïîìèíàåòñÿâ ìàññèâå ÄËÈÍÀ. Ñòðóêòóðà ïðîöåäóðû PSA ñëåäóþùàÿ: çà èíèöèàëèçàöè-åé â ñòðîêàõ 3�7 ñëåäóåò ïîèñê â øèðèíó â ãðà�å Gf , íà÷èíàÿ îò èñòî÷íèêà



136 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷ès (ñì. ãëàâíûé öèêë â ñòðîêå 10). Âåðøèíû v, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñåùàåìûå âïðîöåññå ïîèñêà, ïîìåùàþòñÿ â î÷åðåäü (ñòðîêè 13 è 21), êàæäàÿ âåðøèíà u,âûáèðàåìàÿ èç î÷åðåäè (ñòðîêà 11), èñïîëüçóåòñÿ â äâóõ öèêëàõ (ñòðîêè 12 è20). Ïåðâûé èç íèõ èùåò ñîãëàñîâàííûå äîïóñòèìûå äóãè hu; vi, âòîðîé � íåñî-ãëàñîâàííûå äîïóñòèìûå äóãè hv; ui. Îòìåòèì, ÷òî ñåòü ìîæåò îäíîâðåìåííîñîäåðæàòü ñîãëàñîâàííóþ äîïóñòèìóþ äóãó hu; vi è íåñîãëàñîâàííóþ äîïóñòè-ìóþ äóãó hv; ui. Äóãà hv; ui, âêëþ÷àåìàÿ â Sf , èìååò â òàêîì ñëó÷àå ïðîïóñêíóþñïîñîáíîñòü, ðàâíóþ ñóììå ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé, âíîñèìûõ ýòèìè äóãàìè(ñì. ñòðîêè 24 è 28).1. pro
edure PSA; (*ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè Sf ;ïåðåìåííûå V , XV , Ï�ÅÄØ, ÇÀÏÈÑÜ, XÏ�ÅÄØ, XÇÀÏÈÑÜ,ÄËÈÍÀ, C, F , XC, XF , s, t � ãëîáàëüíûå*)2. begin3. for u 2 V do (*èíèöèàëèçàöèÿ*)4. begin ÄËÈÍÀ[u℄ :=1; XÏ�ÅÄØ[u℄ := ?; XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := ?;5. for v 2 V do XC[u; v℄ := 0;6. for v 2 V do XF [u; v℄ := 0;(*èíèöèàëèçàöèÿ íóëåâîãî ïîòîêà*)7. end;8. Î×Å�ÅÄÜ := ?; XV := ?; ÄËÈHA[s℄ := 0;(*ïîèñê â øèðèíó, íà÷èíàÿ îò èñòî÷íèêà s*)9. Î×Å�ÅÄÜ( s;10. while Î×Å�ÅÄÜ 6= ? do11. begin u( Î×Å�ÅÄÜ; XV := XV [ fug;12. for v 2 ÇÀÏÈÑÜ[u℄ do (*ïîèñê ñîãëàñîâàííûõ äóã*)13. if (ÄËÈÍÀ[u℄ < ÄËÈÍÀ[v℄ � ÄËÈÍÀ[t℄)and (F [u; v℄ < C[u; v℄) then14. begin if ÄËÈÍÀ[v℄ =1then Î×Å�ÅÄÜ( v;(*v � íîâàÿ*)15. ÄËÈÍÀ[v℄ := ÄËÈÍÀ[u℄ + 1; (*äîáàâèòü hu; vi ê ñåòè Sf*)16. XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄[ fvg;17. XÏ�ÅÄØ[v℄ := XÏ�ÅÄØ[v℄ [ fug;18. XC[u; v℄ := C[u; v℄� F [u; v℄19. end;20. for v 2 Ï�ÅÄØ[u℄ do (*ïîèñê íåñîãëàñîâàííûõ äóã*)21. if (ÄËÈÍÀ[u℄ < ÄËÈÍÀ[v℄ � ÄËÈÍÀ[t℄)and (F [v; u℄ > 0) then22. begin if ÄËÈÍÀ[y℄ =1 then Î×Å�ÅÄÜ( v (*íîâûé*)23. ÄËÈÍÀ[v℄ := ÄËÈÍÀ[u℄ + 1;24. if XC[u; v℄ = 0 then



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 137(*äîáàâèòü hu; vi ê ñåòè Sf *)25. begin XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄[ fvg;26. XÏ�ÅÄØ[v℄ := XÏ�ÅÄØ[v℄ [ fug27. end;28. XC[u; v℄ := XC[u; v℄ + F [v; u℄29. end30. end31. endÏóñòü ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû ïðîöåäóðû ÄËÈÍÀ[t℄ = l. Åñëè l = 1, òî ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ìû â íàøåì ïðîöåññå íå äîñòèãëè ñòîêà t, ò.å. â íàøåé ñåòè íå ñó-ùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåé öåïè îò s ê t. Â ñèëó òåîðåìû 4.3 �àêòè÷åñêèé ïîòîêâ ñåòè S ìàêñèìàëüíûé. Åñëè l <1, òî êðàò÷àéøàÿ óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü èç sâ t èìååò äëèíó l, áîëåå òîãî, ëåãêî îòìåòèòü, ÷òî ïóòè èç s â t âî âñïîìîãàòåëü-íîé ñåòè âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò óâåëè÷èâàþùèì öåïÿì äëèíû l âèñõîäíîé ñåòè (ñòðîãî ãîâîðÿ, íåêîòîðûå èç ýòèõ ¾óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé¿ ìîãóòèñïîëüçîâàòü îäíîâðåìåííî ñîãëàñîâàííóþ è íåñîãëàñîâàííûå äóãè, äîïóñòèìûåîò u äî v). Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå äîñòèæåíèÿ ñòîêà, êîãäà ÄËÈÍÀ[t℄ <1,âíîâü âñòðå÷àåìûå âåðøèíû óæå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðîöåäóðå PSA (ñì.óñëîâèÿ â ñòðîêàõ 13 è 21), òàê êàê íè îäíà òàêàÿ âåðøèíà, íàõîäÿñü íà ðàññòî-ÿíèè l îò s, íå ìîæåò áûòü âåðøèíîé öåïè äëèíû l èç s â t.Íåòðóäíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû PSA. Êàæäàÿ âåðøèíà u ïîìåùà-åòñÿ â î÷åðåäü è óäàëÿåòñÿ èç íåå íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Êàæäàÿ äóãà, èíöèäåíò-íàÿ ñ v, àíàëèçèðóåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç (â öèêëàõ 12 èëè 20), ïðè÷åì ÷èñëîøàãîâ äëÿ êàæäîé òàêîé äóãè îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå÷èñëî øàãîâ áóäåò èìåòü ïîðÿäîê n +m, ÷òî äîìèíèðóåòñÿ n2 øàãàìè èíèöè-àëèçàöèè ìàññèâîâ XC è XF (ñòðîêè 5 è 6). Òàêèì îáðàçîì, âñïîìîãàòåëüíóþáåñêîíòóðíóþ ñåòü ìîæíî ïîñòðîèòü çà âðåìÿ O(n2) (ìîæíî áûëî áû èçáåæàòüäîðîãîñòîÿùåé èíèöèàëèçàöèè ìàññèâîâ XC è XF , îäíàêî ïðèìåíåíèå òàêîéìîäè�èöèðîâàííîé ïðîöåäóðû ñî ñëîæíîñòüþ O(n+m) íå èçìåíèëî áû îöåíêèO(n3) äëÿ âñåãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà).Èäåÿ Äèíèöà îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçáèåíèè ïðîöåññà óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà âäîëüóâåëè÷èâàþùèõ öåïåé íà �àçû, ñîîòâåòñòâóþùèå èñïîëüçîâàíèþ êðàò÷àéøèõöåïåé îïðåäåëåííîé äëèíû. Ôàçà íà÷èíàåòñÿ ñ ïîñòðîåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé áåñ-êîíòóðíîé ñåòè, çàòåì âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïñåâ-äîìàêñèìàëüíûé ïîòîê. Ïñåâäîìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì â ñåòè Sf äëèíû l ìûíàçûâàåì ïðîèçâîëüíûé ïîòîê f� â Sf , òàêîé ÷òî â Sf íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâà-þùåé öåïè äëèíû l îòíîñèòåëüíî ïîòîêà f�, äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ïðîèçâîëü-íîãî ïóòè èç s â t â Sf , îïðåäåëåííîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåðøèív0; v1; : : : ; vl (v0 = s; vl = t);



138 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è(à) us = v1 uv2uv3 uv4uv5 uv6 ut = v7����������>1(1)-1(1)��������R2(2)
HHHHHHHHHHHHHHHj1(2)ZZZZZZZZZZ~0(1)?0(1) -2(2) ZZZZZZ ZZZZ}1(1) ���������1(1)-1(1) ?1(1)-1(1) (á)

Ôàçà 1Sf1us = v1 uv2uv3uv5 ut = v7��������31(1)-0(1)QQQQQQQQs0(2) QQQQQQQQs1(1)(â) Ôàçà 2Sf2us = v1 uv3 uv4uv5 uv6 ut = v7��������11(1)PPPPPPPPq0(2) -0(2)�����R1(1)-0(2) PPPPPPPPq1(1)��������11(1)(ã) Ôàçà 3Sf3us = v1 uv5 uv4 uv3 uv6 ut = v7-2(2) -2(2) -2(2) -2(2) -2(2)�èñ. 4.2: à) Ñåòü S è ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ýòîé ñåòè; á), â), ã) Âñïîìîãàòåëü-íûå áåñêîíòóðíûå ñåòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíûì �àçàì àëãîðèòìàÄèíèöà ñ ïñåâäîìàêñèìàëüíûìè ïîòîêàìè â êàæäîé èç íèõ.ñóùåñòâóåò äóãà hvi; vi+1i, 0 � i < l, òàêàÿ ÷òî f�(vi; vi+1) = 
f (vi; vi+1). Ïñåâ-äîìàêñèìàëüíûé ïîòîê çàòåì ¾ïåðåíîñèòñÿ¿ èç âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè â ïåð-âîíà÷àëüíóþ ñåòü: ïîòîê f�(u; v) ñêëàäûâàåòñÿ ñ f(u; v), à åñëè ýòî âûçûâàåòïåðåïîëíåíèå äóãè, ò.å. ïðåâûøåíèå ïîòîêà íàä ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ äóãè
(u; v), òî ýòîò ¾èçáûòîê¿ ëèêâèäèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì óìåíüøåíèåì ïî-òîêà f(v; u) (òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì íàøåé ìîäè�èêàöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿóâåëè÷åíèå Divf (u) íà f�(u; v) è óìåíüøåíèå Divf (v) íà f�(u; v)). Íåòðóäíî ïðî-âåðèòü, ÷òî òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ ïîòîêà, ïðîâåäåííàÿ äëÿ âñåõ äóã hu; vi âñïî-ìîãàòåëüíîé ñåòè, îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé íîâûé ïîòîê f 0, òàêîé ÷òî W (f 0) =W (f) +W (f�). Ôàçó ñ÷èòàåì çàêîí÷åííîé. Ìåòîä Äèíèöà îñíîâûâàåòñÿ íà âû-ïîëíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ �àç, íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ïîòîêà, âïëîòü äî ìîìåíòà,ïîêà ïîòîê â íàøåé ñåòè íå ñòàíåò ìàêñèìàëüíûì.Ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.2 (êàê îáû÷íî, ïðè êàæäîé äóãå óêàçàíû ïîòîê ïîýòîé äóãå è â ñêîáêàõ åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü). Íà÷èíàÿ ñ íóëåâîãî ïîòîêàf0 â ñåòè S, ìû ïîëó÷àåì âñïîìîãàòåëüíóþ áåñêîíòóðíóþ ñåòü Sf (ðèñ. 4.2, á).Ìû íàõîäèì â íåé ïñåâäîìàêñèìàëüíûé ïîòîê (ìåòîä ý��åêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿòàêîãî ïîòîêà áóäåò ðàçîáðàí äàëåå) è ïåðåíîñèì åãî â ñåòü S, ïîëó÷àÿ ïîòîêf1. Çàòåì ìû ñòðîèì ñåòü Sf1 (ðèñ. 4.2, â) è íàéäåííûé â íåé ïñåâäîìàêñèìàëü-íûé ïîòîê ïåðåíîñèì â ñåòü S, ÷òî äàåò ïîòîê f2. Â ïîñëåäíåé �àçå ìû ñòðîèì



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 139ñåòü Sf2 (ðèñ. 4.2, ã). Ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ ïñåâäîìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà èç Sf2 âS ïîëó÷àåì â S ïîòîê f (ïîêàçàííûé íà ðèñ. 4.2, à), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-ìàëüíûì, èáî W (f) = 4 = 
(fsg; V nfsg) (ñì. òåîðåìó 4.3). �èñ. 4.2, â õîðîøîèëëþñòðèðóåò òîò �àêò, ÷òî ïñåâäîìàêñèìàëüíûé ïîòîê íå äîëæåí áûòü ìàê-ñèìàëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïñåâäîìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ïîêàçàííûé íà ýòîìðèñóíêå, ìû ìîæåì óâåëè÷èòü âäîëü ñëåäóþùåé óâåëè÷èâàþùåé öåïè äëèíû 5:v1; hv1; v5i; v5; hv5; v4i; v4; hv3; v4i; v3; hv3; v6i; v6; hv6; v7i; v7Îòìåòèì åùå, ÷òî äóãà hv4; v3i ñåòè Sf2 (ðèñ. 4.2, ã) âîçíèêëà èç äâóõ ïðîòè-âîïîëîæíî íàïðàâëåííûõ äóã ñåòè S.Ìåòîä Äèíèöà ý��åêòèâåí â îñíîâíîì èç-çà òîãî, ÷òî íåçàâèñèìî îò ïðî-ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóã ÷èñëî �àç íå ïðåâûøàåò n. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî�àêòà îáîçíà÷èì ÷åðåç Sk âñïîìîãàòåëüíóþ áåñêîíòóðíóþ ñåòü, ïîñòðîåííóþ âk-é �àçå, à ÷åðåç lk � äëèíó ýòîé ñåòè. (Âíèìàíèå: ïîñëåäíèé âûçîâ ïðîöåäóðûPSA, â êîòîðîì íå äîñòèãàåòñÿ ñòîê, çà �àçó íå ñ÷èòàåòñÿ.)Ëåììà 4.4. Åñëè ÷èñëî �àç ïðåâûøàåò k, òî lk < lk+1Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dk(v) ðàññòîÿíèå â Sk îò s äî u. Íóæíîäîêàçàòü, ÷òî dk+1(t) > dk(t). �àññìîòðèì â Sk+1 ïðîèçâîëüíûé ïóòü v0; v1; : : : ; vlk+1èç s = v0 â t = vlk+1 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî p � lk+1 âñå âåðøèíû vi, 0 � i � p,ïðèíàäëåæàò ñåòè Sk. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî òîãäàdk(vi+1) � dk(vi) + 1; 0 � i � p: (4.9)Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê, ò.å. ÷òî dk(vi+1) > d(vi)+1 äëÿ íåêîòîðîãî i. Ñîãëàñíîïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ñåòè Sk ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sk íå ñîäåðæèò äóã hvi; vi+1i(è, î÷åâèäíî, íå ñîäåðæèò òàêæå äóã hvi+1; vii. Òàêèì îáðàçîì, âî âðåìÿ k-é�àçû â S íå ìîäè�èöèðóåòñÿ íè ïîòîê èç vi â vi+1, íè èç vi+1 â vi. Îäíàêî ýòîïðîòèâîðå÷èò ñóùåñòâîâàíèþ â íà÷àëå (k + 1)-é �àçû äóãè â S, äîïóñòèìîé îòvi äî vi+1, êîòîðîé íå áûëî â íà÷àëå k-é �àçû. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåòíåðàâåíñòâà (4.9). Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ, ó÷èòûâàÿ, ÷òî dk(v0) = 0, èíäóêöèåé ïîi âûâîäèì, ÷òî dk(vi) � i = dk+1(vi); 0 � i � p (4.10)Åñëè âñå âåðøèíû ïóòè v0; v1; : : : ; vlk+1 ïðèíàäëåæàò ñåòè Sk, òî îòñþäà ñëåäóåòíåðàâåíñòâî dk(t) � dk+1(t). �àâåíñòâî dk(t) = dk+1(t) áûëî áû âîçìîæíî, òîëü-êî êîãäà dk(vi) = dk+1(vi), 0 � i � lk+1, íî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîâòîðåíèå ïóòèâ Sk è Sk+1 ïðîòèâîðå÷èëî áû ïñåâäîìàêñèìàëüíîñòè ïîòîêà, íàéäåííîãî â Sk.Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî áûòü dk+1(t) > dk(t).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà ïóòè v0; v1; : : : ; vlk+1 ,íå ïðèíàäëåæàùàÿ Sk. Ïóñòü vp+1 � ïåðâàÿ òàêàÿ âåðøèíà (î÷åâèäíî, ÷òî 1 �



140 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èp+1 � lk+1�1). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä,÷òî ïîÿâëåíèå â Sk+1 äóãè hvp; vp+1i, êîòîðîé íå áûëî â Sk, ìîæåò áûòü âûçâàíîòîëüêî òåì, ÷òî dk(vp) = dk(t) � 1, è äî âåðøèíû vp+1 ìû äîõîäèì óæå ïîñëåäîñòèæåíèÿ ñòîêà t (òàê ÷òî îíà íå âêëþ÷àåòñÿ â Sk). Ó÷èòûâàÿ (4.10) è òîò�àêò, ÷òî âåðøèíû v0; v1; : : : ; vp�1 ïðèíàäëåæàò ñåòè Sk, ïîëó÷àåìlk = dk(t) = dk(vp) + 1 < dk+1(vp) + 1 = p+ 1 � lk+1:Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òî, ÷òî l1 � 1 è lk � n � 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k,ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 4.5. ×èñëî �àç â ìåòîäå Äèíèöà íå ïðåâûøàåò n� 1.Íàì îñòàëîñü òîëüêî ðàññìîòðåòü ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïñåâ-äîìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà âî âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè. Àâòîðàìè ìå-òîäà, êîòîðûé ìû îïèøåì, ÿâëÿþòñÿ Ìàëõîòðè, Êóìàðà è Ìàõåøâàðè [48℄, ìå-òîä ðåàëèçóåòñÿ â ïðîöåäóðå MAXPSA, îïèñàííîé íèæå. ×òîáû îïèñàòü ýòóïðîöåäóðó, ââåäåì ïîíÿòèå ïîòåíöèàëà âåðøèíû ñåòè, ò.å. ìàêñèìàëüíîãî êî-ëè÷åñòâà ïîòîêà, êîòîðûé ìîæíî ¾ïðîïóñòèòü¿ ÷åðåç ýòó âåðøèíó. Îí îïðåäå-ëÿåòñÿ êàê ìèíèìóì äâóõ âåëè÷èí: ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ïîòîêà â âåð-øèíó v (âõîäíîé ïîòåíöèàë) è ìàêñèìàëüíîãî âîçìîæíîãî ïîòîêà èç âåðøè-íû v (âûõîäíîé ïîòåíöèàë). Òî÷íåå, ïîòåíöèàë âåðøèíû v ïðîèçâîëüíîé ñåòèS = hG; 
i ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t ðàâåíÏ(v) = min fÏÂÕ(v);ÏÂÛÕ(v)g ;ãäå ÏÂÕ(v) = ( Pu:u!v 
(u; v); åñëè v 6= s;1; åñëè v = s:è ÏÂÛÕ(v) = ( Pu:v!u 
(u; v); åñëè v 6= t;1; åñëè v = t:Ïðîöåäóðà MAXPSA ñíà÷àëà âû÷èñëÿåò ïîòåíöèàëû âñåõ âåðøèí âî âñïî-ìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè (ñòðîêè 3�12), ïîìåùàÿ âåðøèíû ñ íóëåâûì ïî-òåíöèàëîì â ñòåê ÑÒÅÊ. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíó ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì ìîæíîóäàëèòü èç ñåòè âìåñòå ñî âñåìè èíöèäåíòíûìè åé äóãàìè, íå îêàçûâàÿ âëèÿíèÿíà êàêîé-ëèáî ïîòîê â ýòîé ñåòè. Óäàëåíèå òàêîé âåðøèíû, à òî÷íåå, èíöèäåíò-íûõ åé äóã, ìîæåò âûçâàòü îáðàùåíèå â íóëü ïîòåíöèàëîâ íåêîòîðûõ ñîñåä-íèõ âåðøèí, óäàëåíèå êîòîðûõ îáðàùàåò â íóëü ïîòåíöèàëû äðóãèõ âåðøèí èò.ä. Ýòîò ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ â öèêëå 17. Ïîñëå âûõîäà èç ýòîãî öèêëà (êîãäàÑÒÅÊ = ?) ìíîæåñòâî XN ñîäåðæèò âåðøèíû âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîéñåòè ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì (âû÷èñëÿåìûì â ñåòè, ìîäè�èöèðîâàííîé ïî-ñëåäîâàòåëüíûì óäàëåíèåì âåðøèí ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì). Åñëè XN 6= ?, òî



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 141íàñòóïàåò âàæíûé ìîìåíò: â XN èùåòñÿ âåðøèíà r ñ ìèíèìàëüíûì ïîòåíöè-àëîì p = Ï(r) (ñòðîêè 38�41). Çàòåì ìû íàõîäèì â íàøåé áåñêîíòóðíîé ñåòèïîòîê èç r â t âåëè÷èíû p (ñòðîêè 42�65) è ïîòîê èç s â r âåëè÷èíû p (ñòðîêè66�91); â ñóììå ýòî äàåò ïîòîê èç s â t âåëè÷èíû p. Îïèøåì ïåðâóþ ÷àñòü �ïîòîê èç r â t; âòîðàÿ ÷àñòü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà. Íàø ïîòîê áóäåò èñïîëüçî-âàòü òîëüêî ñîãëàñîâàííûå âî âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè äîïóñòèìûåäóãè, à ìåòîä ýòîãî âû÷èñëåíèÿ èíòóèòèâíî ëó÷øå âñåãî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â âåðøèíå r ìû ïîìåñòèëè ¾ãðóç¿ âåëè÷èíûQ[r℄ = p è õîòèì ýòîò ãðóç ¾ïðîòîëêíóòü¿ äî ñòîêà t òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâîãðóçà, ïåðåìåùàåìîå ïî ëþáîé äóãå, íå ïðåâûøàëî åå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè.Äëÿ ýòîãî ìû âåäåì â íàøåé ñåòè ïîèñê â øèðèíó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû r. Êàêîáû÷íî ïðè ïîèñêå â øèðèíó äîñòèãíóòûå, íî åùå íå èñïîëüçîâàííûå âåðøèíûçàïîìèíàþòñÿ â î÷åðåäè. Êàæäàÿ âåðøèíà u, âûáèðàåìàÿ èç î÷åðåäè (ñòðîêà43) è íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñòîêîì, ¾ðàçãðóæàåòñÿ¿ (ñòðîêè 49�64). Ýòî çàêëþ÷àåòñÿâ ïåðåíåñåíèè ãðóçà Q[v℄ â âåðøèíû u, ê êîòîðûì âåäóò äóãè èç v. Ýòîò ãðóç ïå-ðåíîñèòñÿ â íåñêîëüêî ïåðâûõ âåðøèí â ñïèñêå XÇÀÏÈÑÜ[v℄, ïðè÷åì ãðóç, ïå-ðåíåñåííûé â êàæäóþ òàêóþ âåðøèíó, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåé,ðàâåí ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè XC[v; u℄. Òàêèì æå ñïîñîáîì íà âñåõ èñïîëüçî-âàííûõ äóãàõ hv; ui, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ïîñëåäíåé, óñòàíàâëèâàåòñÿïîòîê XF [v; u℄ = XC[u; v℄, è ýòè ¾íàñûùåííûå¿ äóãè ìû ìîæåì óñòðàíèòü èçñåòè (ñòðîêè 57�60; âñïîìíèì, ÷òî ìû èùåì ïñåâäîìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ñëåäî-âàòåëüíî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ñîãëàñîâàííûìè äîïóñòèìûìè äóãàìè âñïîìîãà-òåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè). Óñòðàíåíèå äóã ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìóìåíüøåíèåì ïîòåíöèàëîâ (ñòðîêè 44�46). Âåðøèíû ñåòè ïîñåùàþòñÿ ñîãëàñ-íî ñõåìå ïîèñêà â øèðèíó, à ñëåäîâàòåëüíî, åñëè d = ÄËÈÍÀ[r℄, âåñü ãðóç èçâåðøèíû r ïåðåíîñèòñÿ â âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè d + 1 îò s, èäàëåå â âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè d + 2 îò s è ò.ä., ïîêà âåñü ãðóçíå äîñòèãíåò ñòîêà t. Îòìåòèì, ÷òî ãðóç, äîñòèãàþùèé êàæäîé âåðøèíû u, íåïðåâûøàåò p, è ýòó âåðøèíó ìû ìîæåì ðàçãðóçèòü (åñëè v 6= t), òàê êàê p,áóäó÷è ðàâíûì ìèíèìàëüíîìó ïîòåíöèàëó, íåñîìíåííî íå ïðåâûøàåò âûõîä-íîãî ïîòåíöèàëà âåðøèíû v. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ïîòîêàâåëè÷èíû p èç s â r çàêîí÷åíà ïåðâàÿ èòåðàöèÿ ãëàâíîãî öèêëà (ñòðîêà 15), ñî-ñòîÿùàÿ â óäàëåíèè âåðøèí ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì è â óâåëè÷åíèè ïîòîêà íàâåëè÷èíó ìèíèìàëüíîãî â äàííûé ìîìåíò ïîòåíöèàëà. Äàëüíåéøèå èòåðàöèèñëåäóþò âïëîòü äî ìîìåíòà, êîãäà óæå íåò âåðøèí ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì(ò.å. XN = ?). Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäåííûé òîãäà â íàøåé ñåòè ïîòîê ÿâëÿåòñÿïñåâäîìàêñèìàëüíûì.



142 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è1. pro
edure MAXPSA; (*ïîñòðîåíèå ïñåâäîìàêñèìàëüíîãî ïîòîêàâî âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòèìåòîäîì Ìàëõîòðè, Êóìàðà è Ìàõåøâàðè;ïåðåìåííûå XV , XC, XF , XÏ�ÅÄØ, XÇÀÏÈÑÜ, s, r � ãëîáàëüíûå *)2. begin3. ÑÒÅÊ := ?;(*ÑÒÅÊ áóäåò ñîäåðæàòü âåðøèíû ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì*)4. for v 2 XV do (*îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âåðøèíû v*)5. begin ÏBX [v℄ := 0; ÏÂÛÕ[v℄ := 0;6. if v = s then ÏÂÕ[u℄ :=17. else for u 2 ÕÏ�ÅÄØ[v℄ doÏÂÕ[v℄ := ÏÂÕ[v℄ +XC[u; v℄;8. if v = t then ÏÂÛÕ[v℄ :=19. else for u 2 ÕÇÀÏÈÑÜ[v℄ doÏÂÛÕ[u℄ := ÏÂÛÕ[v℄ +XC[v; u℄;10. Ï[v℄ := min(ÏÂÕ[v℄;ÏÂÛÕ[v℄);11. if Ï[v℄ = 0 then CTEK ( v12. end;13. for v 2 XV do Q[v℄ := 0; (*èíèöèàëèçàöèÿ ãðóçîâ â âåðøèíàõ*)14. XN := XV ;(*XN áóäåò ñîäåðæàòü âåðøèíû ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì*)15. while XN 6= ? do (* ãëàâíûé öèêë *)16. begin (* óäàëåíèå âåðøèí ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì*)17. while ÑÒÅÊ 6= ? do18. begin v ( ÑÒÅÊ; XN := XNnfvg;(*óäàëåíèå äóã, âõîäÿùèõ â v*)19. for u 2 ÕÏ�ÅÄØ[v℄ do (*óäàëåíèå äóãè hu; vi*)20. begin ÏÂÛÕ[u℄ := ÏÂÛÕ[u℄� (XC[u; v℄�XF [u; v℄);21. XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄nfvg;XÏ�ÅÄØ[v℄ := XÏ�ÅÄØ[v℄nfug;22. if Ï[u℄ 6= 0 then (*ìîäè�èêàöèÿ Ï[u℄*)23. begin Ï[u℄ := min(ÏÂÕ[u℄;ÏÂÛÕ[u℄);24. if Ï[u℄ = 0 then ÑÒÅÊ( u25. end26. end(*óäàëåíèå äóã, èñõîäÿùèõ èç v*)27. for u 2 ÕÇÀÏÈÑÜ[v℄ do (*óäàëåíèå äóãè hv; ui*)28. begin ÏÂÕ[u℄ := ÏÂÕ[u℄� (XC[v; u℄�XF [v; u℄);29. XÏ�ÅÄØ[u℄ := XÏ�ÅÄØ[u℄nfvg;XÇÀÏÈÑÜ[v℄ := XÇÀÏÈÑÜ[v℄nfug;



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 14330. if Ï[u℄ 6= 0 then (*ìîäè�èêàöèÿ Ï[u℄*)31. begin Ï[u℄ := min(ÏÂÕ[u℄;ÏÂÛÕ[u℄);32. if Ï[u℄ = 0 then ÑÒÅÊ( u33. end34. end35. end;(*XN ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñ íåíóëåâûì ïîòåíöèàëîì*)36. if XN 6= ? then (*ïîòîê åùå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì*)37. begin(*íàõîæäåíèå âåðøèíû r ñ ìèíèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì*)38. p :=1;39. for v 2 V N do if Ï[v℄ < p then40. begin r := v; p := Ï[r℄41. end;(*ïîñòðîåíèå ïîòîêà âåëè÷èíû p èç r â t*)42. Î×Å�ÅÄÜ := ?; Î×Å�ÅÄÜ( r; Q[r℄ := p;43. repeat v ( Î×Å�ÅÄÜ;44. ÏÂÕ[v℄ := ÏÂÕ[v℄�Q[v℄;45. ÏÂÛÕ[v℄ := ÏÂÛÕ[v℄�Q[v℄;46. Ï[v℄ := Ï[v℄�Q[v℄;47. if Ï[v℄ = 0 then CTEK ( v;48. if v = t then Q[v℄ := p49. else50. begin (*ðàçãðóçêà âåðøèíû v*)51. u:=ïåðâàÿ âåðøèíà â ñïèñêå XÇÀÏÈÑÜ[v℄;52. while Q[v℄ > 0 do53. begin if Q[u℄ = 0 then Î×Å�ÅÄÜ( u;54. delta := min(Q[v℄; XC[v; u℄�XF [v; u℄);55. XF [u; v℄ := XF [u; v℄ + delta;56. Q[v℄ := Q[v℄� delta;57. Q[u℄ := Q[u℄ + delta;58. if XF [v; u℄ = XC[v; u℄ then (*óäàëåíèå hv; ui*)59. begin XÇÀÏÈÑÜ[v℄ := XÇÀÏÈÑÜ[v℄nfug;60. XÏ�ÅÄØ[u℄ := XÏ�ÅÄØ[u℄nfvg61. end;



144 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è62. if Q[v℄ > 0 then63. u:=ñëåäóþùàÿ ïîñëå u âåðøèíàñïèñêà XÇÀÏÈÑÜ[v℄64. end65. end (*êîíåö ðàçãðóçêè âåðøèíû v*)66. until v = t; (*ïîòîê èç r â t íàéäåí*)(*ïîñòðîåíèå ïîòîêà âåëè÷èíû p èç s â r*)67. Î×Å�ÅÄÜ := ?; Î×Å�ÅÄÜ( r; Q[r℄ := p;68. repeat v ( Î×Å�ÅÄÜ;69. if v 6= r then (*Ï[u℄ åùå íå óìåíüøåí*)70. begin ÏÂÕ[v℄ := ÏÂÕ[v℄�Q[v℄;71. ÏÂÛÕ[v℄ := ÏÂÛÕ[v℄�Q[v℄;72. Ï[v℄ := Ï[v℄�Q[v℄;73. if Ï[v℄ = 0 then CTEK ( v74. end;75. if v = s then Q[v℄ := 076. else77. begin (*ðàçãðóçêà âåðøèíû v*)78. u:=ïåðâàÿ âåðøèíà â ñïèñêå XÏ�ÅÄØ[v℄;79. while Q[v℄ > 0 do80. begin if Q[u℄ = 0 then Î×Å�ÅÄÜ( u;81. delta := min(Q[v℄; XC[u; v℄�XF [u; v℄);82. XF [u; v℄ := XF [u; v℄ + delta;83. Q[v℄ := Q[v℄� delta;84. Q[u℄ := Q[u℄ + delta;85. if XF [u; v℄ = XC[u; v℄ then (* óäàëåíèå hu; vi*)86. begin XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄nfvg;87. XÏ�ÅÄØ[v℄ := XÏ�ÅÄØ[v℄nfug88. end;89. if Q[v℄ > 0 then90. u:=ñëåäóþùàÿ ïîñëå u âåðøèíàâ ñïèñêå XÏ�ÅÄØ[v℄91. end92. end (*êîíåö ðàçãðóçêè âåðøèíû v*)93. until v = s (*íàéäåí ïîòîê èç s â r*)94. end (*êîíåö óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà âäîëü åäèíè÷íîé âåðøèíû*)95. end (*êîíåö ãëàâíîãî öèêëà*)96. end (*êîíåö ïðîöåäóðû MAXPSA*)Îöåíèì òåïåðü ÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ ïðîöåäóðîé MAXPSA. Îïðåäå-ëåíèå ïîòåíöèàëîâ (ñòðîêè 3�12) òðåáóåò O(n+m) øàãîâ, ïîñêîëüêó êàæäàÿ äó-



4.2. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà 145ãà hu; vi àíàëèçèðóåòñÿ íå áîëåå äâóõ ðàç: ïðè âû÷èñëåíèè ÏÂÛÕ[u℄ è ÏBX [v℄.Îáùåå ÷èñëî øàãîâ âî âñåõ èòåðàöèÿõ ãëàâíîãî öèêëà, âûïîëíÿåìûõ �ðàãìåí-òîì ïðîöåäóðû, óäàëÿþùèì âåðøèíû ñ ïóëåâûì ïîòåíöèàëîì (ñòðîêè 17�35),òàêæå ïîðÿäêà O(n+m), òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà çàíîñèòñÿ â ÑÒÅÊ â òî÷íîñòèîäèí ðàç, à ïðè óäàëåíèè ýòîé âåðøèíû èç ñòåêà óäàëÿþòñÿ âñå èíöèäåíòíûååé äóãè (öèêëû 19 è 27), òàê ÷òî êàæäàÿ äóãà óäàëÿåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðà-çà. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ãëàâíîãî öèêëà âûçûâàåò îáðàùåíèå â íóëü ïîòåíöèàëàõîòÿ áû îäíîé âåðøèíû, à èìåííî âåðøèíû r. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî èòåðàöèéýòîãî öèêëà íå ïðåâîñõîäèò n. Êàæäàÿ. èòåðàöèÿ, êðîìå ïðîàíàëèçèðîâàííîãîóæå ïðîöåññà óäàëåíèÿ âåðøèí ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì, ñîäåðæèò äâå ÷àñòè,ÿâëÿþùèåñÿ â îñíîâíîì ïðîöåññàìè ïîèñêà â øèðèíó � îò r äî t è îò s äî r.Ñëîæíîñòü ýòèõ ÷àñòåé ïîðÿäêà ÷èñëà àíàëèçèðóåìûõ äóã. Àíàëèç äóãè ìîæåòáûòü ¾óíè÷òîæàþùèì¿, êîãäà àíàëèçèðóåìàÿ äóãà íàñûùàåòñÿ ïîòîêîì è óäà-ëÿåòñÿ èç ñåòè, èëè ¾íåóíè÷òîæàþùèì¿, êîãäà äóãà îñòàåòñÿ â ñåòè è ìîæåòáûòü ïðîàíàëèçèðîâàíà â ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ ãëàâíîãî öèêëà. Î÷åâèäíî,÷òî â òå÷åíèå âñåõ èòåðàöèé ãëàâíîãî öèêëà ìû àíàëèçèðóåì óíè÷òîæàþùèìñïîñîáîì O(m) äóã, à âî âðåìÿ êàæäîé èòåðàöèè íåóíè÷òîæàþùèì ñïîñîáîìàíàëèçèðóåì íå áîëåå n äóã, ïî îäíîé íà êàæäóþ ïîñåùàåìóþ âåðøèíó. Â ñóì-ìå ýòî äàåò ÷èñëî øàãîâ âî âñåõ èòåðàöèÿõ ãëàâíîãî öèêëà ïîðÿäêà m+n2, ò.å.O(n2). Îòñþäà ìû äåëàåì âûâîä, ÷òî îáùàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîöå-äóðû MAXPSA ðàâíà O(n2). Âî âðåìÿ íàøåãî àíàëèçà ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òîóäàëåíèå äóã èç íàøåé ñåòè (ñòðîêè 19, 27, 58 è 85) ìîæíî âûïîëíèòü çà âðåìÿ,îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé. Ýòî âîçìîæíî, åñëè ïîÿâëåíèå âåðøèíû v â ñïèñêåXÇÀÏÈÑÜ[u℄ è âåðøèíû u â ñïèñêå XÏ�ÅÄØ[v℄ âçàèìíî ñâÿçàíû óêàçàòåëÿ-ìè è êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà ñîäåðæèò óêàçàòåëü êàê íà ïðåäûäóùèé, òàê è íàïîñëåäóþùèé ýëåìåíòû ñïèñêà.Òåïåðü ìû ìîæåì ñîáðàòü óæå îïèñàííûå ïðîöåäóðû PSA è MAXPSA âïîëíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà.Àëãîðèòì 4.6. (Ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.)Äàííûå: Ñåòü, ïðåäñòàâëåííàÿ ñïèñêàìè èíöèäåíòíîñòè Ï�ÅÄØ[v℄, ÇÀÏÈÑÜ[v℄,v 2 V , ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè 
[u; v℄, u; v 2 V .�åçóëüòàòû: Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê F [u; v℄, u; v 2 V .1. begin2. for u 2 V do3. for v 2 V do F [u; v℄ := 0; (*íóëåâîé íà÷àëüíûé ïîòîê*)4. repeat PSA; (*ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè*)5. if ÄËÈÍÀ[t℄ 6=1 then (*ïîòîê F íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì*)6. begin MAXPSA;(*ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà âî âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè*)(*ïåðåíåñòè ïîòîê èç âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè â ãëàâíóþ*)



146 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è7. for u 2 XV do(*XV=ìíîæåñòâî âåðøèí âñïîìîãàòåëüíîé ñåòè*)8. for v 2 XV do9. begin F [u; v℄ := F [u; v℄ +XF [u; v℄;10. if F [u; v℄ > C[u; v℄ then11. begin F [v; u℄ := F [v; u℄� (F [u; v℄� C[u; v℄);12. F [u; v℄ := C[u; v℄13. end14. end15. end (*êîíåö �àçû*)16. until ÄËÈÍÀ[t℄ =1 (*ïîòîê F � ìàêñèìàëüíûé*)17. endÈñõîäÿ èç ïðîâåäåííîãî óæå àíàëèçà ïðîöåäóð PSA è MAXPSA, à òàêæåèç òîãî, ÷òî ÷èñëî �àç íå ïðåâûøàåò n (ñì. ñëåäñòâèå 4.5), ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 4.7. Àëãîðèòì 4.6 ïðàâèëüíî ñòðîèò ìàêñèìàëüíûé ïîòîê çàâðåìÿ O(n3).Îòìåòèì, ÷òî àíàëèçîì ýòîãî àëãîðèòìà ìû äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ìàêñè-ìàëüíîãî ïîòîêà â ïðîèçâîëüíîé ñåòè è òåì ñàìûì ïðåäîñòàâèëè íåäîñòàþùèé�ðàãìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà �óíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû î ìàêñèìàëüíîì ïî-òîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå (òåîðåìà 4.2).Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî àëãîðèòì 4.6 íå ïîäõîäèò íåïîñðåäñòâåííî ïîä ñõåìóïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ïîòîêà âäîëü óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé, îäíàêî ìå-òîä, èñïîëüçîâàííûé â ýòîì àëãîðèòìå, ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì ìåòîäèêèóâåëè÷èâàþùèõ öåïåé. Óâåëè÷åíèå ïîòîêà (íà çíà÷åíèå, ðàâíîå ìèíèìàëüíîìóïîòåíöèàëó) ïðîèñõîäèò âäîëü íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ñòðóêòóðû, ÷åì åäèíè÷-íàÿ óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü îò s äî t. Ýòó ñòðóêòóðó ìîæíî áûëî áû íàçâàòü¾êðàòíîé óâåëè÷èâàþùåé öåïüþ¿ îò s äî t, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó r (ñìèíèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì). Èñïîëüçîâàíèå òàêîé êðàòíîé öåïè ïðèâîäèò êóäàëåíèþ èç ñåòè õîòÿ áû îäíîé âåðøèíû, à íå îäíîé äóãè, êàê â ñëó÷àå åäè-íè÷íîé óâåëè÷èâàþùåé öåïè � îòñþäà ìåíüøåå ÷èñëî èòåðàöèé è òåì ñàìûìëó÷øàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.Â çàêëþ÷åíèå ñ�îðìóëèðóåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå, íî âàæíîå ñâîéñòâî àë-ãîðèòìà 4.6.Òåîðåìà 4.7. Åñëè âñå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñ-ëàìè, òî ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f , ïîñòðîåííûé àëãîðèòìîì 4.6 � öåëî÷èñ-ëåííûé, ò.å. f(e) ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì äëÿ êàæäîé äóãè e.



4.3. Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ 1474.3 Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà-�àõÏàðîñî÷åòàíèåì â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å G = hV;Ei íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëü-íîå ìíîæåñòâî ðåáåð M � E, òàêîå ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà èç M íå èíöèäåíò-íû îäíîé âåðøèíå. Äðóãèìè ñëîâàìè, M åñòü ïàðîñî÷åòàíèå, åñëè äëÿ êàæäûõäâóõ ðåáåð e1; e2 2M èìååì ëèáî e1 = e2, ëèáî e1 \ e2 = ?. Äëÿ êàæäîãî ðåáðàhu; vi 2 M ìû ãîâîðèì, ÷òî M ñî÷åòàåò u ñ v, à êàæäóþ âåðøèíó, íå ïðèíàä-ëåæàùóþ íè îäíîìó ðåáðó ïàðîñî÷åòàíèÿ, áóäåì íàçûâàòü ñâîáîäíîé. Îñîáåííîèíòåðåñíû çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ, ò.å. âíåîðèåíòèðîâàííûõ ãðà�àõ G = hV;Ei, òàêèõ ÷òî ìíîæåñòâà èõ âåðøèí ìîæíîðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà V = X[Y , X\Y = ?, ïðè÷åì êàæäîåðåáðî e 2 E èìååò âèä e = hx; yi, ãäå x 2 X , y 2 Y (ñì. çàäà÷ó 4.15). Äâóäîëü-íûé ãðà� áóäåì îáîçíà÷àòü hX;Y;Ei (ýòî îáîçíà÷åíèå ïðåäïîëàãàåò �èêñàöèþíåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí íà ìíîæåñòâà X è Y � îíî íå îïðå-äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ÷åðåç ìíîæåñòâà V è E).Â ýòîì ðàçäåëå ìû çàéìåìñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòà-íèÿ â çàäàííîì äâóäîëüíîì ãðà�å. Ýòî êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à êîìáèíàòîðèêè,èçâåñòíàÿ òàêæå ïîä íàçâàíèåì ¾çàäà÷è î ñóïðóæåñêèõ ïàðàõ¿. Òàêîå íàçâàíèåñâÿçàíî ñî ñëåäóþùåé èíòåðïðåòàöèåé. Ïóñòü X è Y � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæå-ñòâà þíîøåé è äåâóøåê, è ïóñòü hx; yi 2 E îçíà÷àåò, ÷òî þíîøà x çíàêîì ñäåâóøêîé y. Òîãäà êàæäîå ïàðîñî÷åòàíèåM ñîîòâåòñòâóåò âîçìîæíîìó ìíîæå-ñòâó ñóïðóæåñêèõ ïàð, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà îáðàçîâàíà èç þíîøè è äåâóøêè,çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì êàæäûé ÷åëîâåê ó÷àñòâóåò íå áîëåå ÷åì â îäíîéïàðå.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëü-íîì ãðà�å ìîæíî ïðîñòûì ñïîñîáîì ñâåñòè ê ïîñòðîåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêàâ íåêîòîðîé ñåòè. Ïóñòü H = hX;Y;Ei � ïðîèçâîëüíûé äâóäîëüíûé ãðà�. Ïî-ñòðîèì ñåòü S(H) ñ èñòî÷íèêîì s, ñòîêîì t (s 6= t è s; t =2 X [ Y ), ìíîæåñòâîìâåðøèí V � = fs; tg [X [ Y;ìíîæåñòâîì äóãE� = fhs; xi : x 2 Xg [ fhy; ti : y 2 Y g [ fhx; yi : x 2 X ^ y 2 Y ^ hx; yi 2 Egè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ 
(u; v) = 1 äëÿ êàæäîé äóãè hu; vi 2 E�.Íà ðèñ. 4.3 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ñåòè S(H) äëÿ íåêîòîðîãî äâóäîëüíîãî ãðà-�à.Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 4.7 â S(H) ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé íóëü-åäèíè÷íûé ïîòîê, ò.å. ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f , òàêîé ÷òî f(e) = 0 èëè f(e) = 1äëÿ êàæäîé äóãè e 2 E�.
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�èñ. 4.3: Ïîñòðîåíèå ñåòè S(H) äëÿ äâóäîëüíîãî ãðà�à H è íóëü-åäèíè÷íûéïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðîñî÷åòàíèþ M = ffx1; y2g; fx3; y5g; fx4; y3gg.Òåîðåìà 4.8. Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïà-ðîñî÷åòàíèÿìè â H è íóëü-åäèíè÷íûìè ïîòîêàìè â S(H), ïðè êîòîðîì ïà-ðîñî÷åòàíèþ M = ffx1; y1g; : : : ; fxk; ykgg ìîùíîñòè k (xi 2 X, yi 2 Y äëÿ1 � i � k) ñîîòâåòñòâóåò ïîòîê fM âåëè÷èíû k, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèìîáðàçîì: fM (s; xi) = fM (xi; yi) = fM (yi; t) = 1; 1 < i < k: (4.11)è fM (e) = 0 äëÿ îñòàëüíûõ äóã e ñåòè S(H); ïîòîêó f âåëè÷èíû k ñîîòâåò-ñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå Mf , jMf j = k, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:Mf = ffx; yg : x 2 X ^ y 2 Y ^ f(x; y) = 1g: (4.12)Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè M = ffx1; y1g; : : : ; fxk; ykgg � ïàðîñî÷åòàíèå ìîù-íîñòè k, òî âåðøèíû x1; : : : ; xk, à òàêæå y1; : : : ; yk ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Îòñþäàñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî DivfM (xi) = DivfM (yi) = 0, 0 � i � k, ò.å. �óíêöèÿ fM ,îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (4.11), ÿâëÿåòñÿ ïîòîêîì èç s â t â S(H). Ëåãêî çàìå-òèòü òàêæå, ÷òî ðàçíûì ïàðîñî÷åòàíèÿì M ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïîòîêè fM .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè f � íóëü-åäèíè÷íûé ïîòîê â S(H), òî êîëè÷åñòâî ïî-òîêà, ïðèáûâàþùåãî â (à ñëåäîâàòåëüíî, è âûòåêàþùåãî èç) êàæäóþ âåðøèíóx 2 X , íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû (åäèíñòâåííàÿ äóãà, âõîäÿùàÿ â x, � ýòî äóãàhs; xi ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ, ðàâíîé 1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ìíîæåñòâåMf , îïðåäåëÿåìîì (4.12), íåò ðåáåð âèäà hx; y1i, hx; y2i, y1 6= y2. Ïî àíàëîãè÷-íûì ïðè÷èíàì â Mf íåò ðåáåð âèäà hx1; yi, hx2; yi, x1 6= x2. Ñëåäîâàòåëüíî,Mf ÿâëÿåòñÿ ïàðîñî÷åòàíèåì â H . Íåòðóäíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèåf !Mf ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îòîáðàæåíèþM ! fM , ò.å. fMf = f è MfM =M .



4.3. Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ 149Òåîðåìà 4.8 ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàê-ñèìàëüíîãî ïîòîêà (öåëî÷èñëåííîãî) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷å-òàíèÿ. Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 4.6, ìû íàõîäèì íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå çà O(n3)øàãîâ. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî îñîáàÿ �îðìà ñåòè S(H) ïîçâîëÿåò ïîñòðî-èòü áîëåå ý��åêòèâíûé àëãîðèòì. Ýòîò àëãîðèòì, àâòîðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþò-ñÿ Õîïêðî�ò è Êàðï [33℄, èñïîëüçóåò îáùóþ ñõåìó Äèíèöà, ò.å. ñîñòîèò èç �àç,ñîîòâåòñòâóþùèõ óâåëè÷åíèþ ïîòîêà âäîëü êðàò÷àéøèõ óâåëè÷èâàþùèõñÿ öå-ïåé îïðåäåëåííîé äëèíû. Îñîáûé âèä ñåòè ïîçâîëÿåò, îäíàêî, êàê îãðàíè÷èòü÷èñëî �àç, òàê è ïîñòðîèòü áîëåå ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïñåâäî-ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â êàæäîé �àçå.Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäàÿ óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü â S(H) áóäåò íå÷åòíîéäëèíû è áóäåò ñîñòîÿòü ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ïåðâîé è ïîñëåäíåé äóã èç ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ïîïåðåìåííî ÷åðåäóþùèõñÿ ñîãëàñîâàííûõ è íåñîãëàñîâàííûõ äóã(íà÷èíàþùåéñÿ è çàêàí÷èâàþùåéñÿ ñîãëàñîâàííîé äóãîé). Äëÿ äàííîãî ïàðîñî-÷åòàíèÿ M ìû áóäåì íàçûâàòü ÷åðåäóþùåéñÿ öåïüþ (äëèíû l = 2k + 1 èç X âY ) îòíîñèòåëüíî M ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî äóã P � E âèäàP = ffx0; y1g; fy1; x1g; fx1; y2g; : : : ; fyk; xkg; fxk; yk+1gg; (4.13)ãäå k > 0, âñå âåðøèíû x0; : : : ; xk; y1; : : : ; yk+1 ðàçëè÷íû, x0 � ñâîáîäíàÿ âåðøè-íà â X , yk+1 � ñâîáîäíàÿ âåðøèíà â Y , êàæäàÿ âòîðàÿ äóãà ïðèíàäëåæèò M ,ò.å. P \M = ffy1; x1g; fy2; x2g; : : : ; fyk; xkggÎ÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ïîñëåäîâà-òåëüíîñòüþ x0, y1, x1, y2,. . . , yk, xk, yk+1. �àçóìååòñÿ, ÷òî ïðè îïèñàííîì â òåî-ðåìå 4.8 ñîîòâåòñòâèè ìåæäó ïàðîñî÷åòàíèÿìè â H è íóëü-åäèíè÷íûìè ïîòîêà-ìè â ñåòè S(H) ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü (4.13) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðîé óâåëè÷èâàþùåé öåïè îòíîñèòåëüíî ïîòîêà fM â S(H), à èìåííî öåïès; hs; x0i; x0; hx0; y1i; y1; hy1; x1i; x1; hx1; y2i; y2; : : : ;yk; hyk; xki; xk; hxk ; yk+1i; yk+1; hyk+1; ti; t;ïðè÷åì óâåëè÷åíèå ïîòîêà fM âäîëü ýòîé öåïè äàåò ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèéïàðîñî÷åòàíèþ, îïðåäåëåííîìó ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ M � P . Ýòî ïðîèë-ëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 4.4.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Òåîðåìà 4.9. (Áåðæ). Ïàðîñî÷åòàíèåM â äâóäîëüíîì ãðà�å H íàèáîëüøååòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â H íå ñóùåñòâóåò ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè îòíîñè-òåëüíî M .
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M � P�èñ. 4.4: Óâåëè÷åíèå ïàðîñî÷åòàíèÿ M âäîëü ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè P .�àññìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ïñåâäîìàêñèìàëüíûé ïîòîê âî âñïîìîãàòåëüíîéáåñêîíòóðíîé ñåòè, ïîñòðîåííîé äëÿ ñåòè S(H) è íåêîòîðîãî öåëî÷èñëåííîãî, àñëåäîâàòåëüíî, íóëü-åäèíè÷íîãî ïîòîêà â ýòîé ñåòè. Ïîòåíöèàë êàæäîé âåðøè-íû, îòëè÷íîé îò s è t, ñîñòàâëÿåò 0 èëè 1, òàê êàê âõîäíîé ïîòåíöèàë êàæäîéâåðøèíû x 2 X è âûõîäíîé ïîòåíöèàë êàæäîé âåðøèíû y 2 Y , âî âñïîìîãà-òåëüíîé ñåòè ðàâåí åäèíèöå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ¾óâåëè÷èâàþùàÿ êðàòíàÿöåïü¿, íàéäåííàÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ãëàâíîãî öèêëà ïðîöåäóðû MAXPSA(ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë), èìååò âèä îäèíî÷íîé óâåëè÷èâàþùåé öåïè. Áîëååòîãî, âñå ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû (ò.å. îòëè÷íûå îò s è t) òàêîé öåïè èìå-þò ïîòåíöèàë, ðàâíûé åäèíèöå, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óâåëè÷åíèè ïîòîêà âäîëüýòîé öåïè èõ ïîòåíöèàë óáûâàåò äî íóëÿ è îíè óäàëÿþòñÿ èç ñåòè. Òåïåðü ÿñ-íî, ÷òî âî âñïîìîãàòåëüíîé áåñêîíòóðíîé ñåòè äëèíû l + 2 ïîòîê èäåò âäîëüìàêñèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ïóòåé äëèíû l + 2 èç s â t ñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-ùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí. Ýòîìó ìíîæåñòâó åñòåñòâåííûìîáðàçîì ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîå ìíîæåñòâî ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé äëèíû lñ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ìíîæåñòâàìè âåðøèí (ïîä ¾ìàêñèìàëüíûì¿ ìûïîäðàçóìåâàåì òàêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íåëüçÿ óâåëè÷èòü íà äîïîëíèòåëüíóþ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü äëèíû l è íà ìíîæåñòâî âåðøèí, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîéâåðøèíû ïðåæíèõ öåïåé).Íèæå äåòàëüíî îïèñàí àëãîðèòì 4.10, íîñÿùèé èìÿ Õîïêðî�òà�Êàðïà. Âýòîì àëãîðèòìå âñïîìîãàòåëüíàÿ áåñêîíòóðíàÿ ñåòü, à òî÷íåå âñïîìîãàòåëüíûéáåñêîíòóðíûé ãðà�, ïîñêîëüêó ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð ðàâíû åäè-íèöå, ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû PGA. ×òîáû îáúÿñíèòü åå äåéñòâèå,óäîáíî ââåñòè â ðàññìîòðåíèå äëÿ äàííîãî äâóäîëüíîãî ãðà�à H = hX;Y;Eiè ïàðîñî÷åòàíèÿ M â H îðèåíòèðîâàííûé ãðà� HM ïîñðåäñòâîì îðèåíòàöèè



4.3. Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ 151âñåõ ðåáåð e 2 M îò Y ê X è âñåõ ðåáåð e 2 EnM îò X ê Y (ïóòè â HM îòñâîáîäíîé âåðøèíû â X äî ñâîáîäíîé âåðøèíû â Y â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò÷åðåäóþùèìñÿ öåïÿì îòíîñèòåëüíî M). Ïðîöåäóðà PGA ñíà÷àëà ñòðîèò äóãèîò èñòî÷íèêà s äî âñåõ ñâîáîäíûõ âåðøèí x 2 X (ñòðîêè 6�10). Äàëåå ïðîâî-äèòñÿ ïîèñê â øèðèíó â ãðà�å HM , íà÷èíàÿ îò ñâîáîäíûõ âåðøèí â X . Ïðèíàõîæäåíèè êàæäîé ñâîáîäíîé âåðøèíû y 2 Y äîáàâëÿåì âî âñïîìîãàòåëüíûéáåñêîíòóðíûé ãðà� äóãó hy; ti (ñòðîêè 14� 17), ïðè÷åì ñ ìîìåíòà äîáàâëåíèÿïåðâîé òàêîé äóãè ìû óæå â ïðîöåññå ïîèñêà íå ðàññìàòðèâàåì âåðøèí, íàõî-äÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì èëè ðàâíîì ðàññòîÿíèþ îò s äî t (ñì. óñëîâèåâ ñòðîêå 20). Óâåëè÷åíèå ñóùåñòâóþùåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âäîëü ìàêñèìàëüíîãîìíîæåñòâà êðàò÷àéøèõ óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ìíîæå-ñòâàìè âåðøèí ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðîé ÔÀÇÀ. Îíà âåäåò ïîèñê â ãëóáèíó âîâñïîìîãàòåëüíîì áåñêîíòóðíîì ãðà�å, íà÷èíàÿ ñ s. �ëàâíûé öèêë â ñòðîêå 40íàïîìèíàåò íåðåêóðñèâíóþ ïðîöåäóðó ïîèñêà â ãëóáèíóWG1 (ñì. 2.2). Êàæäûéðàç, êîãäà â íàøåì ïðîöåññå ìû äîñòèãàåì ñòîêà t (ñì. ñòðîêó 50), ñîäåðæèìûìñòåêà ÑÒÅÊ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, ïðåäñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðóþ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü (îòìåòèì, ÷òî ñòîê t íå ïîìåùàåòñÿ â ÑÒÅÊ, òåì ñàìûìâñå âðåìÿ ÍÎÂÛÉ[t℄=èñòèíà è, ñëåäîâàòåëüíî, t ìîæåò ïîñåùàòüñÿ ìíîãî-êðàòíî). Öèêë 52 âûïîëíÿåò ìîäè�èêàöèþ ìàññèâà ÑÎ×ÅÒ, ñîîòâåòñòâóþùåãîóâåëè÷åíèþ ïàðîñî÷åòàíèÿ âäîëü òàêîé öåïè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè âî âðåìÿ âû-ïîëíåíèÿ íàøåé ïðîöåäóðû íåêîòîðîé âåðøèíå v 2 V ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèåÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü, òî ýòà ïðîöåäóðà ëèáî íàõîäèò çàòåì ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü,ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòó âåðøèíó, ëèáî óñòàíàâëèâàåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íè îä-íîé öåïè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó âåðøèíó è íå ïåðåñåêàþùåé íè îäíîé èç ðàíååíàéäåííûõ öåïåé. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåäóðà ÔÀÇÀ íàõîäèò ìàêñè-ìàëüíîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðàò÷àéøèõ ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé. Êîð-ðåêòíîñòü âñåãî àëãîðèòìà ñëåäóåò èç àíàëèçà ìåòîäà Äèíèöà, ïðîâåäåííîãî âïðåäûäóùåì ðàçäåëå.Àëãîðèòì 4.10. (Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ìåòîäîì Õîï-êðî�òà�Êàðïà.)Äàííûå: Äâóäîëüíûé ãðà� H = hX;Y;Ei, ïðåäñòàâëåííûé ñïèñêàìè èíöè-äåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[x℄, x 2 X .�åçóëüòàòû: Íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå, ïðåäñòàâëåííîå ìàññèâîì ÑÎ×ÅÒ(ÑÎ×ÅÒ[v℄ åñòü âåðøèíà, ñî÷åòàþùàÿñÿ ñ v (à åñëè v � ñâîáîäíàÿ âåðøèíà,ÑÎ×ÅÒ[v℄ = 0)).1. pro
edure PGA; (*ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî áåñêîíòóðíîãî ãðà�à;ïåðåìåííûå V , XV , X , Y , ÑÎ×ÅÒ, ÇÀÏÈÑÜ, XÇÀÏÈÑÜ, s, t � ãëîáàëüíûå*)



152 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è2. begin3. for u 2 V [ fs; tg do (*èíèöèàëèçàöèÿ*)4. begin ÄËÈÍÀ[u℄ :=1; XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := ?5. end;(*ïîìåñòèòü ñâîáîäíûå âåðøèíû x 2 X â î÷åðåäü è â ñïèñîê XÇÀÏÈÑÜ[s℄ *)6. Î×Å�ÅÄÜ := ?; XV := fsg; ÄËÈÍÀ[s℄ := 0;7. for x 2 X do8. if ÑÎ×ÅÒ[x℄ = 0 then (*x �ñâîáîäíàÿ*)9. begin Î×Å�ÅÄÜ( x;XÇÀÏÈÑÜ[s℄ := XÇÀÏÈÑÜ[s℄ [ fxg; ÄËÈÍÀ[x℄ := 110. end;(*ïîèñê â øèðèíó, íà÷èíàÿ ñî ñâîáîäíûõ âåðøèí â X*)11. while Î×Å�ÅÄÜ 6= ? do12. begin u( Î×Å�ÅÄÜ; XV := XV [ fug;13. if u 2 Y then14. if ÑÎ×ÅÒ[u℄ = 0 then (*u � ñâîáîäíàÿ, äîáàâèòü äóãó hu; ti*)15. begin XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄[ ftg; XV := XV [ ftg;16. ÄËÈÍÀ[t℄ := ÄËÈÍÀ[u℄ + 117. end18. else (*ÑÎ×ÅÒ[u℄ 6= 0*)19. begin x := ÑÎ×ÅÒ[u℄;20. if ÄËÈÍÀ[t℄ =1 then (*äîáàâèòü äóãó hu; xi*)21. begin Î×Å�ÅÄÜ( x;XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄[ fxg;22. ÄËÈÍÀ[x℄ := ÄËÈÍÀ[u℄ + 123. end24. end25. else (*u 2 X*)26. for y 2 ÇÀÏÈÑÜ[u℄ do27. if ÄËÈÍÀ[u℄ < ÄËÈÍÀ[y℄ then(*ÄËÈÍÀ[y℄ = ÄËÈÍÀ[u℄ + 1 èëè 1*)28. begin if ÄËÈÍÀ[y℄ =1 then Î×Å�ÅÄÜ( y; (*y � íîâàÿ*)29. XÇÀÏÈÑÜ[u℄ := XÇÀÏÈÑÜ[u℄[ fyg;ÄËÈÍÀ[y℄ := ÄËÈÍÀ[u℄ + 130. end31. end32. end; (*PGA*)



4.3. Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ 15333. pro
edure ÔÀÇÀ(*óâåëè÷åíèå ñóùåñòâóþùåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âäîëü ìàêñèìàëüíîãîìíîæåñòâà ïóòåé èç s â t ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìèïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí âî âñïîìîãàòåëüíîì áåñêîíòóðíîì ãðà�å;ïåðåìåííûå XV , ÍÀ×ÀËÎ, XÇÀÏÈÑÜ, ÑÎ×ÅÒ, s, t � ãëîáàëüíûå*)34. begin35. for u 2 XV do (*èíèöèàëèçàöèÿ*)36. begin ÍÎÂÛÉ[u℄:=èñòèíà;37. P [u℄ := ÍÀ×ÀËÎ[u℄(*ÍÀ×ÀËÎ[u℄ � óêàçàòåëü íà íà÷àëî ñïèñêà XÇÀÏÈÑÜ[u℄;P [u℄=óêàçàòåëü íà �àêòè÷åñêè àíàëèçèðóåìûé ýëåìåíò ñïèñêà XÇÀÏÈÑÜ[u℄*)38. end;(*ïîèñê â ãëóáèíó âî âñïîìîãàòåëüíîì áåñêîíòóðíîìãðà�å, íà÷èíàÿ ñ èñòî÷íèêà s*)39. CTEK := ?; CTEK ( s; ÍÎÂÛÉ[s℄ :=ëîæü;40. while ÑÒÅÊ 6= ? do (*ãëàâíûé öèêë*)41. begin u := top(ÑÒÅÊ); (*u � âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà*)42. (*îòûñêàíèå ïåðâîé íîâîé âåðøèíû â ñïèñêå XÇÀÏÈÑÜ[u℄*)43. if P [u℄=nil then b:=ëîæüelse b:=not ÍÎÂÛÉ[P [u℄ " :âåðø℄;44. while b do45. begin P [u℄ := P [u℄ " :ñëåä;46. if P [u℄=nil then b:=ëîæü47. else b:=not ÍÎÂÛÉ[P [u℄ " :âåðø℄48. end;49. if P [u℄ 6= nil then (*íàéäåíà íîâàÿ âåðøèíà*)50. if P [u℄ " :âåðø = t then (*íàéäåíà ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü*)51. (*óâåëè÷åíèå ñóùåñòâóþùåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âäîëü÷åðåäóþùåéñÿ öåïè, õðàíÿùåéñÿ â ñòåêå*)52. while top(ÑÒÅÊ) 6= s do53. begin y ( ÑÒÅÊ; x( ÑÒÅÊ;54. ÑÎ×ÅÒ[x℄ := y; ÑÎ×ÅÒ[y℄ := x55. end56. (*â ñòåêå îñòàëñÿ òîëüêî èñòî÷íèê s*)57. else (* P [u℄ " :âåðø 6= t*)58. begin v := P [u℄:âåðø; CTEK ( v; ÍÎÂÛÉ[v℄:=ëîæü59. end60. else (*P [u℄=nil, ò.e. â ñïèñêå XÇÀÏÈÑÜ[u℄ óæå íåò íîâûõ âåðøèí*)61. u( CTEK (*óäàëèòü âåðõíèé ýëåìåíò ñòåêà*)



154 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è62. end63. end; (*ÔÀÇÀ*)64. begin (*ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)65. for v 2 V do CO×ÅÒ[v℄ := 0; (*èíèöèàëèçàöèÿ; ïàðîñî÷åòàíèå � ïóñòîå*)66. PGA; (*ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîãî áåñêîíòóðíîãî ãðà�à*)67. repeat ÔÀÇÀ; PGA68. until not XV [t℄69. endÁîëüøàÿ ý��åêòèâíîñòü àëãîðèòìà Õîïêðî�òà�Êàðïà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òîïîðÿäîê ÷èñëà �àç åñòü pn. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îãðàíè÷åííîñòè ÷èñëà �àç íàìáóäåò íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 4.11. Ïóñòü M è N � äâà ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðà�å H =hX;Y;Ei, è ïóñòü jM j = r < s = jN j. Òîãäà ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü M �N ñîäåðæèò íå ìåíåå s � r ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé îòíîñèòåëüíî M ñ ïîïàðíîðàçëè÷íûìè ìíîæåñòâàìè âåðøèí.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ãðà� H� = hX;Y;M � Ni è îáîçíà÷èì ÷å-ðåç C1; : : : ; Cp êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðà�à. Êàæäàÿ âåðøèíà ãðà�à H�ïðèíàäëåæèò íå áîëåå ÷åì îäíîìó ðåáðó èç MnN è íå áîëåå ÷åì îäíîìó ðå-áðó èç NnM (òàê êàê M è N � ïàðîñî÷åòàíèÿ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿêîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ci èìååò îäèí èç òðåõ ñëåäóþùèõ âèäîâ:1. èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà;2. öèêë ÷åòíîé äëèíû ñ ðåáðàìè ïîïåðåìåííî èç MnN è NnM ;3. öåïü ñ ðåáðàìè ïîïåðåìåííî èç MnN è NnM (ýòî íå îáÿçàòåëüíî ÷åðåäó-þùàÿñÿ öåïü: îáà åå êîíöà ìîãóò ïðèíàäëåæàòü X èëè îáà Y ).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ei ìíîæåñòâî ðåáåð êîìïîíåíòû Ci è ðàññìîòðèì âåëè÷èíóÆi = jEi \ N j � jEi \M j. Èìååì Æi = f�1; 0; 1g, ïðè÷åì Æi = 1 òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà Ci � ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îòíîñèòåëüíî M . Áîëåå òîãî, Æi = 1 äëÿíå ìåíåå ÷åì s� r óêàçàòåëåé, òàê êàêpPi=1 Æi = pPi=1 (jEi \N j � jEi \M j) = pPi=1 jEi \N j � pPi=1 jEi \M j == jNnM j � jMnN j = jN j � jM j = s� r:Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî ëåììû çàêîí÷åíî.Òåïåðü ìû ìîæåì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ îáúÿâëåííî-ãî îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî �àç àëãîðèòìà Õîïêðî�òà�Êàðïà.



4.3. Íàéáîëüøèå ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ 155Òåîðåìà 4.12.×èñëî �àç àëãîðèòìà Õîïêðî�òà�Êàðïà íå ïðåâûøàåò 2bps
+1, ãäå s � íàèáîëüøàÿ ìîùíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ â äàííîì ãðà�å.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P0; P1; : : : ; Ps�1 ïîñëåäîâàòåëüíûå ÷åðå-äóþùèåñÿ öåïè, ïîñòðîåííûå àëãîðèòìîì, è îïðåäåëèì M0 = ?, Mi = Mi�1 �Pi�1 äëÿ 1 � i � s. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Pi ÿâëÿåòñÿ ÷åðåäóþùåéñÿ öåïüþ îò-íîñèòåëüíî Mi, è ìû óæå çíàåì, ÷òî jP0j � jP1j � : : : � jPs � 1j (ñì. ëåììó4.4). ×èñëî �àç � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë â ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè jP0j; jP1j; : : : ; jPs�1j. Îáîçíà÷èì r = bs�ps
, è ïóñòü r� � òàêîéíàèìåíüøèé èíäåêñ, ÷òî jPr� j = jPrj. Ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîãîáåñêîíòóðíîãî ãðà�à Pr� � êðàò÷àéøàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îòíîñèòåëüíî Mr�(�àêòè÷åñêè Pi � ýòî êðàò÷àéøàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îòíîñèòåëüíî Mi äëÿêàæäîãî i, íî ýòîò �àêò òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà, ñì. çàäà÷ó 4.11). Ïî ëåììå4.11 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå jMsj � jMr� j = s� r� íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷åðå-äóþùèõñÿ öåïåé îòíîñèòåëüíî Mr� , ñëåäîâàòåëüíî, êðàò÷àéøàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿöåïü îòíîñèòåëüíî Mr� ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì r�=(s� r�) ðåáåð ïàðîñî÷åòàíèÿMr� .Îòñþäà jPrj = jPr� j � 2r�s�r� + 1 � 2rs�r + 1 == 2bs�ps
dpse + 1= 2sdpse � 1 � 2ps� 1 � 2bps
+ 1:Äëèíà êàæäîé öåïè íå÷åòíàÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüjP0j; : : : ; jPr j ñîäåðæèò íå áîëåå ÷åì bps
+ 1 ðàçëè÷íûõ ÷èñåë. Ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü jPr+1j; : : : ; jPs�1j ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå ÷åì (s � 1) � (r + 1) + 1 =s�r�1 = dpse�1 � bs
 äðóãèõ ÷èñåë, ÷òî â ñóììå äàåò òðåáóåìîå îãðàíè÷åíèå2bps
+ 1.Òåïåðü ëåãêî îöåíèòü ñëîæíîñòü âñåãî àëãîðèòìà 4.10. Êàê ïîèñê â øèðèíóâ ïðîöåäóðå PGA, òàê è ïîèñê â ãëóáèíó â ïðîöåäóðå ÔÀÇÀ òðåáóþò O(m+n)øàãîâ, ÷òî ïðè ÷èñëå �àç ïîðÿäêà pn äàåò îáùóþ ñëîæíîñòü O ((m+ n)pn)èëè, åñëè èñïîëüçîâàòü òîëüêî ÷èñëî âåðøèí â êà÷åñòâå ðàçìåðíîñòè çàäà÷è,O(n5=2).Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî èçâåñòåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷å-òàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì íåîáÿçàòåëüíî äâóäîëüíîì ãðà�å ñî ñëîæíîñòüþ O(n5=2)(ñì. [19℄). Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì íåñðàâíåííî áîëåå ñëîæíûé. Àëãîðèòì äëÿäâóäîëüíîãî ãðà�à, îòëè÷íûé îò ïðåäñòàâëåííîãî çäåñü, ïðåäëîæèë �àëèë â[26℄.



156 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è4.4 Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåéÏóñòü hA1; : : : ; Ani � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (íåîáÿçàòåëü-íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ è íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåä-ñòàâèòåëåé äëÿ hA1; : : : ; Ani áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü ha1; : : : ; ani, ÷òî ai 2 Ai, 1 � i � n, è ai 6= aj äëÿ i 6= j. Ìû áóäåìãîâîðèòü, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ýëåìåíò ai ïðåäñòàâ-ëÿåò ìíîæåñòâî Ai. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ðàçëè÷íûõïðåäñòàâèòåëåé èçâåñòíà âî ìíîãèõ íå�îðìàëüíûõ ïîñòàíîâêàõ. Îäíà èç íèõ �ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ¾çàäà÷à î êîìèññèÿõ¿. Èìååòñÿ n êîìèññèé, ïðè÷åì Ai �ìíîæåñòâî ÷ëåíîâ i-é êîìèññèè. Íóæíî â êàæäîé êîìèññèè âûáðàòü ïðåäñåäà-òåëÿ òàê, ÷òîáû íè îäèí ÷åëîâåê íå áûë ïðåäñåäàòåëåì áîëåå ÷åì â îäíîé êîìèñ-ñèè. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî çàäà÷à î êîìèññèÿõ ñâîäèòñÿ ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþçàäà÷è î ñóïðóæåñêèõ ïàðàõ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîçäàäèì ìíîæåñòâàX = A1 [ : : : [ An = fx1; : : : ; xmg (4.14)Y = fy1; : : : ; yng (4.15)(ýëåìåíòû x1; : : : ; xm; y1; : : : ; yn ïîïàðíî ðàçëè÷íû) èE = ffxi; yjg : 1 � i � m ^ 1 � j � n ^ xi 2 Ajg: (4.16)Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ha1; : : : ; ani îä-íîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèþ ìîùíîñòè n â äâóäîëüíîì ãðà�å H =hX;Y;Ei, à èìåííî ïàðîñî÷åòàíèþ ffa1; y1g; : : : ; fan; yngg.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîò �àêò, ÷òî ãðà� H èìååò m+n âåðøèí è nPj=1 jAj jðåáåð, ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 4.13. Äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ hA1; : : : ; Aniìîæíî íàéòè ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òà-êîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò, çà âðåìÿ O �pnPnj=1 jAj j�.Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî �àç â àëãîðèòìå Õîïêðî�òà�Êàðïà, ïðèìåíåííîìê ãðà�ó H , íå ïðåâûøàåò 2bpn
+1 (ñì. òåîðåìó 4.12). Îòñþäà ÷èñëî øàãîâ àë-ãîðèòìà èìååò ïîðÿäîê O �pn�n+Pnj=1 jAj j��. Ìîæíî ïðåäïîëàãàòü,÷òî âñåìíîæåñòâà Ai íåïóñòûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìû ðàçëè÷-íûõ ïðåäñòàâèòåëåé íå ñóùåñòâóåò. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè n+Pnj=1 jAj j �2Pnj=1 jAj j, ÷òî äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà.Äîêàæåì òåïåðü êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ô. Õîëëà [30℄, äàþùóþ íåîáõîäèìîåè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿäàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ.



4.4. Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé 157Òåîðåìà 4.14. Ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè hA1; : : : ; Ani ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà������[j2J Aj������ � jJ j äëÿ êàæäîãî J � f1; : : : ; ng: (4.17)Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåéha1; : : : ; ani, òî äëÿ êàæäîãî J èìååì������[j2J Aj������ � ������[j2J fajg������ = jJ jÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ hA1; : : : ; Ani íå ñóùåñòâóåò ñèñòåìû ðàçëè÷-íûõ ïðåäñòàâèòåëåé, è ðàññìîòðèì íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå M â ãðà�åH = hX;Y;Ei, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hA1; : : : ; Ani (ñì. �îðìóëû(4.14), (4.15), (4.16)). Î÷åâèäíî, ÷òî jM j < n, à ñëåäîâàòåëüíî, â Y ñóùåñòâóåòñâîáîäíàÿ âåðøèíà, äîïóñòèì b0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X0 ìíîæåñòâî òåõ âåðøèíx 2 X , äî êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ¾÷àñòè÷íàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü¿ èç b0 âèäàb0; a1; b1; : : : ; bk�1; ak;ãäå k � 1, ak = x, fai; big 2M äëÿ 1 � i � k�1 è fbi�1; aig 2 EnM äëÿ 1 � i � n.Î÷åâèäíî, ÷òî X0 íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âåðøèí, ïîñêîëüêó òàêàÿ âåðøèíàñîîòâåòñòâîâàëà áû ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òîM � íàè-áîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå. Ïóñòü Y0 áóäåò ìíîæåñòâîì âåðøèí, ñî÷åòàåìûõ ïî-ñðåäñòâîìM ñ âåðøèíàìè èç X0. Îáîçíà÷èì J = fj : 1 � j � n^yj 2 Y0[fb0gg.Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî [j2J Aj = X0è, ñëåäîâàòåëüíî, ������[j2J Aj������ = jX0j = jY0j = jJ j � 1 < jJ j;ò.å. óñëîâèå (4.17) íå âûïîëíÿåòñÿ.Î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà Õîëëà íå èìååò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ ñ àëãîðèòìè÷å-ñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê ïðîâåðêà óñëîâèÿ (4.17) òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ âñåõ2n âîçìîæíûõ ìíîæåñòâ J � f1; : : : ; ng.Äîêàæåì åùå îäíó òåîðåìó, ñâÿçàííóþ ñ ïàðîñî÷åòàíèÿìè â äâóäîëüíîì ãðà-�å. Íàçîâåì âåðøèííûì ïîêðûòèåì â ãðà�å G = hV;Ei òàêîå ïðîèçâîëüíîå



158 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èìíîæåñòâî P � V , ÷òî êàæäîå ðåáðî e 2 E èíöèäåíòíî ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èçìíîæåñòâà P . Îòìåòèì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà V nP åñòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ò.å. ìíîæåñòâî âåðøèí, âêîòîðîì íèêàêèå äâå íå ñâÿçàíû ðåáðîì. Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòüíàèìåíüøèå ïî ìîùíîñòè âåðøèííûå ïîêðûòèÿ â äâóäîëüíûõ ãðà�àõ. ÏóñòüM � íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â äâóäîëüíîì ãðà�å H = hX;Y;Ei, è ïóñòü A� ìíîæåñòâî âåðøèí a 2 X [ Y , äîñòèæèìûõ èç ñâîáîäíûõ âåðøèí â X ïðèïîìîùè ¾÷àñòè÷íûõ ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé¿, îïðåäåëåííûõ àíàëîãè÷íî òîìó, êàêýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Õîëëà.Ëåììà 4.15. Åñëè ãðà� H íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, òî P =(XnA) [ (Y \A) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì âåðøèííûì ïîêðûòèåì, a N = (X \A) [ (Y nA) � ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì âåðøèí.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòè-åì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå ðåáðî fx; yg 2 E, x 2 X , y 2 Y , íå áóäåòèíöèäåíòíûì íè ñ îäíîé èç âåðøèí ìíîæåñòâà P . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x 2 A èy =2 A. Âêëþ÷åíèå fx; yg 2 M íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, èáî â òàêîì ñëó÷àå âåð-øèíà x ìîæåò áûòü äîñòèæèìà òîëüêî ñ ïîìîùüþ öåïè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç y,÷òî âûçâàëî áû y 2 A. Îäíàêî è ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé fx; yg 2 EnM , òàêæåíåâîçìîæíà, òàê êàê öåïü, äîñòèãàþùóþ x, ìîæíî áûëî áû óâåëè÷èòü íà ðå-áðî fx; yg, ÷òî ñíîâà âûçûâàëî áû y 2 A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò,÷òî P ÿâëÿåòñÿ âåðøèííûì ïîêðûòèåì. Îòìåòèì, ÷òî íè îäíà âåðøèíà â P íåÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé. Äëÿ âåðøèí èç XnA ýòî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-äåëåíèÿ ìíîæåñòâà A, à äëÿ âåðøèí èç Y \A èç òîãî, ÷òî ñâîáîäíàÿ âåðøèíà âY \A ñîîòâåòñòâîâàëà áû ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè îòíîñèòåëüíîM âîïðåêè íàøåìóïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè jM j. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì äîêàçûâàåì, ÷òîíå áîëåå îäíîé âåðøèíû ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà fx; yg 2 M ïðèíàäëåæèò ìíîæå-ñòâó P : åñëè y 2 Y \ A, òî x 2 A è òåì ñàìûì x =2 P . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîjP j � jM j. Îäíàêî êàæäîå âåðøèííîå ïîêðûòèå ïî îïðåäåëåíèþ äîëæíî ñî-äåðæàòü íå ìåíåå îäíîé âåðøèíû êàæäîãî ðåáðà, à äëÿ ðåáåð ïàðîñî÷åòàíèÿî÷åâèäíî, ÷òî ýòè âåðøèíû ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà äîëæíîâûïîëíÿòüñÿ jP j � jM j, ÷òî äîêàçûâàåò ìèíèìàëüíîñòü íàøåãî âåðøèííîãî ïî-êðûòèÿ è ðàâåíñòâî jP j = jM j. Âòîðàÿ ÷àñòü ëåììû âûòåêàåò èç ïåðâîé â ñèëóíàøèõ ïðåäûäóùèõ çàìå÷àíèé è èç òîãî, ÷òî N = (X [ Y )nP .Îòìåòèì ñëåäñòâèå èç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà; çàìåòèì, ÷òî èçî-ëèðîâàííûå âåðøèíû íå îêàçûâàþò íèêàêîãî âëèÿíèÿ íè íà ïàðîñî÷åòàíèÿ, íèíà âåðøèííûå ïîêðûòèÿ.Ñëåäñòâèå 4.16. Â ïðîèçâîëüíîì äâóäîëüíîì ãðà�å ìèíèìàëüíàÿ ìîù-íîñòü âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ðàâíà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè ïàðîñî÷åòàíèÿ.Ñëåäóåò äàòü çäåñü äðóãóþ �îðìóëèðîâêó, ýêâèâàëåíòíóþ ïðèâåäåííîé âû-øå, � �îðìóëèðîâêó â òåðìèíàõ 0-1-ìàòðèö. Ïîä ëèíèåé òàêîé ìàòðèöû ìû



4.4. Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé 159
ux4jux3
ux2ux1

uy5uy4
uy3juy2
uy1j

XXXXXX�������������������������������
�������XXXXXXXXXXXXXXXXXX������ZZZZZZ������������������ y1 y2 y3 y4 y5x1 1 0 1 0 0x2 1 0 1 0 0x3 0 0 1 0 0x4 0 1 1 1 1�èñ. 4.5: Èëëþñòðàöèÿ âåíãåðñêîé òåîðåìû.áóäåì ïîíèìàòü åå ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Òåîðåìà, ïðèâîäèìàÿ íèæå, ÷àñòî íà-çûâàåòñÿ òàêæå ¾âåíãåðñêîé òåîðåìîé¿.Òåîðåìà 4.17. (Êåíèã è Ýãåðâàðè). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé 0-1-ìàòðèöû ìàê-ñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà (ïîÿâëåíèé) åäèíèö, èç êîòîðûõ íèêàêèåäâå íå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè, ðàâíà ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíèé, êîòîðûìèìîæíî ïîêðûòü âñå åäèíèöû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äàííîé 0-1-ìàòðèöû A = [aij ℄ ñ n ñòðîêàìè è mñòîëáöàìè ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðà� H = hX;Y;Ei, ãäå X = fx1; : : : ; xng,Y = fy1; : : : ; ymg èE = ffxi; yjg : 1 � i � n ^ 1 � j � m ^ aij = 0gËåãêî îòìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâà åäèíèö â A, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ëåæàòíà îäíîé ëèíèè, â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþò ïàðîñî÷åòàíèþ â H , à êàæäîå ìíî-æåñòâî ëèíèé â A, ïîêðûâàþùèõ âñå åäèíèöû, ïðåäñòàâëÿåò âåðøèííîå ïîêðû-òèå â H . Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî äðóãîé �îðìóëèðîâêîéñëåäñòâèÿ 4.16.Íà ðèñ. 4.5 ïðåäñòàâëåí äâóäîëüíûé ãðà� ñ ìàêñèìàëüíûì ïàðîñî÷åòàíèåì èìèíèìàëüíûì âåðøèííûì ïîêðûòèåì, à òàêæå ïðåäñòàâëåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ0-1-ìàòðèöà, èëëþñòðèðóþùàÿ âåíãåðñêóþ òåîðåìó.Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A, ïîÿâëÿþùååñÿ â ëåììå 4.15, ìîæíî íàéòè çàâðåìÿ O(jX j + jY j+ jEj), èñïîëüçóÿ ïîèñê â ãëóáèíó (èëè â øèðèíó). Åñëè ìûâîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìîì Õîïêðî�òà�Êàðïà è çàìåòèì, ÷òî êàæäóþ èçîëè-ðîâàííóþ âåðøèíó ìîæíî óäàëèòü èç ïðîèçâîëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ èìîæíî äîáàâèòü ê êàæäîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó âåðøèí, òî ïîëó÷èì ñëåä-ñòâèå:



160 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èÑëåäñòâèå 4.18. Êàê ìèíèìàëüíîå âåðøèííîå ïîêðûòèå, òàê è ìàêñè-ìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí â ïðîèçâîëüíîì äâóäîëüíîì ãðà�åH = hX;Y;Ei ìîãóò áûòü íàéäåíû çà âðåìÿ O ((m+ n)pn), ãäå n = jX [ Y j èm = jEj.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ çàäà÷, ïðèâåäåííûõ âûøå, íå èçâåñòåí íè îäèíïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ, íå îáÿçàòåëüíî äâóäîëü-íûõ ãðà�îâ.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ïàðàãðà�à çàéìåìñÿ çàäà÷åé ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåé ñè-ñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìíîæåñòâ hA1; : : : ; Aniè hB1; : : : ; Bni.�àññìîòðåíèå òàêîé ñèñòåìû êàê ïðîñòî ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòå-ëåé êàê äëÿ ïåðâîé, òàê è äëÿ âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå äàåò íè÷åãî èíòå-ðåñíîãî: ñèòóàöèÿ ñâîäèòñÿ ïðîñòî ê ðàññìîòðåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hA1 \B1; : : : ; An\Bni. Ïîýòîìó ìû îïðåäåëèì îáùóþ ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâè-òåëåé äëÿ íàøèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüha1; : : : ; ani, îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâêà � ìíî-æåñòâà f1; : : : ; ng, òàêàÿ ÷òî ha1; : : : ; ani ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòà-âèòåëåé äëÿ hA1; : : : ; Ani è äëÿ hB�(1); : : : ; B�(n)i. Çàäà÷à ñóùåñòâîâàíèÿ è ïî-ñòðîåíèÿ òàêîé ñèñòåìû ëåãêî ñâîäèòñÿ (ñì. [23℄) ê ïîñòðîåíèþ ìàêñèìàëüíîãîíóëü-åäèíè÷íîãî ïîòîêà òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòü èìååò ìíîæåñòâî âåðøèíV = fs; tg [ fx1; : : : ; xng [ fu1; : : : ; umg [ fv1; : : : ; vmg [ fy1; : : : ; yng;ãäåA1[: : :[An[B1[: : :[Bn = fz1; : : : ; zmg. Âåðøèíà xi ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâóAi, âåðøèíà yi � ìíîæåñòâó Bi, à âåðøèíà uj , òàê æå êàê è âåðøèíà vj , �ýëåìåíòó zj . Ìíîæåñòâî äóã ñåòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:E = fhs; xii : 1 � i � ng [ ffxi; ujg : 1 � i � n ^ 1 � j � m ^ zj 2 Aig[ ffuj ; vjg : 1 � j � mg [ ffvj ; yig : 1 � j � m ^ 1 � i � n ^ zj 2 Big[ ffyj ; tg : 1 � j � ng;ïðè÷åì âñå äóãè èìåþò ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü, ðàâíóþ åäèíèöå. Ïðåäîñòàâëÿ-åì ÷èòàòåëþ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî îáùàÿ ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåéñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îïèñàííîé âûøå ñåòè ñóùåñòâóåò ïîòîêâåëè÷èíû n, à òàêæå óòî÷íåíèå äåòàëåé àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ òàêîé ñèñòåìûñî ñëîæíîñòüþ O �pnPnj=1 (jAj j+ jBj j)� (ñì. çàäà÷ó 4.19).Î÷åíü ïðîñò ñëó÷àé, êîãäà êàê hA1; : : : ; Ani òàê è hB1; : : : ; Bni îïðåäåëÿåòðàçáèåíèå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà íà áëîêè îäèíàêîâîé ìîùíîñòè.Òåîðåìà 4.19. Ïóñòü A1 [ : : : [ An = B1 [ : : : [ Bn = X, jAij = jBij = kè jX j = nk. Òîãäà ñóùåñòâóåò k îáùèõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé,êîòîðûå â ñóììå èñ÷åðïûâàþò âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X.



4.4. Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé 161Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñòðîèì äâóäîëüíûé ãðà�H = hX;Y;Ei, ãäåX = fx1; : : : ; xng,Y = fy1; : : : ; ymg, E = ffxi; yjg : 1 � i; j � n ^Ai \ Bj 6= ?gÏîêàæåì, ÷òî â ãðà�åH ñóùåñòâóåò ïàðîñî÷åòàíèå ìîùíîñòè n. Äåéñòâèòåëüíî,äëÿ ïðîèçâîëüíîãî J � f1; : : : ; ng ñóììà Sj2J Aj ñîäåðæèò â òî÷íîñòè jJ jk ýëå-ìåíòîâ è â ðåçóëüòàòå ïåðåñåêàåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå ñ jJ j èç ìíîæåñòâB1; : : : ; Bn.Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå çàäàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ âûòåêàåò èç òåîðåìûÕîëëà (ñì. òåîðåìó 4.14). Ïóñòü íàøå ïàðîñî÷åòàíèå ñî÷åòàåò xi ñ y�(i), 1 �i � n. Ìíîæåñòâà Ci = Ai \ B�(i), 1 � i � n, íåïóñòû è íå ïåðåñåêàþòñÿ, àñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ai 2 Ci 1 � i � n, ïîëó÷à-åì îáùóþ ñèñòåìó ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé ha1; : : : ; ani. Óäàëèâ ýëåìåíòû ai,1 � i � n, èç ìíîæåñòâ Ai è Bi, 1 � t � n, ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ, èäåíòè÷íóþ ïåð-âîíà÷àëüíîé, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî ìîùíîñòü âñåõ ìíîæåñòâ óìåíüøåíà äî k� 1.Ïîâòîðèâ ïðèâåäåííîå âûøå ïîñòðîåíèå k ðàç, ïîëó÷àåì k ñèñòåì ðàçëè÷íûõïðåäñòàâèòåëåé, î êîòîðûõ ðå÷ü èäåò â òåîðåìå.Ïîêàæåì òåïåðü ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ê òåîðèè êîììóòàöèîííûõ ñå-òåé, èñïîëüçóåìûõ â òåëå�îííîé ñâÿçè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû äâà ìíîæåñòâà¾àáîíåíòîâ¿ X è Y , è ïóñòü jX j = jY j = N . Íàøà çàäà÷à � ñîñòàâèòü ïðîåêòóñòàíîâêè, ñîñòîÿùåé èç îäèíî÷íûõ ïåðåêëþ÷àòåëåé, êîòîðàÿ ìîãëà áû ðåà-ëèçîâàòü ñèñòåìó ñâÿçåé, îïðåäåëåííóþ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì' : X ! Y . Òàêóþ óñòàíîâêó ìû áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòðàèâàåìîé ñåòüþ ðàç-ìåðíîñòè N�N . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé ïåðåêëþ÷àòåëü ìîæåò íàõîäèòüñÿâ îäíîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé: çàìêíóò è ðàçîìêíóò. Ñàìûì ïðîñòûì ðåøåíèåì,òðåáóþùèì îäíàêî N2 ïåðåêëþ÷àòåëåé, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå îòäåëüíîãî ïå-ðåêëþ÷àòåëÿ ìåæäó êàæäîé ïàðîé àáîíåíòîâ hx; yi 2 X�Y . �åàëèçàöèÿ îòîáðà-æåíèÿ ' îñíîâûâàåòñÿ íà çàìûêàíèè ïåðåêëþ÷àòåëåé äëÿ ïàð hx; '(x)i, x 2 X ,ïðè ðàçìûêàíèè âñåõ îñòàëüíûõ. Òàêóþ óñòàíîâêó áóäåì íàçûâàòü êîììóòà-òîðîì ðàçìåðíîñòè N �N .Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïåðåñòðàèâàåìàÿ ñåòü ìîæåò ðåàëèçîâûâàòü âñå N !(âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ) îòîáðàæåíèé X íà Y , ñëåäîâàòåëüíî, îíà äîëæíà èìåòüíå ìåíåå ÷åì N ! âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé. Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êîì-áèíàöèåé ÷àñòíûõ (ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè) ïåðåêëþ÷àòåëåé, òî ÷èñëî ïåðåêëþ-÷àòåëåé äîëæíî áûòü íå ìåíåå ÷åì logN ! = O(N logN). Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî,÷òî ñóùåñòâóåò ïåðåñòðàèâàåìàÿ ñåòü, ñîäåðæàùàÿ O(N logN) ïåðåêëþ÷àòåëåé.Ïðåäïîëîæèì, ÷òîN = nk, ãäå n è k � öåëûå ÷èñëà, áîëüøèå åäèíèöû. Òðåõ-ñåêöèîííóþ ñåòü Êëîñà (ñì. [4℄, [7℄, [50℄) òèïà hn; ki ìû ñòðîèì èç òðåõ ñåêöèé:ïåðâîé, ñîñòîÿùåé èç n êîììóòàòîðîâ ðàçìåðíîñòè k � k, âòîðîé, ñîñòîÿùåé èçk êîììóòàòîðîâ ðàçìåðíîñòè n � n, è òðåòüåé, ñîñòîÿùåé, êàê è ïåðâàÿ, èç n
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�èñ. 4.6: Òðåõñåêöèîííàÿ ñåòü Êëîñà òèïà h3; 2iêîììóòàòîðîâ ðàçìåðíîñòè k � k. Ýòè ñåêöèè ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: i-é âûõîä j-ãî êîììóòàòîðà ïåðâîé ñåêöèè ñîåäèíåí ïîñòîÿííî ñj-ì âõîäîì i-ãî êîììóòàòîðà âòîðîé ñåêöèè, à i-é âõîä j-ãî êîììóòàòîðà òðåòüåéñåêöèè ñîåäèíåí ñ j-ì âûõîäîì i-ãî êîììóòàòîðà âòîðîé ñåêöèè äëÿ 1 � i � n,1 � j � k. Òðåõñåêöèîííàÿ ñåòü Êëîñà òèïà h3; 2i ïîêàçàíà íà ðèñ. 4.6.Òåîðåìà 4.20. (Ñëåïÿí [62℄, Äèãèä [10℄). Òðåõñåêöèîííàÿ ñåòü Êëîñà ÿâëÿ-åòñÿ ïåðåñòðàèâàåìîé ñåòüþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ' � ïðîèçâîëüíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-íèå X íà Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ìíîæåñòâî âõîäîâ i-ãî êîììóòàòîðà ïåðâîéñåêöèè, ÷åðåç Ci � ìíîæåñòâî âûõîäîâ i-ãî êîììóòàòîðà òðåòüåé ñåêöèè èBi = fx 2 X : '(x) 2 Cig:Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà A1; : : : ; An, êàê è ìíîæåñòâà B1; : : : ; Bn, îïðåäåëÿþòäâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà X íà áëîêè ìîùíîñòüþ k êàæäûé. Â ñèëó òåîðåìû4.19 ìíîæåñòâîX ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîé ñóììûX = X1[: : :[Xk, ãäåêàæäîå èç ìíîæåñòâ Xj ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé îáùåé ñè-ñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ hA1; : : : ; Ani è hB1; : : : ; Bni. Îòìåòèì, ÷òîäëÿ j = 1; : : : ; k ¾àáîíåíòîâ¿ èç ìíîæåñòâà Xj ìû ìîæåì ñîåäèíèòü ñ ñîîòâåò-ñòâóþùèìè ¾àáîíåíòàìè¿ â Y ÷åðåç j-é êîììóòàòîð öåíòðàëüíîé ñåêöèè. Äåé-



4.4. Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé 163ñòâèòåëüíî, ïóñòü Xj = fa1; : : : ; ang, ãäå ai 2 Ai, è aj 2 B�(i), ò.å. '(ai) = C�(i)äëÿ 1 � i � n è íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêè � ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng. Êîììóòàòîðûïåðâîé ñåêöèè, ñîäåðæàùèå a1; : : : ; an, êàê è êîììóòàòîðû òðåòüåé ñåêöèè, ñî-äåðæàùèå '(a1); : : : ; '(an), ïîïàðíî ðàçëè÷íû, à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ i = 1; : : : ; nìû ìîæåì ïîñòðîèòü öåïü, ðåàëèçóþùóþ ñîåäèíåíèå ai ñ '(ai), ñîåäèíÿÿ ai ñj-ì âûõîäîì i-ãî êîììóòàòîðà ïåðâîé ñåêöèè, çàòåì i-é âõîä ñ �(i)-ì âûõîäîì j-ãî êîììóòàòîðà âòîðîé ñåêöèè è, íàêîíåö, j-é âõîä �(i)-ãî êîììóòàòîðà òðåòüåéñåêöèè ñ '(ai).Íà ðèñ. 4.6 æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ñîåäèíåíèå, ðåàëèçóþùåå ñëåäóþùååñîîòâåòñòâèå ':'(x1) = y4; '(x2) = y2; '(x3) = y5; '(x4) = y6; '(x5) = y3; '(x6) = y1;(X1 = fx1; x3; x6g; X2 = fx2; x4; x5g):Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî N èìååò âèä 2p (åñëè ýòî íå òàê, óâåëè÷èâàåìN äî áëèæàéøåé ñòåïåíè äâîéêè, ò.å. äî 2dlogNe). Ïîñòðîèì òðåõñåêöèîííóþñåòü Êëîñà òèïà hN=2; 2i. Åñëè êàæäûé èç äâóõ êîììóòàòîðîâ ñðåäíåé ñåêöèèìû çàìåíèì çàòåì òðåõñåêöèîííîé ñåòüþ Êëîñà òèïà hN=4; 2i, òî î÷åâèäíî, ÷òîïîëó÷åííàÿ ñåòü (ñ ïÿòüþ ñåêöèÿìè) îñòàíåòñÿ ïåðåñòðàèâàåìîé. Àíàëîãè÷íûåäåéñòâèÿ ìû ìîæåì ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà âñå êîììóòàòîðû íå áóäóòðàçìåðíîñòè 2 � 2. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïåðåñòðàèâàåìàÿ ñåòüñîñòîèò èç 2ð+1 ñåêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò N=2 êîììóòàòîðîâ ðàç-ìåðíîñòè 2� 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïåðåêëþ÷àòåëåé ðàâíî(2ð+ 1) � (N=2) � 4 = 2N � (2p+ l) = 2N(2 logN + 1) = O(NlogN):Äðóãèì ïðèìåíåíèåì òåîðåìû 4.19 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèÿçàíÿòèé. Â ïðîñòåéøåé íàèáîëåå èäåàëèçèðîâàííîé �îðìóëèðîâêå ýòà çàäà÷àïðåäñòàâëåíà íåêîòîðûì ìíîæåñòâîì çàíÿòèé X ìîùíîñòè nk è äâóìÿ ðàçáè-åíèÿìè X = W1 [ : : : [Wn è X = S1 [ : : : [ Sn, ãäå Wi � ìíîæåñòâî çàíÿòèé,ïðîâîäèìûõ i-ì ïðåïîäàâàòåëåì, a Si � ìíîæåñòâî çàíÿòèé, ïðîâîäèìûõ â i-éàóäèòîðèè, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî jWij = jSij = k, 1 � i � n. Ïîñòðîåíèå,ïðîâåäåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4.19, äàåò k îáùèõ ñèñòåì ðàçëè÷íûõïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hW1; : : : ;Wni è hS1; : : : ; Sni, ïðè÷åìýòè ñèñòåìû â ñóììå èñ÷åðïûâàþò âñå ìíîæåñòâî çàíÿòèé X . Åñëè, ñêàæåì,êàæäîå çàíÿòèå äëèòñÿ 1 ÷àñ, òî, ïðîâîäÿ çàíÿòèÿ, îïðåäåëåííûå j-é ñèñòåìîéâ òå÷åíèå j-ãî ÷àñà, j = 1; : : : ; k, ìû ïîëó÷àåì ðàñïèñàíèå çàíÿòèé, â êîòî-ðîì âñå çàíÿòèÿ ïðîâîäÿòñÿ â òå÷åíèå k ÷àñîâ, ïðè÷åì âñå ýòî âðåìÿ çàíÿòûêàæäàÿ àóäèòîðèÿ è êàæäûé ïðåïîäàâàòåëü. Íà ïðàêòèêå ñîñòàâëåíèå ðàñïèñà-íèÿ çàíÿòèé ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì, ïîòîìó ÷òî ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåîãðàíè÷åíèÿ (÷àñòî ïðîòèâîðå÷èâûå), âîçíèêàþùèå, íàïðèìåð, èç-çà òîãî, ÷òî



164 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èíåêîòîðûå ó÷àùèåñÿ õîòÿò áûòü ñëóøàòåëÿìè ìíîãèõ êóðñîâ, êîòîðûå òåì ñà-ìûì íå ìîãóò ïðîõîäèòü îäíîâðåìåííî.4.5 �àçëîæåíèå íà öåïèÑåìåéñòâî C ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè äëÿïðîèçâîëüíûõ A;B 2 C èìååì A � B èëè B � A. Äðóãèìè ñëîâàìè, C ÿâëÿåòñÿöåïüþ, åñëè ýòî ñåìåéñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê C = fC1; : : : ; Ckg, ãäå k = jCjè C1 � C2 � : : : � Ck. Â äàííîì ïàðàãðà�å ìû çàéìåìñÿ ðàçëîæåíèåì ñåìåéñòâà}(X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öåïåé.Ïóñòü n = jX j. Öåïü W áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðè÷íîé öåïüþ â }(X), åñëèîíà èìååò âèä Cbn=2
�j � Cbn=2
�j+1 � : : : � Cbn=2
+j ;ãäå 0 � j � bn=2
 è jCij = i äëÿ bn=2
 � j � i � bn=2
+ j.Ïîêàæåì òåïåðü ïîñòðîåíèå, êîòîðîå èç ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà }(X) íà ñèì-ìåòðè÷íûå öåïè ñòðîèò ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà }(X [ fag)(a =2 X) íà ñèììåòðè÷-íûå öåïè. Äëÿ ýòîãî êàæäóþ ñèììåòðè÷íóþ öåïü A1 � A2 � : : : � Ak â }(X),ïðèíàäëåæàùóþ íàøåìó ðàçáèåíèþ, çàìåíèì ñíà÷àëà ñëåäóþùèìè äâóìÿ öå-ïÿìè â }(X [ fag): A1 � A2 � : : : � Ak; (4.18)A1 [ fag � A2 [ fag � : : : � Ak [ fag (4.19)Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà}(X [ fag) íà öåïè. Öåïè (4.18) è (4.19) íå áóäóò ñèììåòðè÷íûìè â }(X [fag), íî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èõ ìîæíî ñäåëàòü òàêèìè, ïåðåíåñÿ ïîñëåäíååìíîæåñòâî èç âòîðîé öåïè â ïåðâóþ:A1 � A2 � : : : � Ak � Ak [ fag; (4.20)A1 [ fag � A2 [ fag � : : : � Ak�1fag (4.21)Åñëè k = 1, òî âòîðàÿ èç ïðèâåäåííûõ âûøå öåïåé èñ÷åçàåò, ò.å. âñå ïîäìíî-æåñòâà, ïîÿâëÿþùèåñÿ â (4.18) è (4.19), ìû ïîìåùàåì â îäíó ñèììåòðè÷íóþöåïü. Íà÷èíàÿ ñ ñåìåéñòâà }(?) = f?g, êîòîðîå ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîéöåïüþ, è ïîâòîðÿÿ îïèñàííîå âûøå ïîñòðîåíèå n ðàç, ïîëó÷àåì ðàçáèåíèå ñå-ìåéñòâà }(X) íà ñèììåòðè÷íûå öåïè.Àíòèöåïüþ â }(X) áóäåì íàçûâàòü òàêîå ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâîA � }(X),÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A;B 2 A, A 6= B, èìååì A * B è B * A. Ïðèìåðîì àí-òèöåïè ÿâëÿåòñÿ }k(X), ñåìåéñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâàX (0 � k � jX j). Ïóñòü }(X) = C1[ : : :[Cp � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà



4.5. �àçëîæåíèå íà öåïè 165}(X) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öåïè, è ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ àíòèöåïü â }(X).ßñíî, ÷òî íå áîëåå îäíîãî ìíîæåñòâà A 2 A ïîïàäàåò â êàæäóþ èç öåïåé Ci è÷òî îòñþäà âûòåêàåò p � jAj. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååìÑëåäñòâèå 4.21.Ìîùíîñòü êàæäîé àíòèöåïè â }(X) íå ïðåâûøàåò ÷èñëàáëîêîâ â ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè ñåìåéñòâà }(X) íà öåïè.Åñëè áû íàì óäàëîñü óêàçàòü òàêóþ àíòèöåïü A â }(X) è òàêîå ðàçáèåíèåíà öåïè }(X) = C1 [ : : : [ Cp, ïðè êîòîðîì jAj = p, òî î÷åâèäíî, ÷òî A áûëîáû ìàêñèìàëüíîé àíòèöåïüþ â }(X), à íàøå ðàçáèåíèå áûëî áû ðàçáèåíèåìñåìåéñòâà }(X) íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öåïåé. Â ñóùíîñòè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òîòàêèå àíòèöåïü è ðàçáèåíèÿ ñóùåñòâóþò. Äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü A = }bn=2
(X)(n = jX j), à â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ñåìåé-ñòâà }(X) íà ñèììåòðè÷íûå öåïè, íàïðèìåð ðàçáèåíèå, ïîëó÷åííîå ïðèìåíå-íèåì îïèñàííîãî ðåêóðñèâíîãî ïîñòðîåíèÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî êàæäàÿñèììåòðè÷íàÿ öåïü ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî bn=2
-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Ïî-ñêîëüêó öåïè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïîêðûâàþò }(X), òî èõ äîëæíî áûòü â òî÷íîñòèñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ bn=2
-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ. Âñïîìíèì, ÷òî ÷èñ-ëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî áèíîìèàëüíîìóêîý��èöèåíòó �nk� (ñì. ðàçä. 1.6), è óïîðÿäî÷èì ïîëó÷åííûå �àêòû.Òåîðåìà 4.22 (Øïåðíåð [63℄). Ìîùíîñòü ïðîèçâîëüíîé àíòèöåïè â }(X),jX j = n, íå ïðåâûøàåò � nbn=2
�, ò.å. }bn=2
(X) �ìàêñèìàëüíàÿ àíòèöåïü.Òåîðåìà 4.23. Êàæäîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà }(X) íà ñèììåòðè÷íûå öåïèñîñòîèò èç � nbn=2
� öåïåé, ãäå n = jX j, è ÿâëÿåòñÿ ðàçáèåíèåì ñåìåéñòâà }(X)íà ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå ÷èñëî öåïåé.Îïèøåì òåïåðü äåòàëüíóþ ðåàëèçàöèþ ïðåäëîæåííîãî ðåêóðñèâíîãî ìåòî-äà ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà }(X) íà öåïè. Ïðèìåì X = f1; : : : ; ng èïðåäñòàâèì êàæäóþ ñèììåòðè÷íóþ öåïü C â }(X) çàïèñüþ, ñîäåðæàùåé ìàññèâP [1::n℄ è ïåðåìåííûå íà÷ è êîíåö, òàêèå ÷òîC = ffP [1℄; P [2℄; : : : ; P [i℄g : íà÷ � i � êîíåög:Êðîìå òîãî, òàêàÿ çàïèñü ñîäåðæèò óêàçàòåëü ñëåä íà çàïèñü, ïðåäñòàâëÿþùóþñëåäóþùóþ öåïü ðàçáèåíèÿ.Àëãîðèòì 4.24. (Íàõîæäåíèå ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-æåñòâà f1; : : : ; ng íà ñèììåòðè÷íûå öåïè.)Äàííûå: n.�åçóëüòàòû: Ñïèñîê çàïèñåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò áëîê ðàçáè-åíèÿ ñåìåéñòâà }(f1; : : : ; ng) íà ñèììåòðè÷íûå öåïè (ðàçá ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåìíà íà÷àëî ýòîãî ñïèñêà).1 fun
tion �ÀÇÁÈÅÍÈÅ(k); (*çíà÷åíèåì ýòîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿóêàçàòåëü íà íà÷àëî ñïèñêà çàïèñåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé



166 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èñèììåòðè÷íóþ öåïü }(X), X = f1; : : : ; kg; âñå çàïèñè â ñïèñêåîïðåäåëÿþò ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà }(X) íà ñèììåòðè÷íûå öåïè*)2 begin3 if k = 0 then (*ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ ñåìåéñòâà }(?) = f?gíà ñèììåòðè÷íûå öåïè � åäèíñòâåííîé öåïüþ ÿâëÿåòñÿ f?g*)4 begin new(w); (*w = óêàçàòåëü íà çàïèñü, ïðåäñòàâëÿþùóþ öåïü*)5 with w " do6 begin íà÷ := 0; êîíåö := 0; ñëåä:=nil7 end8 end9 else (*k > 0*)10 begin w := �ÀÇÁÈÅÍÈÅ(k � 1);11 pp := w;12 while pp 6=nil do13 with pp " do14 begin (*ñèììåòðè÷íàÿ öåïü A1 � : : : � Ar,ïðåäñòàâëåííàÿ çàïèñüþ pp ", çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ öåïÿìè:A1 � A2 � : : : Ak � Ak [ fag è A1 [ fag � A2 [ fag � : : : Ak�1fag,ïðè÷åì âòîðàÿ îïóñêàåòñÿ, åñëè r = 1, ò.å. êîãäà pp " :íà÷ = pp " :êîíåö*)15 ïîñëåä := ñëåä;16 if íà÷ < êîíåö then (*öåïü äëèíû r > 1*)17 begin (*äîáàâèòü íîâóþ öåïü A1 [ fkg � : : : � Ar�1 [ fkg*)18 new(pn); pn " :ñëåä := ñëåä; ñëåä := pn;19 pn " :íà÷ := íà÷+ 1; pn " :êîíåö := êîíåö;20 pn " :P [1℄ := k;21 for i := 2 to êîíåö do pn " :P [i℄ := P [i� 1℄22 end;(*äîáàâèòü Ar [ fkg ê öåïè, ïðåäñòàâëåííîé çàïèñüþ pp "*)23 êîíåö := êîíåö+ 1; P [êîíåö℄ := k;24 ðð := ïñëåä25 end26 end;27 �A3ÁÈÅÍÈÅ := w28 end; (*�ÀÇÁÈÅÍÈÅ*)29 begin (*ãëàâíàÿ ïðîãðàììà*)30 ðàçá := �ÀÇÁÈÅÍÈÅ(n)31 endÏðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ ïðîâåðèòü, ÷òî ÷èñëî øàãîâ, âûïîëíÿåìûõ àëãî-ðèòìîì, èìååò ïîðÿäîê ñóììû äëèí âñåõ ïîëó÷åííûõ öåïåé ðàçáèåíèÿ, ò.å.



4.5. �àçëîæåíèå íà öåïè 167O(2n). Íà ðèñ. 4.7 ïîêàçàí ñïèñîê ñèììåòðè÷íûõ öåïåé, ïîëó÷åííûõ ïðè ïî-ìîùè ýòîãî àëãîðèòìà äëÿ n = 5. Îòìåòèì, ÷òî â êàæäîé èç çà-1 2 3 4 5 ℄[ 5 1 2 3 ℄[ 4 1 2 5 ℄5 [ 4 1 ℄[ 3 1 4 5 ℄5 [ 3 1 ℄4 [ 3 5 ℄[ 2 3 4 5 ℄5 [ 2 3 ℄4 [ 2 5 ℄�èñ. 4.7: Ñïèñîê ñèììåòðè÷íûõ öåïåé, ïî-ñòðîåííûõ àëãîðèòìîì 4.24 äëÿ n = 5(¾[¿ ïðåäøåñòâóåò P [íà÷℄ à ¾℄¿ ñëåäóåò çàP [êîíåö℄, íà÷ = 0 äëÿ ïåðâîé öåïè).

ïèñåé ñïèñêà, ñîñòàâëåííîãî àëãî-ðèòìîì 4.24, ýëåìåíòû P [i℄ äëÿi > êîíåö íå îïðåäåëåíû. Åñ-ëè èõ îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíûìñïîñîáîì òàê, ÷òîáû ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü P [1℄; : : : ; P [n℄ áûëà ïå-ðåñòàíîâêîé, òî ìû ïîëó÷èì ñïè-ñîê ïåðåñòàíîâîê '1; '2; : : : ; 'm,m = � nbn=2
�, ñ î÷åíü ëþáîïûòíûìñâîéñòâîì. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíî-æåñòâà A � f1; : : : ; ng ñóùåñòâóåòòàêàÿ ïåðåñòàíîâêà ', ÷òî ìíîæå-ñòâî ïåðâûõ jAj ÷ëåíîâ ýòîé ïåðå-ñòàíîâêè ðàâíî A (ïåðåñòàíîâêóìû òðàêòóåì çäåñü êàê ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü äëèíû n). Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñïðèâåäåííûì âûøå ñâîéñòâîì íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, ïîñêîëüêó êàæäîå èçm = � nbn=2
�bn=2
-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ äîëæíî ïîÿâëÿòüñÿ êàê íà÷àëüíûéó÷àñòîê â êàêîé-ëèáî ïåðåñòàíîâêå.Ïîêàæåì òåïåðü ïðèìåíåíèå òàêîé ñèñòåìû ïåðåñòàíîâîê äëÿ îðãàíèçàöèèêàðòîòåê, àâòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Ëóì (ñì. [47℄). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñèòó-àöèþ, êîãäà çàïèñü â íåêîòîðîé êàðòîòåêå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ n àòðèáóòîâ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-é àòðèáóò äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàïèñè ìîæåò ïðèíèìàòüîäíî èç ni çíà÷åíèé; äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ 1; : : : ; ni. Ïóñòü Ráóäåò ìíîæåñòâîì çàïèñåé â íàøåé êàðòîòåêå. Òîãäà êàæäàÿ çàïèñü r îïèñûâà-åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ hw1(r); : : : ; wn(r)i, ãäå wi(r) � çíà÷åíèå i-ãî àòðèáóòàäëÿ r (1 � wi(r) � ni). Ìû ìîæåì ðàññîðòèðîâàòü íàøó êàðòîòåêó ¾ëåêñèêîãðà-�è÷åñêè¿ ìíîãèìè ñïîñîáàìè, åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå òî, ÷òî ïîíÿòèå ëåêñè-êîãðà�è÷åñêîãî ïîðÿäêà ïðåäïîëàãàåò íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åíèå êîîðäèíàò � îòêîîðäèíàò, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ¾èçìåíÿþòñÿ ìåäëåííî¿, äî êîîðäèíàò, çíà÷åíèÿêîòîðûõ ¾èçìåíÿþòñÿ áûñòðåå âñåãî¿. Òî÷íåå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêè' ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng ìû îïðåäåëÿåì ïîðÿäîê �' ñëåäóþùèì îáðàçîì:ha1; : : : ; ani �' hb1; : : : ; bni , ha1; : : : ; ani = hb1; : : : ; bni èëè 9k, 1 � k � r, òàêîå÷òî a'(i) = b'(i) äëÿ 1 � i < k è a'(k) = b'(k).Â ìåòîäå Ëóìà èñïîëüçóåòñÿ � nbn=2
� êîïèé êàðòîòåê, èç êîòîðûõ i-ÿ, îáî-çíà÷èì åå Ki, ñîðòèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ



168 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èhw1(r); : : : ; wn(r)i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé çàïðîñ, íàïðàâëåííûé â êàðòîòå-êó, èìååò âèä Q = hx1; : : : ; xni, ãäå êàæäûé ÷ëåí xn ÿâëÿåòñÿ ëèáî íåêîòîðûìçíà÷åíèåì i-ãî àòðèáóòà, 1 � xi � ni, ëèáî xi = �, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî çàïðîñ íå íà-ëàãàåò íèêàêèõ óñëîâèé íà çíà÷åíèå i-ãî àòðèáóòà. Îòâåò íà çàïðîñ hx1; : : : ; xniîáîçíà÷èì khx1; : : : ; xnik è îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:khx1; : : : ; xnik = fr 2 R : wi(r) = xi èëè wi(r) = � äëÿ 1 � i � ng:Ñóòü ìåòîäà Ëóìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàïðîñà Q ñóùå-ñòâóåò òàêîå i, ÷òî îòâåò ñîñòîèò èç îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíûõ (îòíîñèòåëüíîïîðÿäêà �' çàïèñåé â êàðòîòåêå Ki. ×òîáû äîêàçàòü ýòî ñâîéñòâî, ðàññìîòðèìïðîèçâîëüíûé çàïðîñ Q = hx1; : : : ; xni. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ñâîéñòâó ìíîæå-ñòâà ïåðåñòàíîâîê '1; : : : ; 'm ñðåäè íèõ íàéäåòñÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà 'i, êîòî-ðàÿ ïåðåâîäèò â íà÷àëî Q âñå êîîðäèíàòû xi, îòëè÷íûå îò �, ò.å. x'i(j) � � äëÿ1 � j � k è x'i(j) = � äëÿ k < i � n.ßñíî, ÷òî â Ki îòâåò kQk åñòü îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíûõ çàïèñåé, íà÷èíàþ-ùèéñÿ ñ çàïèñè r, òàêîé ÷òî
w'i(1)(r); : : : ; w'i(n)(r)� = 
x'i(1); : : : ; x'i(k); 1; : : : ; 1� ;è êîí÷àþùèéñÿ òàêîé çàïèñüþ r0, ÷òî
w'i(1)(r0); : : : ; w'i(n)(r0)� = 
x'i(1); : : : ; x'i(k); n'i(k+1); : : : ; n'i(n)� ;(ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ, êîãäà â íàøåé êàðòîòåêå íåò çàïèñè r èëèr0).Åñëè íàøè êàðòîòåêè Ki çàïîìèíàþòñÿ íà íîñèòåëå èí�îðìàöèè ñ ëèíåéíîéñòðóêòóðîé, òî òîò �àêò, ÷òî âñå çàïèñè, êîòîðûå ìû õîòèì íàéòè, ñîñòàâëÿ-þò ñâÿçíûé îòðåçîê, çíà÷èòåëüíî îáëåã÷àåò ïðîöåññ ïîèñêà. È î÷åâèäíî, ÷òîãëàâíûì íåóäîáñòâîì, îñîáåííî äëÿ áîëüøèõ n, ÿâëÿåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî êîïèéíàøåé êàðòîòåêè, êîòîðûå íåîáõîäèìî õðàíèòü â ïàìÿòè.Â çàêëþ÷åíèå äàííîãî ðàçäåëà ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ðàññìîòðåí-íûõ íàìè òåîðåì èìåëî ìèíèìàêñíûé õàðàêòåð: â íèõ ãîâîðèëîñü, ÷òî ìèíèìóìíåêîòîðîé âåëè÷èíû ðàâåí ìàêñèìóìó íåêîòîðîé äðóãîé âåëè÷èíû. Ïðèìåðà-ìè ìîãóò ñëóæèòü òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå,âåíãåðñêàÿ òåîðåìà è òåîðåìû 4.22 è 4.23. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäíèé ïðèìåðåñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîé çíà÷èòåëüíî áîëåå îáùåé òåîðåìû Äèëâîðòà (ñì.[12℄), êàñàþùåéñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Òàê æå êàê èäëÿ ñëó÷àÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà h}(X);�i, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà hP;�i öåïü îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàêîå ïðîèç-âîëüíîå ïîäìíîæåñòâî L � P , ÷òî x � y èëè y � x äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x; y 2 L,



4.5. �àçëîæåíèå íà öåïè 169à àíòèöåïü îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàêîå ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A � P , ÷òî äëÿïðîèçâîëüíûõ x; y 2 A x � y ) x = y:À ýòî îáåùàííàÿ òåîðåìà Äèëâîðòà.Òåîðåìà 4.25.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíî-æåñòâà hP;�i ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öåïåé, êîòîðûå â ñóììå ïîêðûâàþò P , ðàâ-íî ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè àíòèöåïè.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé îòíîñèòåëü-íî ìîùíîñòè ìíîæåñòâà P . Åñëè jP j � 1, òî î÷åâèäíî, ÷òî òåîðåìà âåðíà. ÏóñòüjP j > 1, L � ïðîèçâîëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ öåïü (ò.å. öåïü, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ïîä-ìíîæåñòâîì íèêàêîé áîëüøåé öåïè), è ïóñòü m � ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü àí-òèöåïè â hP;�i. Ïîêàæåì, ÷òî íàøå ìíîæåñòâî P ìîæíî ïîêðûòü m öåïÿìè.Åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü àíòèöåïè â hPnL;�i ðàâíà m� 1 (î÷åâèäíî, ÷òîîíà íå ìîæåò áûòü ìåíüøåm�1), òî â ñèëó èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñóùå-ñòâóåò ðàçáèåíèå íà öåïè PnL = L1 [ : : : [ Lm�1, à îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîåðàçáèåíèå P = L1 [ : : : [ Lm�1 [ L. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â hPnL;�i ñóùåñòâó-åò m-ýëåìåíòíàÿ àíòèöåïü A = fa1; : : : ; amg. Ïîñòðîèì ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ,íàõîäÿùèõñÿ ¾íàä¿ A:G = fx 2 P : x > a äëÿ íåêîòîðîãî a 2 Agè ¾ïîä¿ A: D = fx 2 P : x < a äëÿ íåêîòîðîãî a 2 AgÏðåäïîëîæèì, ÷òî L èìååò âèä l1 < : : : < lk. Òîãäà b1 =2 G, èáî â ïðîòèâíîìñëó÷àå öåïü L ìîæíî áûëî áû óâåëè÷èòü íà íåêîòîðûé ýëåìåíò a < l1, a 2 A,âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ î ìàêñèìàëüíîñòè L. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçû-âàåòñÿ, ÷òî lk =2 D. Ñëåäîâàòåëüíî, jGj < jP j, jDj < jP j è â ñèëó èíäóêòèâíîãîïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèìåíåííîãî ê hG;�i è hD;�i, ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ íà öåïèG = G1 [ : : : [Gm è D = D1 [ : : : [Dm:Ïîñëå âîçìîæíîé ïåðåíóìåðàöèè ìíîæåñòâ öåïåé G1; : : : ; Gm è D1; : : : ; Dm ìûìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ai 2 Gi \ Di, 1 � i � m. Íî G [ D = P , ïîñêîëü-êó ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà b 2 Pn(G [ D) ïðîòèâîðå÷èëî áû ìàêñèìàëüíîñòèàíòèöåïè A. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçáèåíèå íà öåïèP = L1 [ : : : [ Ln;ïîëàãàÿ Li = Gi [Di, i = 1; : : : ;m.



170 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷è4.6 Çàäà÷è4.1. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ïîòîê f èç s â t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììûf = f1 + : : :+ fk, k � m (ò.å. f(e) = f1(e) + : : :+ fk(e) äëÿ êàæäîé äóãè e 2 E),ãäå fi � ïîòîê âäîëü îòäåëüíîãî ïóòè èç s â t, i = 1; : : : ; k. Âûâåñòè îòñþäà,÷òî ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, ïîî÷åðåäíî óâåëè÷èâàÿ ïîòîê âäîëüñîîòâåòñòâåííî âûáðàííûõ óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé ñî âñåìè ñîãëàñîâàííûìè äó-ãàìè, íà÷àâ ñ íóëåâîãî ïîòîêà. Ïîñòðîèòü ñåòü, â êîòîðîé k = 
(m) äëÿ êàæäîãîòàêîãî ðàçáèåíèÿ f = f1 + : : :+ fk.4.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäîå óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïðîèñõîäèò âäîëü êðàò-÷àéøåé óâåëè÷èâàþùåé öåïè îòíîñèòåëüíî ñóùåñòâóþùåãî ïîòîêà, òî äëèíûïîñëåäîâàòåëüíûõ öåïåé îáðàçóþò íåóáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. (Ñëåäó-åò îòìåòèòü, ÷òî èç ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî âûòåêàåò ëåììà 4.4, îäíàêî îáðàòíîåñëåäîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ òàêèì î÷åâèäíûì.)4.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäîå óâåëè÷åíèå ïîòîêà ïðîèñõîäèò âäîëü êðàò-÷àéøåé óâåëè÷èâàþùåé öåïè, òî, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà, ìû ïîëó÷àåììàêñèìàëüíûé ïîòîê ñ èñïîëüçîâàíèåì íå áîëåå ÷åì mn=2 óâåëè÷èâàþùèõ öå-ïåé (ñì. [17℄).4.4. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñåòè ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàæäîé äóãè, ðàâíîéíóëþ èëè åäèíèöå, àëãîðèòì Äèíèöà ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà âðåìÿ O(n2=3m)(ñì. [18℄).4.5. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè â ñåòè ñ öåëî÷èñëåííûìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿ-ìè ïîòåíöèàë êàæäîé âåðøèíû, îòëè÷íîé îò s è t, ðàâåí íóëþ èëè åäèíèöå, òîàëãîðèòì Äèíèöà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí çà âðåìÿ O(n1=2m) (ñì. [18℄).4.6. �àññìîòðåòü ñåòü ñî ìíîãèìè âûäåëåííûìè èñòî÷íèêàìè s1; : : : ; sp è ñòî-êàìè t1; : : : ; tq è çàäàííûìè ïðîäóêòèâíîñòÿìè èñòî÷íèêîâ a1; : : : ; ap � 0 èñïðîñàìè ñòîêîâ b1; : : : ; bq � 0, òàêèìè ÷òî a1 + : : :+ ap = b1 + : : :+ bq . Ïðåäñòà-âèòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ â òàêîé ñåòè ïîòîêà f , äëÿ êîòîðîãî Divf (si) = ai äëÿ1 � i � sp, Divf (tj) = �bj äëÿ 1 � j � q è Divf (u) = 0 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõâåðøèí ñåòè, åñëè òàêîé ïîòîê ñóùåñòâóåò. (Óêàçàíèå: äîáàâèòü ê ñåòè äîïîë-íèòåëüíûå äóãè hs; sii ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè ai äëÿ i = 1; : : : ; ð è äóãèhtj ; ti ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè bj , äëÿ j = 1; : : : ; q).4.7. Äîáàâèòü ê çàäà÷å î ïîòîêå â ñåòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ñîñòî-ÿùåå â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v, îòëè÷íîé îò s è t, êîëè÷åñòâî ïîòîêà,âòåêàþùåãî â v è âûòåêàþùåãî èç v, íå ìîæåò ïðåâûøàòü ïðîïóñêíîé ñïîñîá-íîñòè g(v) ýòîé âåðøèíû. Êàê ñâåñòè çàäà÷ó, èçìåíåííóþ òàêèì ñïîñîáîì, êïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å áåç ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé âåðøèí? (Óêàçàíèå: äëÿêàæäîé âåðøèíû v äîáàâèòü íîâóþ âåðøèíó v�, äóãó hv; v�i ñ ïðîïóñêíîé ñïî-ñîáíîñòüþ g(u) è çàìåíèòü êàæäóþ äóãó âèäà hv; ui íà hv�; ui.)4.8. Ïóñòü G � îðãðà�, íå ñîäåðæàùèé äóãè hs; ti. Äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìàëü-



4.6. Çàäà÷è 171íîå ÷èñëî ïóòåé âG èç s â t ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè(ò.å. îòëè÷íûìè îò s è t) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí,ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðûõ â ãðà�å íå íàéäåòñÿ íè îäíîãî ïóòè èç s â t (ñì. [52℄).(Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü G êàê ñåòü ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êàæäîé âåðøè-íû, ðàâíîé åäèíèöå � ñð. ñ ïðåäûäóùåé çàäà÷åé, � è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîéî ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.)4.9. Íàïèñàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äóã ñ òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî óâåëè÷å-íèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîòîêà. Âñåãäà ëèñóùåñòâóåò òàêàÿ äóãà? (Óêàçàíèå: íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê f , à çàòåì ìíî-æåñòâî A âåðøèí, äîñòèæèìûõ ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íûõ óâåëè÷èâàþùèõ öåïåéèç s, è ìíîæåñòâî âåðøèí B, èç êîòîðûõ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîñòè÷üt. Òðåáóåìîå ìíîæåñòâî � ýòî (A�B) \E.4.10. �àññìîòðåòü ñåòü, â êîòîðîé êàæäîé äóãå e 2 E ïðèïèñàíà, êðîìå ïðî-ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè, ñòîèìîñòü h(e) ïîñûëêè åäèíèöû ïîòîêà ÷åðåç e. Îïðåäå-ëèòü ñòîèìîñòü óâåëè÷èâàþùåé öåïè êàê ñóììó ñòîèìîñòåé ñîãëàñîâàííûõ äóãìèíóñ ñóììó ñòîèìîñòåé íåñîãëàñîâàííûõ äóã ýòîé öåïè. Äîêàçàòü, ÷òî ïîòîê fâåëè÷èíû w = W (f) èìååò ñòîèìîñòü, íàèìåíüøóþ èç âñåõ ïîòîêîâ âåëè÷èíûw, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùåãî öèêëà (çàìêíóòîéöåïè) îòíîñèòåëüíî f ñ îòðèöàòåëüíîé ñòîèìîñòüþ. Ïîêàçàòü, ÷òî óâåëè÷åíèåíà Æ ïîòîêà âåëè÷èíû w íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè âäîëü óâåëè÷èâàþùåé öåïè ñíàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ ïðèâîäèò ê ïîòîêó ñ íàèìåíüøåé ñòîèìîñòüþ âåëè÷è-íû w + Æ.4.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè P � êðàò÷àéøàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü îòíîñèòåëüíîïàðîñî÷åòàíèÿ M â äâóäîëüíîì ãðà�å, P 0 � êðàò÷àéøàÿ ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïüîòíîñèòåëüíî M � �, òî jP 0j � jP j+ jP \ P 0j (ñì. [33℄).4.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè M è N � ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðà�å H ,òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïàðîñî÷åòàíèå R, ÷òî âåðøèíà ãðà�à H áóäåò ñâîáîäíîéîòíîñèòåëüíî R òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ñâîáîäíà îòíîñèòåëüíî êàê M ,òàê è N (ñì. [51℄, ñì. òàêæå ëåììó 4.11).4.13. Äâóäîëüíûé ãðà� H = hX;Y;Ei íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì íà X , åñëè ìíî-æåñòâî Õ ìîæíî óïîðÿäî÷èòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; : : : ; xp òàê, ÷òîáû äëÿêàæäîãî y 2 Y ìíîæåñòâî A(y) = fx 2 Õ : x � yg îáðàçîâûâàëî îòðåçîê âè-äà fxP (y); xP (y)+1; : : : ; xK(y)g. Ïîäîáíûì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåì âûïóêëîñòü íàY . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðà� H âûïóêëûé íà X , òî íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèåìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîñìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; : : : ; xp è ñî÷åòàÿ âåðøè-íó xi ñ òîé èç ñâîáîäíûõ åùå âåðøèí y 2 Y , x � y, äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèå K(y)ìèíèìàëüíîå (èëè îñòàâëÿÿ âåðøèíó xi ñâîáîäíîé, åñëè òàêîé âåðøèíû y íåñóùåñòâóåò) (ñì. 128℄).4.14. Ïîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â äâóäîëüíîì ãðà�å H =hX;Y;Ei, âûïóêëîì íà Õ (ñì. ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó), ìîæíî ïîñòðîèòü çà âðåìÿ



172 �ëàâà 4. Ïîòîêè â ñåòÿõ è ðîäñòâåííûå çàäà÷èO(jX j+ jY j � log jY j) è çà âðåìÿ O(jX j+ jY j), åñëè H � âûïóêëûé êàê íà X , òàêè íà Y . (Âíèìàíèå: ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðà� ïðåäñòàâëåí ìàññèâàìè çíà÷åíèéP (y) è K(y), y 2 Y ; çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îöåíêó O(jX j+ jY j � log jY j) ìîæ-íî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü, êàê ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòå [46℄, ïîëüçóÿñü íåêîòîðîéîáùåé ìåòîäèêîé, èçëîæåííîé â [67℄ è àâòîðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ �. Òàðüÿí.)4.15. Ïðèâåñòè ïðèìåð ãðà�à (íåäâóäîëüíîãî), äëÿ êîòîðîãî íå âûïîëíåíîñâîéñòâî, âûäåëåííîå â ñëåäñòâèè 4.16.4.16. Äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äâîéñòâåííóþ ïî îòíîøåíèþ ê âåíãåð-ñêîé òåîðåìå: äëÿ ïðîèçâîëüíîé 0-1-ìàòðèöû ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åäèíèö â ëè-íèè ðàâíî ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ðàññåÿííûõ ìíîæåñòâ åäèíèö, ïîêðûâàþùèõâñå åäèíèöû ìàòðèöû (ìíîæåñòâî åäèíèö íàçûâàåòñÿ ðàññåÿííûì, åñëè íèêàêèåäâå åäèíèöû íå ëåæàò íà îäíîé ëèíèè). Ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìó â òåðìèíàõïàðîñî÷åòàíèé â äâóäîëüíîì ãðà�å.4.17. Áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n � nñ âåùåñòâåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, â êîòîðîé ñóììà ýëåìåíòîâ âêàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíà åäèíèöå. Ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöåéíàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ áèñòîõàñòè÷åñêàÿ 0-1-ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäóþáèñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó B ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìáèíàöèèB = �1P1+: : :+�kPk, ãäå P1; : : : ; Pk � ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû, �1; : : : ; �k > 0 è �1+ : : :+�k = 1 (ñì. [6℄).4.18. Ïåðìàíåíò ìàòðèöû A = [aij ℄ ðàçìåðíîñòè n� n îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-þùèì îáðàçîì: perA =Xa1;�(1); a2;�(2); : : : ; an;�(n);ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì s ìíîæåñòâà f1; : : : ; ng. Äîêà-çàòü, ÷òî ïåðìàíåíò 0-1-ìàòðèöû A ðàçìåðíîñòè n�n ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà A ñîäåðæèò íóëåâóþ ïîäìàòðèöó ðàçìåðíîñòè p� p, p+ r = n+ 1(ñì.[24℄).4.19. Óòî÷íèòü äåòàëè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ îáùåé ñèñòåìû ðàçëè÷íûõïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé hA1; : : : Ani è hB1; : : : Bni ñî ñëîæíî-ñòüþ O pn nPj=1 (jAj j+ jBj j)!, ïðèâåäåííîãî â ðàçä. 4.4 (ñì. çàäà÷ó 4.5).4.20. Ïðèâåñòè ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâàf1; : : : ng äëèíû ln � 2�2n ñ òàêèì ñâîéñòâîì, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A �f1; : : : ng ïîÿâëÿåòñÿ â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàê ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçjAj ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ [43℄. Óêàçàíèå: ïîñòðîèòü � kbk=2
� ïåðåñòàíîâîêìíîæåñòâà f1; : : :kg, k = bn=2
, òàêèõ ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî K � f1; : : : ; kgïîÿâëÿåòñÿ êàê êîíå÷íûé îòðåçîê íåêîòîðîé èç ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, è� pbp=2
�, p = dn=2e, ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà fk+1; : : : ng, òàêèõ ÷òî êàæäîå ïîä-ìíîæåñòâî L � fk + 1; : : : ng ïîÿâëÿåòñÿ êàê íà÷àëüíûé îòðåçîê íåêîòîðîé èç



4.6. Çàäà÷è 173ýòèõ ïåðåñòàíîâîê. Äàëåå ñëåäóåò ñîåäèíèòü ýòè ïåðåñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèìîáðàçîì. Âíèìàíèå: â ñèëó �îðìóëû Ñòèðëèíãà� kbk=2
� �r 2�k 2k:



�ëàâà 5Ìàòðîèäû5.1 Æàäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõçàäà÷�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ñ äåéñòâèòåëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîý�-�èöèåíòàìè: A = 24 7 5 13 4 32 3 1 35Çàéìåìñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.Çàäà÷à 1. Íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ÷òî(à) â êàæäîì ñòîëáöå íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîãî âûáðàííîãî ýëåìåíòà(á) ñóììà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé èç âîçìîæíûõ.Ïîïðîáóåì ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì âûáèðàòü ýëå-ìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðè÷åì êàæäûé ðàç áóäåì âûáèðàòü íàèáîëüøèé èçýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìû ìîæåì äîáàâèòü, íå íàðóøàÿ óñëîâèÿ (à). Áóäåì äåé-ñòâîâàòü òàê âïëîòü äî ìîìåíòà, ïîêà äîáàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà íåíàðóøèò óñëîâèÿ (à). Àëãîðèòì òàêîãî òèïà ìû áóäåì íàçûâàòü æàäíûì.Äëÿ çàäà÷è 1 è ìàòðèöû A æàäíûé àëãîðèòì íàõîäèò ïîäìíîæåñòâî24 7
 5
 13 4 3
2 3 1 35êîòîðîå äåéñòâèòåëüíî äàåò íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ ñóììó. Íåòðóäíî îòìå-òèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèòìà ïðàâèëüíî íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è174



5.1. Æàäíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ 1751 äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.�àññìîòðèì íåñêîëüêî èíóþ çàäà÷ó.Çàäà÷à 2. Íàéòè òàêîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ÷òî(à) â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå íàõîäèòñÿ íå áîëåå îäíîãî âûáðàí-íîãî ýëåìåíòà(á) ñóììà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé èç âîçìîæíûõ.Íà ýòîò ðàç ïðèìåíåíèå æàäíîãî àëãîðèòìà ê çàäà÷å 2 è ìàòðèöå A äàåòïîäìíîæåñòâî 24 7
 5 13 4
 32 3 1
 35ñ ñóììîé 12, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíûì ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó ïîäìíîæåñòâî24 7
 5 13 4 3
2 3
 1 35èìååò ñóììó 13. Ñëåäîâàòåëüíî, íà âòîðîì øàãå íå ñëåäîâàëî áû áûòü æàäíûì,ìû âûèãðûâàåì â êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå, âûáèðàÿ íåñêîëüêî ìåíüøèé ýëåìåíò (3âìåñòî 4).Âîçíèêàåò âîïðîñ: êîãäà âûãîäíî áûòü æàäíûì? Ñ�îðìóëèðóåì ýòî áîëååñòðîãî.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ñëåäóþùåãî òèïà.Çàäà÷à 3. Äàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî E, ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ I �}(E) è �óíêöèÿ w : E ! R+ , ãäå R+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõíåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Íàéòè ïîäìíîæåñòâî S 2 I ñ íàèáîëüøåé ñóììîé Pe2Sw(e).Êàê çàäà÷à 1, òàê è çàäà÷à 2 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè çàäà÷è 3. Â îáîèõñëó÷àÿõ E åñòü ìíîæåñòâî ïîçèöèé ìàòðèöû, à w ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîçèöèèhi; ji ìàòðèöû [aij ℄ ÷èñëî aij .Äëÿ çàäà÷è 1S 2 I, êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé ïîçèöèè èç ìíîæå-ñòâà S.à â ñëó÷àå çàäà÷è 2S 2 I, êàæäûé ñòîëáåö è êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîéïîçèöèè èç ìíîæåñòâà S.Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü íàø âîïðîñ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðèêàêèõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà I æàäíûé àëãîðèòì ïðàâèëüíî ðåøàåòçàäà÷ó 3 äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè w)?



176 �ëàâà 5. ÌàòðîèäûÎêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî íàéòè ïðîñòîé îòâåò. À èìåííî,äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïàðà hE; Ii îáðàçîâûâàëà òàê íàçûâàåìûé ìàòðîèä. Ñëåäó-þùèé ðàçäåë äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåí ýòèì âàæíûì êîìáèíàòîðíûì îáúåêòàì(÷èòàòåëÿ, çàèíòåðåñîâàííîãî â áîëåå ãëóáîêîì èçó÷åíèè òåîðèè ìàòðîèäîâ, îò-ñûëàåì ê [42℄, [72℄).5.2 Ìàòðîèäû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâàÌàòðîèäû áûëè ââåäåíû Óèòíè â ðàáîòå [73℄ â ñîâåðøåííî èíîì êîíòåêñòå,íåæåëè æàäíûå àëãîðèòìû, à èìåííî â èññëåäîâàíèÿõ àáñòðàêòíîé òåîðèè ëè-íåéíîé çàâèñèìîñòè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé ìàòðîèäà.Äëÿ íàñ íàèáîëåå óäîáíûì áóäåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå:Ìàòðîèäîì ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðó M = hE; Ii, ãäå E �êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à I � }(E) � ñåìåéñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:� M1 ? 2 I è åñëè A 2 I è B � A, òî B 2 I.� M2 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A;B 2 I, òàêèõ ÷òî jBj = jAj + 1, ñóùåñòâóåò ýëå-ìåíò e 2 BnA, òàêîé ÷òî A [ feg 2 I.(Óñëîâèå ? 2 I èñêëþ÷àåò âûðîæäåííûé ñëó÷àé I = ?.)Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà I ìû áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè, àîñòàëüíûå ïîäìíîæåñòâà èç }(E)nI� çàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè ìàòðîèäàM .Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ óæå óïîìÿíóòàÿ ñâÿçü ìàòðîèäîâ ñ òåîðèåé ëèíåéíîé çàâè-ñèìîñòè: àêñèîìû ìàòðîèäîâ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíè îòðàæàëè íàè-áîëåå õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà,òî÷íåå ãîâîðÿ, íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîìïîäìíîæåñòâå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (âñïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî fe1; : : : ; eng ëè-íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò íàáîðà ñêà-ëÿðîâ �1; : : : ; �n, íå âñåõ ðàâíûõ íóëþ, òàêîãî ÷òî �1e1 + : : :+ �nen = 0). Â ñà-ìîì äåëå, î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâàëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íåçàâèñèìî. Åñëè jBj = jAj + 1 äëÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-ìûõ ïîäìíîæåñòâ A, B ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî A ïîðîæäàåò ïðîñòðàíñòâîðàçìåðíîñòè jAj, êîòîðîå ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå ÷åì jAj ýëåìåíòîâ ìíîæå-ñòâà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e 2 BnA, íå ïðèíàäëåæàùèé ýòîìóïîäïðîñòðàíñòâó. Ìíîæåñòâî A [ feg ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòèjAj+ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ìàòðîèäà hE; Ii è hE0; I0i èçîìîð�íû, åñëè ñóùå-ñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà E íà ìíîæåñòâî E0, òà-êîå ÷òî A 2 I òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(A) 2 I0. ×àñòî ìû íå áóäåì äåëàòüðàçëè÷èÿ ìàæäó èçîìîð�íûìè ìàòðîèäàìè.



5.2. Ìàòðîèäû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà 177Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà C � E ìû áóäåì èçó÷àòü åãî ìàêñèìàëü-íûå íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà, ò.å. íåçàâèñèìûå ïîäìíîæåñòâà A � C, îáëà-äàþùèå òàêèì ñâîéñòâîì: íå ñóùåñòâóåò íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà B, òàêîãî÷òî A � B � C.Òåîðåìà 5.1.Ïóñòü E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, V � ñåìåéñòâî åãî ïîäìíî-æåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ M1. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõM = hE; Iiÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå� M3 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà C � E êàæäûå äâà ìàêñèìàëüíûõïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà C èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = hE; Ii ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì è äëÿíåêîòîðîãî C � E ñóùåñòâóþò äâà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ïîäìíîæåñòâàA;B � C, òàêèå ÷òî jBj > jAj. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî B0 � B(íåçàâèñèìîå ïî óñëîâèþ M1), òàêîå ÷òî jB0j = jAj + 1. Â ñèëó M2 ñóùåñòâóåòòàêîé ýëåìåíò e 2 B0nA � C, ÷òî A[feg 2 I âîïðåêè ìàêñèìàëüíîñòè ìíîæåñòâàA. Íàïðîòèâ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ M1 è M3. Âûáåðåì òàêèåïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæåñòâà A;B 2 I, ÷òî jBj = jAj + 1, è îáîçíà÷èì C =A [ B. Äîïóñòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ýëåìåíòà e 2 BnA, ÷òî A [ feg 2 I.Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ïîäìíîæåñòâîììíîæåñòâà C. �àñøèðÿÿ B äî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ïîäìíîæåñòâà B� �C, ìû èìåëè áû jAj < jB�j âîïðåêè óñëîâèþ M3. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ M1 èM3 âëåêóò çà ñîáîé óñëîâèå M2.Èç òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ M1 è M3 îáðàçóþò ýêâèâàëåíòíóþ ñè-ñòåìó àêñèîì äëÿ ìàòðîèäîâ.Ìîùíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà C � E íàçûâàåòñÿ ðàí-ãîì ýòîãî ìíîæåñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç r(C):r(C) = maxfjAj : A 2 I ^ A � Cg:Î÷åâèäíî, ÷òî ïîäìíîæåñòâî C � E ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà r(C) = jCj. Êàæäîå ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ìàòðîèäàM = hE; Ii áóäåì íàçûâàòü (ïî àíàëîãèè ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè) áà-çîé ýòîãî ìàòðîèäà, à ðàíã r(E), ÿâëÿþùèéñÿ àíàëîãîì ðàçìåðíîñòè ëèíåéíîãîïðîñòðàíñòâà, ðàíãîì ìàòðîèäà. Îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.1.Ñëåäñòâèå 5.2. Êàæäûå äâå áàçû ìàòðîèäà èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëå-ìåíòîâ.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî C 2 I ìîæíî ðàñøèðèòüäî áàçû B � C; äîñòàòî÷íî ïîî÷åðåäíî äîáàâëÿòü â C íîâûå ýëåìåíòû, ïðèñî-åäèíåíèå êîòîðûõ íå íàðóøàåò íåçàâèñèìîñòè, âïëîòü äî ìîìåíòà, êîãäà òàêèõýëåìåíòîâ áîëüøå íå ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî áóäåò ìàêñèìàëüíûì



178 �ëàâà 5. Ìàòðîèäûíåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì, à ñëåäîâàòåëüíî, áàçîé. Àíàëîãè÷íî, ïðîèçâîëüíîåíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî A � C ìîæíî ðàñøèðèòü äî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñè-ìîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà C. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàíãîâ.Òåîðåìà 5.3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A;B � E è e; f 2 E èìååì� R1 0 � r(A) � jAj,� R2 åñëè A � B, òî r(A) � r(B),� R3 r(A [ B) + r(A \ B) � r(A) + r(B),� R4 r(A) � r(A [ feg) � r(A) + 1,� R5 åñëè r(A [ feg) = r(A [ ffg) = r(A), òî r(A [ fe; fg) = r(A).Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâà R1 è R2 î÷åâèäíû. Äîêàæåì R3. Ïóñòüfe1; : : : ; epg � ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â A \ B. �àñøèðèì åãîäî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà e1; : : : ; ep; f1; : : : ; fq � A, à çàòåìäî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà fe1; : : : ; ep; f1; : : : ; fq; g1; : : : ; grg �A [ B. Èìååì p = r(A [ B), p + q = r(A), p + r � p + q + r = r(A [ B), àñëåäîâàòåëüíî,r(A [ B) + r(A \B) = (p+ q + r) + p = (p+ q) + (p+ r) � r(A) + r(B):Óñëîâèå R4 î÷åâèäíî. R5 âûòåêàåò èç R3:r(A) � r(A [ fe; fg) = r((A [ feg [ ffg)) �� r(A [ feg) + r(A [ ffg)� r((A [ feg) \ (A [ ffg)) == r(A) + r(A) � r(A) = r(A):Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ ëèíåéíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëå-ìåíò e çàâèñèì îò ìíîæåñòâà A, åñëè r(A [ feg) = r(A), è áóäåì îáîçíà÷àòü÷åðåç sp(A) ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, çàâèñèìûõ îò A:sp(A) = fe 2 E : r(A [ feg) = r(A)g:Ìíîæåñòâî A 2 E íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ìàòðîèäà, åñëè A = sp(A),ò.å. åñëè r(A [ feg) = r(A) + 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî e 2 EnA.Òåîðåìà 5.4. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A;B � E è e; f 2 E èìååì� S1 A � sp(A),� S2 åñëè A � B, òî sp(A) � sp(B),



5.2. Ìàòðîèäû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà 179� S3 sp(sp(A)) = sp(A),� S4 åñëè f =2 sp(A) è f 2 sp(A [ feg), òî e 2 sp(A [ ffg).Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå S1 î÷åâèäíî: åñëè e 2 A, òî r(A[ feg) = r(A), ò.å.e 2 sp(A). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà S2 âîñïîëüçóåìñÿ R3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � Bè e 2 sp(A). Òîãäàr(B) � (B [ feg) = r((A [ feg) [ B) �� r(A [ feg) + r(B)� r(A [ (B \ feg)) == r(A) + r(B) � r(A) = r(B)è, ñëåäîâàòåëüíî, e 2 sp(B).Èç óñëîâèé S1 è S2 ñëåäóåò, ÷òî sp(A) � sp(sp(A)). Äîêàæåì òåïåðü ïðîòè-âîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå. Äëÿ ýòîãî íàì áóäåò íåîáõîäèìî ðàâåíñòâîr(sp(A)) = r(A): (5.1)×òîáû äîêàçàòü åãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî sp(A)nA = fe1; : : : ; ekg. Èç îïðåäå-ëåíèÿ sp(A) èìååì r(A [ feig) = r(A), i = 1; : : : ; k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿíåêîòîðîãî i < k èìååò ìåñòî r(A [ fe1; : : : ; eig) = r(A). Òîãäà èç R3 ïîëó÷àåìr(A [ fe1; : : : ; ei; ei + 1g) = r((A [ fe1; : : : ; eig [ (A [ fei + 1g)) �� r(A [ fe1; : : : ; eig) + r(A [ fei + 1g)� r(A) == r(A) + r(A) � r(A) = r(A):Îòñþäà èíäóêöèåé ïî i ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (5.1). Äîêàçàòåëüñòâîâêëþ÷åíèÿ sp(sp(A)) � sp(A) òåïåðü ïðîñòî. Ïðåäïîëàãàÿ e 2 sp(sp(A)), ò.å.r(sp(A)[feg) = r(sp(A)), èìååì r(A) � r(A[feg) � r(sp(A)[feg) = r(sp(A)) =r(A), ò.å. e 2 sp(A).Íàêîíåö, ñâîéñòâî S4 âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîñòè ýëåìåíòà îò ìíî-æåñòâà: ïðåäïîëîæèâ f =2 sp(A) è f 2 sp(A [ feg), èìååìr(A) + 1 = r(A [ ffg) < r(A [ fe; fg) = r(A [ feg) < r(A) + 1;à îòñþäà r(A [ ffg) = r(A [ fe; fg), ò.å. e 2 sp(A [ ffg).Îòìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâà S3 ñëåäóåò, ÷òî sp(A) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîììàòðîèäà. Áóäåì íàçûâàòü åãî ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà ìíîæåñòâîA. Ïîñëåäíèì âàæíûì ïîíÿòèåì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå öèêëà.Öèê-ëîì ìàòðîèäà ìû áóäåì íàçûâàòü êàæäîå ìèíèìàëüíîå çàâèñèìîå ìíîæåñòâî,ò.å. òàêîå çàâèñèìîå ìíîæåñòâî C, ÷òî Cnfeg ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì äëÿ ïðî-èçâîëüíîãî e 2 C. Ïîíÿòèå öèêëà èìååò îñîáåííî ÿñíóþ èíòåðïðåòàöèþ äëÿñëó÷àÿ ãðà�îâûõ ìàòðîèäîâ, î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò â ðàçä. 5.5.Òåîðåìà 5.5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ öèêëîâ C, D âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:



180 �ëàâà 5. Ìàòðîèäû� C1 Åñëè C � D, òî C = D,� C2 Åñëè C 6= D è e 2 C \D, òî ñóùåñòâóåò öèêë F � (C [D)nfeg.Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå C1 âûðàæàåò ïðîñòî ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè, ñî-äåðæàùååñÿ â îïðåäåëåíèè öèêëà. Äîêàæåì òåïåðü C2. Ìíîæåñòâà Cnfeg èDnfeg íåçàâèñèìûå, à ñëåäîâàòåëüíî, r(Cnfeg) = jCj � 1 è r(Dnfeg) = jDj � 1.Â ñèëó óñëîâèÿ R3r(C [D) + r(C \D) � r(C) + r(D) = jCj+ jDj � 2 = jC [Dj+ jC \Dj � 2: (5.2)Ìíîæåñòâî C \ D íåçàâèñèìîå, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæå-ñòâîì îáîèõ öèêëîâ. Îòñþäà r(C \ D) = jC \ Dj è íåðàâåíñòâî (5.2) ìîæíîïåðåïèñàòü êàê r(C [D) � jC [Dj � 2: (5.3)Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öèêëà F , î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â óñëîâèèC2. Òîãäà ìíîæåñòâî (C [D)nfeg íåçàâèñèìîå, r((C [D)nfeg) = jC [Dj � 1 èâ ðåçóëüòàòå r(C [D) � jC [Dj � 1 âîïðåêè íåðàâåíñòâó (5.3).Îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå èç ñâîéñòâà C2.Ñëåäñòâèå 5.6. Åñëè A � íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîe 2 E ìíîæåñòâî A [ feg ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî öèêëà.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè áû ñóùåñòâîâàëè äâà ðàçëè÷íûõ öèêëà C;D � A [feg, òî î÷åâèäíî, ÷òî ìû èìåëè áû e 2 C \D, è âñëåäñòâèå ñâîéñòâà C2 ñóùå-ñòâîâàë áû öèêë F � (C[D)nfeg � A âîïðåêè ïðåäïîëîæåíèþ î íåçàâèñèìîñòèìíîæåñòâà A.Ñâîéñòâà ìàòðîèäîâ, ðàññìîòðåííûå âûøå, ñâÿçàíû ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìû-ìè ìíîæåñòâàìè âåêòîðîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåì äâà äðóãèõ ïðè-ìåðà ìàòðîèäîâ.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E ïàðà hE;}(E)i, î÷åâèäíî, óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì M1 è M2. Áóäåì íàçûâàòü åå ñâîáîäíûì ìàòðîèäîì íàìíîæåñòâå E. Â òàêîì ìàòðîèäå êàæäîå ìíîæåñòâî A � E íåçàâèñèìîå, è âðåçóëüòàòå r(A) = jAj.Äðóãîé ïðèìåð ïîëó÷àåì, ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå� = fD1; : : : ; Dkg ìíîæåñòâà E è îïðåäåëÿÿI = fA � E : jA \Dij � 1 äëÿ i = 1; : : : ; kg:Îòìåòèì, ÷òî åñëè A;B 2 I è jBj = jAj + 1, òî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü òàêîéèíäåêñ i, ÷òî Di\A = ?, íî Di\B 6= ?. Ýëåìåíò e 2 Di\B ìîæíî ¾ïåðåíåñòè¿â A è ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî A [ feg 2 I. Ýòî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëî-âèÿ M2. Ìàòðîèä M = hE; Ii, îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì, áóäåì íàçûâàòüìàòðîèäîì ðàçáèåíèé. Áîëåå èíòåðåñíûå ïðèìåðû ìàòðîèäîâ áóäóò ïðèâåäåíûâ ðàçä. 5.4, 5.5 è 5.6.



5.3. Òåîðåìà �àìî-Ýäìîíäñà 1815.3 Òåîðåìà �àìî-ÝäìîíäñàÂåðíåìñÿ ê æàäíûì àëãîðèòìàì, î êîòîðûõ øëà ðå÷ü â ïåðâîì ðàçäåëå. Ñ�îð-ìóëèðóåì ñíà÷àëà îáùóþ ñõåìó àëãîðèòìîâ ýòîãî òèïà. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-âàòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî E, �óíêöèþ w: E ! R+ è ñåìåéñòâî I � }(E). Çíà÷å-íèå w(e) íàçûâàåòñÿ âåñîì ýëåìåíòà e. Âåñ ïîäìíîæåñòâà A � E îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: w(A) =Xe2Aw(e)Àëãîðèòì 5.7. (æàäíûé àëãîðèòì.)1 begin2 óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî E ïî óáûâàíèþ âåñîâ òàê, ÷òîáûE = fe1; : : : ; eng, ãäå w(e1) � w(e2) � : : : � w(en);3 S := ?;4 for i := 1 to n do5 if S [ feig 2 I then S := S [ feig6 endÒåîðåìà 5.8. (�àäî, Ýäìîíäñ, ñì. [15℄ è [56℄). Åñëè M = hE; Ii åñòü ìàò-ðîèä, òî ìíîæåñòâî S, íàéäåííîå æàäíûì àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñè-ìûì ìíîæåñòâîì ñ íàéáîëüøèì âåñîì. Íàïðîòèâ, åñëè M = hE; Ii íå ÿâëÿ-åòñÿ ìàòðîèäîì, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ w : E ! R+ , ÷òî S íå áóäåòíåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì ñ íàéáîëüøèì âåñîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M = hE; Ii ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì, èïóñòü S = fs1; : : : ; skg � ìíîæåñòâî, ïîñòðîåííîå æàäíûì àëãîðèòìîì, ïðè÷åìw(s1) � w(s2) � : : : � w(sk). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâîT = ft1; : : : ; tmg, ãäå w(t1) � w(t2) � : : : � w(tm). Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî äîëæ-íî âûïîëíÿòüñÿ m � k, òàê êàê âûáðàííîå æàäíûì àëãîðèòìîì ìíîæåñòâî Sÿâëÿåòñÿ áàçîé ìàòðîèäà: êàæäûé ýëåìåíò ei =2 S, ¾îòâåðãíóòûé¿ íà íåêîòî-ðîì øàãå àëãîðèòìà, ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìûì îò ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, âûáðàííûõâ ïðåäûäóùèé ðàç, à ñëåäîâàòåëüíî, îò öåëîãî ìíîæåñòâà S. Äîêàæåì òåïåðü,÷òî w(T ) � W (S), òî÷íåå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i � m èìååì w(ti) � w(si).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî w(ti) > w(si), è ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâàA = fs1; : : : ; si�1g;B = ft1; : : : ; ti�1; tig:Ñîãëàñíî óñëîâèþ M2 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò tj , j � i, òàêîé ÷òî ìíîæåñòâîfs1; : : : ; si�1; tjg íåçàâèñèìîå. Èìååì w(tj) � w(ti) � w(si), ñëåäîâàòåëüíî, ñó-ùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ p � i, ÷òî w(s1) � : : : � w(sp�1) � w(tj) � w(sp)



182 �ëàâà 5. Ìàòðîèäûâîïðåêè òîìó, ÷òî sp � ýëåìåíò ñ íàéáîëüøèì âåñîì, äîáàâëåíèå êîòîðîãî êfs1; : : : ; sp�1g íå íàðóøàåò åãî íåçàâèñèìîñòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêà-çûâàåò, ÷òî w(ti) � w(si), 1 � i � m.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M = hE; Ii íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì. Åñëè íå âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå M1, ò.å. åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà A;B � E, ÷òîA � B 2 I, A =2 I, òî îïðåäåëèìw(e) = � 1; åñëè e 2 A;0; åñëè e 2 EnA:Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî A íå ñîäåðæèòñÿ òîãäà âî ìíîæåñòâå S, âûáðàí-íîì æàäíûì àëãîðèòìîì. Â ðåçóëüòàòå w(S) < w(B) = w(A). Åñëè æå óñëîâèåM1 âûïîëíÿåòñÿ, íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå M2, òî ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìûåìíîæåñòâà A, B, òàêèå ÷òî jAj = k, jBj = k + 1, è äëÿ êàæäîãî e 2 BnA ìíî-æåñòâî A [ feg çàâèñèìîå. Îáîçíà÷èì p = jA \ Bj (î÷åâèäíî, ÷òî p < k è ïóñòü0 < " < 1=(k � p)). Îïðåäåëèìw(e) =8<: 1 + "; åñëè e 2 A;1; åñëè e 2 BnA;0; â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ:Çàìåòèì, ÷òî ïðè âåñàõ, îïðåäåëåííûõ òàêèì îáðàçîì, æàäíûé àëãîðèòì ñíà÷à-ëà âûáåðåò âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, à çàòåì îòáðîñèò âñå ýëåìåíòû e 2 BnA.Â ðåçóëüòàòå áóäåò âûáðàíî ìíîæåñòâî S ñ âåñîì, ìåíüøèì âåñà ìíîæåñòâà B:w(S) = w(A) = k(1 + ") = (k � p)(1 + ") + p(1 + ") �� (k � p)k+1�pk�p + p(1 + ") = (k + 1� p) + p(1 + ") = w(B):Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îäèí äîâîëüíî óäèâèòåëüíûé �àêò. Ïîñêîëü-êó ìû îïðåäåëèëè âåñ ïîäìíîæåñòâà êàê ñóììó âåñîâ åãî ýëåìåíòîâ, òî ìîãëî áûêàçàòüñÿ, ÷òî îïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî S áóäåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñåòüîò ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé âåñîâ îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Îäíàêî æå ýòà çàâèñèìîñòüî÷åíü ñëàáà: ìíîæåñòâî S çàâèñèò òîëüêî îò óïîðÿäî÷åíèÿ âåñîâ îòäåëüíûõýëåìåíòîâ. Â æàäíîì àëãîðèòìå ïîñëå ñîðòèðîâêè ýëåìåíòîâ âåñà ñîâåðøåííîïåðåñòàþò íàñ èíòåðåñîâàòü.Ñòîèò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 5.8 ìû ïîêàçàëè, ÷òîìíîæåñòâî S îïòèìàëüíîå â î÷åíü ñèëüíîì ñìûñëå. Ó íåãî íå òîëüêî ìàêñè-ìàëüíà ñóììà ýëåìåíòîâ, íî òàêæå â ëþáîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå T âåñ i-ãîïî âåëè÷èíå ýëåìåíòà íå áîëüøå âåñà i-ãî ïî âåëè÷èíå ýëåìåíòà â S. Ýòîò �àêòìû áóäåì íàçûâàòü îïòèìàëüíîñòüþ ïî �åéëó (ñì. [25℄). Òàêèì îáðàçîì, â ìàò-ðîèäå íåëüçÿ âûáðàòü íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ¾ìåíüøåãî ÷èñëàáîëüøèõ ïî âåëè÷èíå (íî âåñó) ýëåìåíòîâ¿.



5.4. Ìàòðè÷íûå ìàòðîèäû 183Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè îáðàùåíèè óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ æàäíûé àëãî-ðèòì âûáåðåò ìíîæåñòâî S, êîòîðîå íå òîëüêî èìååò íàèìåíüøèé âåñ, íî è i-éïî âåëè÷èíå ýëåìåíò (ñ÷èòàÿ îò íàèìåíüøåãî) áóäåò íå áîëüøå i-ãî ïî âåëè÷èíåýëåìåíòà ïðîèçâîëüíîé áàçû. Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñìîòðåòü íà ïðèìåíåíèå æàä-íîãî àëãîðèòìà ê çàäà÷å 1 â íà÷àëå ýòîé ãëàâû ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ: ìû èìåëèòàì äåëî ñ ìàòðîèäîì ðàçáèåíèé, ïîðîæäåííûì ðàçáèåíèåì ïîçèöèé ìàòðèöûíà ñòîëáöû.Äàëåå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðèìåíåíèåì æàäíûõ àëãîðèòìîâ ê äðóãèì, ìåíååáàíàëüíûì ìàòðîèäàì. Ïîêàæåì òàêæå, êàê â êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ ý��åêòèâíîïðîâåðÿòü óñëîâèå S [ feig 2 I, ïîÿâëÿþùååñÿ â ñòðîêå 6 æàäíîãî àëãîðèòìà.Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èì îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà â âèäå ìíîãî÷ëåíàîòíîñèòåëüíî ðàçìåðíîñòè çàäà÷è, ÷òî îòíþäü íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé ñèòóàöèåéäëÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Â áîëüøîé ñòåïåíè ý��åêòèâíîñòü æàäíûõ àëãî-ðèòìîâ âûçûâàåòñÿ òåì, ÷òî ýëåìåíò, îäèí ðàç âêëþ÷åííûé â îïòèìàëüíîå ðå-øåíèå, îñòàåòñÿ â íåì äî êîíöà. Çäåñü íå áûâàåò ¾ïðîâåðêè âñåõ âîçìîæíîñòåé¿,õàðàêòåðíîé äëÿ àëãîðèòìîâ ñ âîçâðàòîì (ñì. ï. 2.8), ÷òî îáû÷íî ïðèâîäèò êýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó ÷èñëà øàãîâ ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.5.4 Ìàòðè÷íûå ìàòðîèäûÌàòðè÷íûå ìàòðîèäû îòëè÷àþòñÿ îò ìàòðîèäîâ, îïðåäåëÿåìûõ íåçàâè-ñèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, òîëüêî âèäîì. Ïóñòüfv1; : : : ; vng � ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè m,è ïóñòü fb1; : : : ; bmg � áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîðû v1; : : : ; vn èìåþò îä-íîçíà÷íî îïðåäåëåííîå ðàçëîæåíèå îòíîñèòåëüíî áàçèñà b1; : : : ; bm.v1 = a11b1 + a21b2 + : : :+ am1bmv2 = a12b1 + a22b2 + : : :+ am2bm... ...vn = a1nb1 + a2nb2 + : : :+ amnbm�àññìîòðèì ìàòðèöó A = 26664 a11 a12 : : : a1na21 a22 : : : a2n... ... ...am1 am2 : : : amn 37775 : (5.4)Åå ñòîëáöû, îáîçíà÷èì èõ e1; : : : ; en, ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì v1; : : : ; vn, ïðè-÷åì ïîäìíîæåñòâî âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà



184 �ëàâà 5. Ìàòðîèäûñîîòâåòñòâóþùåå èì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Îáðàòíî, ñòîëá-öû ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A âèäà (5.4) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåêòîðû íåêî-òîðîãî m-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàæäàÿ òàêàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòìàòðîèä M(A) =< E; I >, ãäå E åñòü ìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ, a B 2 I òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ B ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ìàòðîèä, îïðå-äåëåííûé òàêèì îáðàçîì, áóäåì íàçûâàòü ìàòðîèäîì ìàòðèöû A. Ìàòðîèäíàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ (èçîìîð�åí ñ) ìàòðîèäîì íåêîòîðîéìàòðèöû.Àëãîðèòì 5.9. (Æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ìàòðè÷íîãî ìàòðîèäà.)Äàííûå: Ìàòðèöà A ñ m ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè, ñòîëáöû êîòîðîé óïîðÿ-äî÷åíû ïî íåâîçðàñòàíèþ âåñîâ (âåñà íåîòðèöàòåëüíû).�åçóëüòàòû: Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ñ íàéáîëüøåé ñóììîé âåñîâ(S ñîäåðæèò íîìåðà ýòèõ ñòîëáöîâ).1. begin2. S := ?;3. for j := 1 to n do4. begin i := 0;5. while (A[i; j℄ = 0) and (i < m) do i := i+ 1;6. if A[i; j℄ 6= 0 then (* j-é ñòîëáåö íåíóëåâîé *)7. begin S := S [ fjg;8. for k := j + 1 to n do9. for l := 1 to m do10. A[l; k℄ := A[l; k℄�A[l; j℄ �A[i; k℄=A[i; j℄11. end (*A[i; k℄ = 0 äëÿ j + 1 � k � n*)12. end13. endÏðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû A, ðåàëèçóåìûé ýòèì àëãîðèòìîì, � ýòîíå ÷òî èíîå, êàê èçâåñòíûé èç ÷èñëåííîãî àíàëèçà ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Âêàæäîé èòåðàöèè öèêëà 3 àëãîðèòì ïðîâåðÿåò (ñòðîêà 5), ñîñòîèò ëè j-é ñòîëáåöèç îäíèõ íóëåé. Åñëè äà (A[i; j℄ = 0 â ñòðîêå 6), òî î÷åâèäíî, ÷òî j-é ñòîëáåöíå ïðèíàäëåæèò íè ê îäíîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ñòîëáöîâ. Åñëèíåò (A[i; j℄ 6= 0 â ñòðîêå 6), òî ìû âêëþ÷àåì j-é ñòîëáåö â èñêîìîå ìíîæåñòâîëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ è âû÷èòàåì äëÿ âñåõ k > j èç k-ãî ñòîëáöà j-éñòîëáåö, óìíîæåííûé íà A[i; k℄=A[i; j℄. Ýòî íå íàðóøàåò ëèíåéíîé çàâèñèìîñòèñòîëáöîâ, íî ïðèâîäèò ê îáðàùåíèþ â íóëü âñåõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ñïðàâà îòA[i; j℄ (ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè öèêëà 3 íå ìåíÿþò ïîëîæåíèÿäåë). Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî S ñîäåðæèò íîìåðà íåíóëåâûõñòîëáöîâ. Ýòè ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé ïå-ðåñòàíîâêè ñòðîê îíè ñîäåðæàò ïîäìàòðèöó ðàçìåðîì jSj � jSj ñ íóëÿìè âûøå



5.4. Ìàòðè÷íûå ìàòðîèäû 185ãëàâíîé äèàãîíàëè è íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè. Ñëîæíîñòü àëãî-ðèòìà ìîæíî ëåãêî îöåíèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî äîìèíèðóþùåé ÷àñòüþ (O(mn)øàãîâ) áëîêà 4 ÿâëÿåòñÿ öèêë 8. Ýòîò áëîê âûïîëíÿåòñÿ n ðàç, ÷òî â ñóììå äàåòO(n2m) øàãîâ.Ïîêàæåì òåïåðü ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 5.9, ñâÿçàííûé ñ ïëàíèðî-âàíèåì ýêñïåðèìåíòîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêñïåðèìåíòû, âêîòîðûõ íåêîòîðûé îáúåêò îäíîâðåìåííî ïîäâåðãàåòñÿ äåéñòâèþ ìíîãèõ íåçà-âèñèìûõ �àêòîðîâ, ïðè÷åì ìîæíî êîëè÷åñòâåííî èçìåðèòü ñóììàðíîå èçìåíå-íèå îáúåêòà. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò îïðåäåëåíèå âëèÿíèÿ îòäåëüíûõ �àêòîðîâíà èçìåíåíèå îáúåêòà. Ïðèìåì ëèíåéíóþ. ìîäåëü, â êîòîðîé èçìåíåíèå îáúåêòàâûðàæàåòñÿ �îðìóëîé b = 
1x1 + 
2x2 + : : :+ 
mxm;ãäå xi åñòü èíòåíñèâíîñòü i-ãî �àêòîðà, a 
1; : : : ; 
m � êîý��èöèåíòû, êîòî-ðûå íóæíî îïðåäåëèòü. Ïðîùå âñåãî áûëî áû ñîâåðøèòü m ýêñïåðèìåíòîâ, ïîä-âåðãàÿ îáúåêò â i-ì ýêñïåðèìåíòå äåéñòâèþ òîëüêî i-ãî �àêòîðà ñ åäèíè÷íîéèíòåíñèâíîñòüþ; òîãäà xi = 1, xk = 0 äëÿ k 6= i, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü íåïî-ñðåäñòâåííî îïðåäåëèòü 
i. Îäíàêî òàêîå ðåøåíèå ÷àñòî íåâîçìîæíî ïî ÷èñòîòåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ìû íàáëþäàåì âëèÿíèåñîäåðæàíèÿ ðàçëè÷íûõ ìèíåðàëîâ â ïî÷âå íà ðîñò óðîæàÿ íåêîòîðîé êóëüòó-ðû, ïðè÷åì ìû èìååì â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè n (n � m) óäîáðåíèé, ÿâëÿþùèõñÿñìåñüþ ýòèõ ìèíåðàëîâ â ñòðîãî îïðåäåëåííûõ ïðîïîðöèÿõ. Óðàâíåíèÿ, ñîîòâåò-ñòâóþùèå âîçìîæíûì ýêñïåðèìåíòàì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1a11+ 
2a21+ : : :+ 
mam1 = b1
1a12+ 
2a22+ : : :+ 
mam2 = b2... ... ...
1a1n+ 
2a2n+ : : :+ 
mamn = bn (5.5)ãäå aij îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî i-ãî ìèíåðàëà â j-ì ýêñïåðèìåíòå (ìû ïðåäïî-ëàãàåì èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíûõ êîëè÷åñòâ óäîáðåíèé è ïëîùàäåé êóëüòóð).�àññìîòðèì ìàòðèöó A = [aij ℄. Åå ñòîëáöû ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàì (óäî-áðåíèÿì), à ñòðîêè � ìèíåðàëàì. Êàæäîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî èçmñòîëáöîâ îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå íóæíî ïðîâåñòè, ÷òîáûâû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû 
1; : : : ; 
m èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.5). Åñëè óïîðÿ-äî÷èòü ñòîëáöû ïî íåóáûâàíèþ ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ýêñïåðèìåíòîâ,òî æàäíûé àëãîðèòì îïðåäåëèò ñàìóþ äåøåâóþ ñèñòåìó ýêñïåðèìåíòîâ.



186 �ëàâà 5. Ìàòðîèäû5.5 �ðà�îâûå ìàòðîèäûÏóñòü G = hV;Ei � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðà�. Îïðåäåëèì M(G) = hE; Ii, ãäåI = fA � E : ãðà� hV;Ai íå ñîäåðæèò öèêëîâg:Òåîðåìà 5.10. M(G) ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à G.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå M1 âûïîëíÿåòñÿ. Â ñèëó òåîðåìû5.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå M3. È ýòî äåéñòâèòåëü-íî òàê, ïîñêîëüêó êàæäîå ìàêñèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî A 2 I, ñîäåðæàùååñÿ âìíîæåñòâå B � E, ÿâëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê ñòÿãèâàþùèì ëåñîì ãðà�à hV;Bi(ñì. ðàçä. 2.4). Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êàæäîãî òàêîãî ìíîæåñòâà A ñîñòàâëÿåò,òàêèì îáðàçîì,jV j � (÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à hV;Bi):Ìàòðîèä M(G) áóäåì íàçûâàòü ìàòðîèäîì ãðà�à G. Ïðîèçâîëüíûé ìàòðîèäíàçûâàåòñÿ ãðà�îâûì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ (èçîìîð�åí ñ) ìàòðîèäîì íåêîòîðîãîãðà�à. Îòìåòèì, ÷òî öèêëû ìàòðîèäà M(G) � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ìíîæåñòâàðåáåð ýëåìåíòàðíûõ öèêëîâ; ýòî îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå íàçâàíèÿ ¾öèêë¿ âñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ìàòðîèäîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ãðà�îâûé ìàòðîèäM(G) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìàòðè÷íûé ìàòðîèä, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöåèíöèäåíòíîñòè ãðà�à G, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç äâóõ-ýëåìåíòíîãî ïîëÿ Z2 = f0; 1g. Ñëîæåíèå â òàêîì ïîëå âûïîëíÿåòñÿ ïî ìîäóëþ2, à óìíîæåíèå � êàê îáû÷íîå óìíîæåíèå öåëûõ ÷èñåë:+ 0 1 � 0 10 0 1 0 0 01 1 1 1 0 1Âñïîìíèì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû èíöèäåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì, à ñòðî-êè � âåðøèíàì ãðà�à, ïðè÷åì ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó fu; vg, ñîäåð-æèò åäèíèöû â ñòðîêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì u è v, è íóëè â îñòàëüíûõïîçèöèÿõ.Òåîðåìà 5.11. Ïóñòü G = hV;Ei � ïðîèçâîëüíûé ãðà� è A � åãî ìàòðè-öà èíöèäåíòíîñòè. Ïîäìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîçàâèñèìûì íàä ïîëåì Z2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìóïîäìíîæåñòâî ðåáåð ñîäåðæèò öèêë.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî C 2 E ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, èðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ýòî ìíîæå-ñòâî ñîäåðæèò â êàæäîé íåíóëåâîé ñòðîêå äâå åäèíèöû, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿ-åòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì íàä ïîëåì Z2; åãî ñóììà, âû÷èñëåííàÿ ïî ìîäóëþ 2,äàåò íóëåâîé ñòîëáåö. Íàïðîòèâ, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæå-ñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûì íàä Z2. Ýòî îçíà÷àåò,



5.5. �ðà�îâûå ìàòðîèäû 187÷òî îíî ñîäåðæèò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ñ ñóììîé, ÿâëÿþùåéñÿ íóëåâûìñòîëáöîì (îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîëÿ Z2 ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ íåíóëåâûìèêîý��èöèåíòàìè � ýòî ïðîñòî ñóììà). Ïóñòü B � E � ñîîòâåòñòâóþùåå åìóìíîæåñòâî ðåáåð. hV;Bi ÿâëÿåòñÿ òîãäà ãðà�îì ñ ÷åòíîé ñòåïåíüþ êàæäîé âåð-ùèíû. Ýòîò ãðà� ñîäåðæèò öèêë, ïîñêîëüêó êàæäûé íåïóñòîé ãðà� áåç öèêëîâñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó âåðøèíó ñòåïåíè 1.Â ñèëó ýòîé òåîðåìû ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì 5.9 äëÿ îòûñêàíèÿáàçû ìàòðîèäà M(G) ñ íàèìåíüøèì âåñîì � äðóãèìè ñëîâàìè, ìèíèìàëüíîãîñòÿãèâàþùåãî äåðåâà (â îáùåì ñëó÷àå ëåñà, ò.å. ãðà�à, âñå êîìïîíåíòû ñâÿç-íîñòè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè). Ñëîæíîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ ñîñòàâëÿåòO(m2n), ãäå n = jV j è m = jEj.Ñóùåñòâóþò îäíàêî çíà÷èòåëüíî áîëåå ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû. Îïèøåìîäèí èç íèõ � àëãîðèòì Êðàñêàëà [40℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò àëãîðèòìñûãðàë áîëüøóþ ðîëü â ðàçâèòèè òåîðèè, îïèñàííîé â äàííîé ãëàâå; àëãîðèòì5.7 áûë ñ�îðìóëèðîâàí êàê îáîáùåíèå àëãîðèòìà Êðàñêàëà ñ ãðà�îâîãî ìàò-ðîèäà íà ïðîèçâîëüíûå ìàòðîèäû.Àëãîðèòì 5.12. (Êðàñêàë, ñì. [40℄).Äàííûå: �ðà� G = hV;Ei â âèäå ñïèñêà ðåáåð e1; : : : ; em, óïîðÿäî÷åííîãî ïîíåóáûâàíèþ âåñîâ.�åçóëüòàòû: Ìèíèìàëüíûé ñòÿãèâàþùèé ëåñ (S ñîäåðæèò ìíîæåñòâî åãî ðå-áåð).1. begin2. S := ?;3. �ÀÇÁ := ffvg : v 2 V g;4. for i := 1 to m do5. if ei = fu; vg, ãäå u 2 A; v 2 B;A;B 2 �ÀÇÁ; A 6= B then6. begin S := S [ feig;7. �ÀÇÁ := (�ÀÇÁnfA;Bg) [ fA [ Bg;8. end9. endÂ ýòîì àëãîðèòìå, ÿâëÿþùåìñÿ âàðèàíòîì æàäíîãî àëãîðèòìà äëÿ ìàòðîèäàM(G), ìû ñòðîèì ñòÿãèâàþùèé ëåñ ãðà�à G, øàã çà øàãîì äîáàâëÿÿ ïîñëåäî-âàòåëüíî ê S ðåáðà, íå âûçûâàþùèå çàìûêàíèÿ öèêëà. �ÀÇÁ ñîäåðæèò ðàçáè-åíèå ìíîæåñòâà V íà ìíîæåñòâà âåðøèí êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðà�à, îïðåäå-ëÿåìîãî òåêóùèì ñîäåðæàíèåì ìíîæåñòâà 5. �åáðî ei, àíàëèçèðóåìîå â ñòðîêå5, äîáàâëÿåì ê 5 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò îáà êîíöà â ðàçëè÷íûõáëîêàõ ðàçáèåíèÿ �ÀÇÁ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åãî äîáàâëåíèå âûçâàëî áû îáðà-çîâàíèå öèêëà. Ïîñëå äîáàâëåíèÿ ei ê S ñëåäóåò çàìåíèòü áëîêè A;B 2 �ÀÇÁ,ñîäåðæàùèå êîíöû ðåáåð ei, èõ ñóììîé A [B. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà Êðàñêàëà
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u1 u8u7 u2 u4u5 u6u3������ ��� ��I 6 6�ÀÇÁ={{1,7,8},{2},{4,5},{3,6}} ) u4 u8u7 u4u5

u2 u6u3������ 6 6��� ��I 6
�ÀÇÁ={{1,4,5,7,8},{2},{3,6}}�èñ. 5.1: Ñëèÿíèå áëîêîâ f1; 7; 8g è f4; 5g ðàçáèåíèÿ �ÀÇÁ. Ïðèìåð ìèíèìàëü-íîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà, ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìîì Êðàñêàëà, ïðåäñòàâëåí íàðèñ. 5.2 (â ñêîáêàõ äàíû âåñà ðåáåð).

u u u u
u u u(1)���������(6)������(9)QQQQQQQQQ(4)

(10)AAAAAAAAAAAAAAAAAA(8) (7)AAAAAAAAAAAAAAAAAA(3) AAAAAA AAAAAA AAAAAA (2)������ ������ ������ (5)������������������(11)
�èñ. 5.2: Ìèíèìàëüíîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî, ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì Êðàñêàëà.ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçáèåíèÿ �ÀÇÁ èñïîñîáà, êàêèì âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå åãî áëîêîâ. Ñóùåñòâóþò î÷åíü ý��åêòèâ-íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è (ñì. [67℄). Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íîñëåäóþùåãî ìåòîäà: êàæäûé áëîê ðàçáèåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûìäåðåâîì, â êîòîðîì èç êàæäîé âåðøèíû ñóùåñòâóåò ïóòü äî êîðíÿ. Êîðåíü èäåí-òè�èöèðóåò äàííûé áëîê. Òàêîå äåðåâî ñîäåðæèò òàêæå èí�îðìàöèþ î ñâîåéâûñîòå. Èäåíòè�èêàöèÿ áëîêà, ñîäåðæàùåãî äàííóþ âåðøèíó, ïðîèñõîäèò ïðî-õîæäåíèåì ïóòè èç ýòîé âåðøèíû äî êîðíÿ. Ñëèÿíèå áëîêîâ A, B ïðîèñõîäèòïóòåì äîáàâëåíèÿ äóã îò êîðíÿ äåðåâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî îäèí áëîê, ê êîðíþäåðåâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî äðóãîé áëîê (ðèñ. 5.1). Åñëè ïðè ñëèÿíèè äîáàâëåííàÿäóãà âñåãäà èäåò îò êîðíÿ äåðåâà ñ ìåíüøåé (èëè ðàâíîé) âûñîòîé, òî â õîäå àë-ãîðèòìà âûñîòà êàæäîãî äåðåâà íå áîëüøå ëîãàðè�ìà åãî âåðøèí, à òåì ñàìûìíå áîëüøå logn (ñì. çàäà÷ó 5.13).



5.6. Ìàòðîèäû òðàíñâåðñàëåé 1895.6 Ìàòðîèäû òðàíñâåðñàëåéÏóñòü A = (A1; : : : ; An) � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ)íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S � Eÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ ñåìåéñòâà A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå èíú-åêòèâíîå îòîáðàæåíèå ' : S ! f1; : : : ; ng, ÷òî e 2 A'(e) äëÿ êàæäîãî e 2 S.Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ: ìíîæåñòâî S = fe1; : : : ; ekg ÿâ-ëÿåòñÿ ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëüþ ñåìåéñòâà A, åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïåðåñòà-íîâêè f ìíîæåñòâà f1; : : : ; kg è äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíäåêñîâ1 � i1 � : : : � ik � n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hef(1); : : : ; ef(k)i ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàç-ëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè hAi1 ; : : : ; Aik i (ñì. n. 4.4). Îòìå-òèì, ÷òî äëÿ ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè S ñåìåéñòâà (A1; : : : ; An) ñóùåñòâóåò, âîîá-ùå ãîâîðÿ, ìíîãî ðàçëè÷íûõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ �óíêöèé ' : S ! f1; : : : ; ng,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ e 2 A'(e), e 2 S.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ýä-ìîíäñà è Ôàëêåðñîíà (ñì. [16℄).Òåîðåìà 5.13. Ïóñòü A = (A1; : : : ; An) � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷-íîãî ìíîæåñòâà E, è ïóñòü I � ñåìåéñòâî ÷àñòè÷íûõ òðàíñâåðñàëåé ñåìåé-ñòâà A. Òîãäà M(A) = hE; Ii ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå M1 âûïîëíÿåòñÿ. ×òîáû äîêàçàòüâûïîëíåíèå óñëîâèÿ M2, ïðåäïîëîæèì, ÷òî A;B 2 I, jAj = k, jBj = k + 1. Ìûìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî A = fa1; : : : ; akg è B = fb1; : : : ; bk+1g, ãäå ai = bi äëÿ1 � i � r = jA \ Bj. Åñëè r = k, ò.å. A � B, òî A [ fbk+1g 2 I è óñëîâèå M2âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü r < k, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ha1; : : : ; aki ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ Ai1 ; : : : ; Aik , a hb1; : : : ; bk+1i ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ Bj1 ; : : : ; Bjk+1 , (èíäåêñû i1; : : : ; ik ïîïàðíî ðàç-ëè÷íû, êàê è j1; : : : ; jk+1). �àññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîñòðîåíèå, êîòîðîå ëèáî íà-õîäèò òàêîé ýëåìåíò b 2 BnA, ÷òî A[fbg 2 I, ëèáî çàìåíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüAi1 ; : : : ; Aik íåêîòîðîé íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, äëÿ êîòîðîé ha1; : : : ; aki òàê-æå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.ÏîñòðîåíèåÂûáåðåì òàêîé èíäåêñ p � k+1, ÷òî jp =2 fi1; : : : ; ikg. Åñëè ìîæíî òàê âûáðàòüýòîò èíäåêñ, ÷òîáû r + 1 � p � k + 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ha1; : : : ; ak; bðiÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ Ai1 ; : : : ; Aik ; Ajp , à èç ýòîãîñëåäóåò, ÷òî A[fbpg 2 I. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. êîãäà 1 � p � r, èìååì að = bðè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ha1; : : : ; aki ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåéäëÿ Ai1 ; : : : ; Aip�1 ; Aip�1 ; : : : ; Aik .�àññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòèhi1; : : : ; iri è hj1; : : : ; jri ñîâïàäàþò íà q < r ïîçèöèÿõ, òî ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè hi1; : : : ; ip�1; jp; ip+1; : : : ; iri è hj1; : : : ; jri ñîâïàäàþò íà p + 1 ïîçèöèÿõ, òàê



190 �ëàâà 5. Ìàòðîèäûêàê jp 6= ip. Ïîâòîðÿÿ íàøå ïîñòðîåíèå, ìû ëèáî íàõîäèì òðåáóåìóþ ÷à-ñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü A [ fbg, b 2 BnA ëèáî ïðèõîäèì ê ñèòóàöèè, êîãäàhi1; : : : ; iri = hj1; : : : ; jri. Îäíàêî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå jp =2 fi1; : : : ; ikg äëÿ íåêî-òîðîãî p, r+1 � p � k+1 (âåäü íå ìîæåò áûòü fjr+1; : : : ; jk+1g � fir+1; : : : ; ikg.Âûïîëíåíèå íàøåãî ïîñòðîåíèÿ åùå ðàç ïðèâîäèò ê íàõîæäåíèþ òàêîãî ýëåìåí-òà bð 2 BnA, ÷òî A [ fbðg 2 I.Ìàòðîèä M(A) íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì òðàíñâåðñàëåé ñåìåéñòâà A.Îïèøåì òåïåðü æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ìàòðîèäîâ òðàíñâåðñàëåé. Ýòîò àëãî-ðèòì ÿâëÿåòñÿ ìîäè�èêàöèåé ìåòîäà íàõîæäåíèÿ ñèñòåì ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâè-òåëåé (à òî÷íåå, íàéáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðà�å), îñíîâàííîãîíà ìåòîäèêå ÷åðåäóþùèõñÿ öåïåé, îïèñàííîé â ãë. 4. Âñïîìíèì, ÷òî ñåìåéñòâî(A1; : : : ; An) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E = fe1; : : : ; emg ìû èçîáðàæàåì äâóäîëü-íûì ãðà�îì H ñ âåðøèíàìè u1; : : : ; um; v1; : : : ; vn è ðåáðàìè âèäà fui; vjg, ãäåei 2 Aj . Êàæäîé ñèñòåìå ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé hei1 ; : : : ; eik i ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè hAj1 ; : : : ; Ajk i (èíäåêñû j1; : : : ; jk ïîïàðíî ðàçëè÷íû) ñîîòâåòñòâóåòíåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ðåáåð M = ffui1 ; vj1g; : : : ; fuik ; vjkgg â ãðà�å H .Àëãîðèòì 5.14. (Æàäíûé àëãîðèòì äëÿ ìàòðîèäà òðàíñâåðñàëåé.)Äàííûå: Ñåìåéñòâî A = (A1; : : : ; An) ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà E = fe1; : : : ;emg, ïðåäñòàâëåííîå ñ ïîìîùüþ äâóäîëüíîãî ãðà�à G. Ýëåìåíòû e1; : : : ; em çà-èíäåêñèðîâàíû â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ âåñîâ (âåñà íåîòðèöàòåëüíûå).�åçóëüòàòû: ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü S 
 íàèáîëüøèì âåñîì äëÿ ñåìåéñòâàA (è ïàðîñî÷åòàíèå M ãðà�à H , îïðåäåëÿþùåå �óíêöèþ ' : S ! f1; : : : ; ng,î êîòîðîé èäåò ðå÷ü â îïðåäåëåíèè ÷àñòè÷íîé òðàíñâåðñàëè).1. begin2. S := ?; M := ?;3. for i := 1 to m do4. if ñóùåñòâóåò â G ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïü P îòíîñèòåëüíî M ñ íà÷à-ëîì â ei then5. begin S := S [ feig; M := P 
M6. end7. endÎ÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà çàâèñèò îò ìåòîäà ïîèñêà ÷åðåäó-þùåéñÿ öåïè P (ñòðîêè 4 è 5). Åñëè ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ïîèñêà â ãëóáèíó òàê,êàê ýòî ñäåëàíî â ðàçä. 2.2, òî ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ îòûñêàíèÿ öåïè,áóäåò ïîðÿäêà ÷èñëà ðåáåð â ãðà�å G, ò.å. O� nPi=1 jAij�. Òîãäà îáùàÿ ñëîæíîñòüàëãîðèòìà 5.14 áóäåò O�m nPi=1 jAij�.Ïðèâåäåì òåïåðü äâå çàäà÷è èç ïðàêòèêè, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþýòîãî àëãîðèòìà.



5.6. Ìàòðîèäû òðàíñâåðñàëåé 191Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêèé ïðåäïðèíèìàòåëü ïðèíÿë íà ðàáîòó n ÷åëîâåê,ïðè÷åì i-é ñîòðóäíèê èìååò êâàëè�èêàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ âûïîëíÿòü ëþáóþðàáîòó èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ai.Îáîçíà÷èì nSi=1Ai = E = fe1; : : : ; emg è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðèáûëü ïðåäïðè-íèìàòåëÿ îò âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ej ñîñòàâëÿåò w(ej) è ÷òî êàæäûé èç ïðèíÿòûõíà ðàáîòó ìîæåò âûïîëíÿòü íå áîëåå îäíîé ðàáîòû. Íóæíî íàéòè òàêîå ñîîòâåò-ñòâèå ðàáîò è ëþäåé, ìîãóùèõ èõ âûïîëíÿòü, ÷òîáû ïðèáûëü áûëà íàèáîëüøåé.Íà ÿçûêå ìàòðîèäîâ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè áàçèñà ñ íàèáîëüøèìâåñîì ìàòðîèäà òðàíñâåðñàëåé M(A), ãäå A = (A1; : : : ; An). Òî÷íåå, íóæíî íåòîëüêî íàéòè ÷àñòè÷íóþ òðàíñâåðñàëü S ñ íàèáîëüøèì âåñîì, íî òàêæå è âçà-èìíî îäíîçíà÷íóþ �óíêöèþ ' : S ! f1; : : : ; ng, äëÿ êîòîðîé e 2 A'(e), e 2 S.Èìåííî ýòî è äåëàåò àëãîðèòì 5.14.Ñòîèò îòìåòèòü çäåñü, ÷òî, òàê æå êàê è âî âñåõ æàäíûõ àëãîðèòìàõ, ïðåä-ñòàâëåííûõ â äàííîé ãëàâå, áàçà ñ íàèìåíüøèì (íàèáîëüøèì) âåñîì çàâèñèòòîëüêî îò óïîðÿäî÷åíèÿ ýëåìåíòîâ e1; : : : ; em ïî íåóáûâàíèþ âåñîâ. Îáîçíà-÷èì ÷åðåç ei � ej òîò �àêò, ÷òî w(ei) � w(ej) (¾ðàáîòà ej îïëà÷èâàåòñÿ íåìåíüøå, ÷åì ðàáîòà ei¿). Ìû çíàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðàáîò S = fa1; : : : ; akg (ãäåa1 � : : : � ak) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïî �åéëó, à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãîäðóãîãî ìíîæåñòâà ðàáîò T = fb1; : : : ; big (ãäå b1 � : : : � bi), êîòîðîå ìîæåòáûòü âûïîëíåíî íàíÿòûìè íà ðàáîòó, èìååì l � k è bi � ai äëÿ 1 � i � l.Âòîðîé ïðèìåð êàñàåòñÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿðàáîò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíî n ðàáîò e1; : : : ; em, ïðè÷åì âûïîëíåíèå êàæäîéèç íèõ òðåáóåò îäíîãî è òîãî æå êîëè÷åñòâà âðåìåíè, ñêàæåì îäíîãî ÷àñà. �àáî-òû ìû âûïîëíÿåì ïî î÷åðåäè, íå ïðåðûâàÿ íè îäíîé íà÷àòîé ðàáîòû, ïðè÷åì âêàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íå áîëåå îäíîé ðàáîòû. Äëÿ êàæ-äîãî i, 1 � i � m, äàí òàêæå ñðîê di âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ei (îòñ÷èòûâàåìûéîò íóëåâîãî ìîìåíòà) è øòðà� w(ei), êîòîðûé âûïëà÷èâàåòñÿ çà íåâûïîëíå-íèå çàäàíèÿ â ñðîê (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî øòðà� íå çàâèñèò îò òîãî, íà ñêîëüêî÷àñîâ áûë ïðåâûøåí ñðîê). Íóæíî íàéòè î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò, ìè-íèìèçèðóþùóþ ñóììó øòðà�îâ. Ýòó æå çàäà÷ó ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòüêàê íàõîæäåíèå âûïîëíèìîãî â ñðîê ìíîæåñòâà ðàáîò ñ íàéáîëüøåé ñóììîéøòðà�îâ (òóò ìû ìàêñèìèçèðóåì ñóììó øòðà�îâ, ¾êîòîðûõ èçáåæàëè¿). Ïðèýòîì íóæíî íàéòè òàêæå î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò èç ýòîãî îïòèìàëü-íîãî ìíîæåñòâà. Ñâÿçü ýòîé çàäà÷è ñ ìàòðîèäàìè òðàíñâåðñàëåé ñëåäóþùàÿ.Îïðåäåëèì E = fe1; : : : ; emg, n = max1�i�m di è Ai = fej 2 E : dj � ig äëÿ1 � i � n. Ïðè òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðîèçâîëüíàÿ ÷àñòè÷íàÿ òðàíñâåðñàëü Sñåìåéñòâà A = (A1; : : : ; An) îïðåäåëÿåò âûïîëíèìîå â ñðîê ìíîæåñòâî ðàáîò,ïðè÷åì âçàèìíî îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ ' : S ! f1; : : : ; ng, òàêàÿ ÷òî e 2 A'(e),e 2 S, îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîé ðàáîòû e 2 S âðåìÿ '(e), â êîòîðîå ýòà ðàáîòà



192 �ëàâà 5. Ìàòðîèäûäîëæíà áûòü âûïîëíåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíîå ðåøåíèå S ÿâëÿåòñÿ áà-çèñîì ñ íàèáîëüøèì âåñîì ìàòðîèäà òðàíñâåðñàëåé M(A) è åãî ìîæíî íàéòè,èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 5.14.5.7 Çàäà÷è5.1. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî B � }(E) ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîãî (îäíîçíà÷íîîïðåäåëåííîãî ñåìåéñòâîì B) ìàòðîèäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿóñëîâèå� B1 Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ B1; B2 2 B è e 2 B1nB2 ñóùåñòâóåò f 2 B2nB1,òàêîå ÷òî (B1nfåg) [ ffg 2 B.5.2. Äëÿ ñëåäóþùèõ ïîíÿòèé, ñâÿçàííûõ ñ ìàòðîèäàìè:� (à) ñåìåéñòâî I íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ìàòðîèäà,� (á) ñåìåéñòâî B áàç ìàòðîèäà,� (â) ñåìåéñòâî C öèêëîâ ìàòðîèäà,� (ã) ñåìåéñòâî F ïîäïðîñòðàíñòâ ìàòðîèäà,� (ä) �óíêöèÿ ðàíãà r,� (å) îïåðàöèÿ ïîðîæäåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà spâûðàçèòü êàæäîå èç íèõ â òåðìèíàõ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ.5.3. Äîêàçàòü, ÷òî ñåìåéñòâî C � }(E) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì öèêëîâ íåêî-òîðîãî ìàòðîèäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâîðÿþòñÿ óñëîâèÿ C1 èC2.5.4. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ sp : }(E) ! }(E) ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé ïîðî-æäåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðîì ìàòðîèäå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ S1, S2, S3, S4.5.5. Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ r ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàíãà â íåêîòîðîì ìàòðî-èäå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Rl, R2, R3 (èëè Rl, R4,R5).5.6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò êàæäîé áàçå ìàòðîèäà, òî îííå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó öèêëó ýòîãî ìàòðîèäà.5.7. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E è ïðîèçâîëü-íîãî k � jEj ïàðà M = hE; Ii, ãäå I = fA � E : jAjkg ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì.Îïðåäåëèòü äëÿ ýòîãî ìàòðîèäà ïîíÿòèÿ (à)�(å) èç çàäà÷è 5.2.



5.7. Çàäà÷è 1935.8. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ìàòðîèäå e 2 sp(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóùåñòâóåò öèêë C, òàêîé ÷òî CnA = fåg.5.9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè C1 è C2 � äâà ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ öèêëà ìàò-ðîèäà è f 2 C1nC2, òî äëÿ êàæäîãî å 2 C1 \ C2 íàéäåòñÿ òàêîé öèêë C3, ÷òîf 2 C3 � (C1 [ C2)nfeg.5.10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè B � ñåìåéñòâî áàç ìàòðîèäà M = hE; Ii, òî B� =fEnB : B 2 Bg � ñåìåéñòâî áàç íåêîòîðîãî ìàòðîèäà M� (M� íàçûâàåòñÿìàòðîèäîì, äâîéñòâåííûì M). Äîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ ðàíãà äâîéñòâåííîãîìàòðîèäà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé r�(A) = jAj+ r(EnA) � r(E):5.11. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàòðîèäàM = hE; Ii è ïðîèçâîëüíîãîìíîæåñòâà S � E ïàðà hS; I0i, ãäå I0 = fA 2 I : A � Sg, ÿâëÿåòñÿ ìàòðîèäîì.Âñåãäà ëè áóäåò ìàòðîèäîì hS; I00i, ãäå I00 = fS \ A : A 2 Ig?5.12. Ïðèìåíèòü àëãîðèòì 5.11 ê ìàòðèöåA = 2664 1 4 2 1 3 62 8 4 1 7 2�7 13 �14 1 1 60 6 0 1 12 2 3775 :(ñòîëáöû óïîðÿäî÷åíû ïî íåóáûâàíèþ âåñîâ).5.13. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè îïèñàííîé â ðàçä. 5.5 ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Êðàñ-êàëà âûñîòà äåðåâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðîèçâîëüíûé áëîê B ðàçáèåíèÿ �ÀÇÁ,íå ïðåâûøàåò log jBj.5.14. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé ìàòðîèä ðàçáèåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåììàòðîèäà òðàíñâåðñàëåé.5.15. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿhA1; : : : ; Ani è hx1; : : : ; xki ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿhA1; : : : ; Aki (k < n), òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò xk+1 è ïåðåñòàíîâêà f ìíîæåñòâàf1; : : : ; k + 1g, òàêàÿ ÷òî hxf(1); : : : ; xf(k+1)i ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåä-ñòàâèòåëåé äëÿ hA1; : : : ; Ak + 1i.
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